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Vlastnosti celychcisel
=

(Z,+) komutativni grupa
(Z,-) monoid (asociativni -, neutralni prvek 1)

distributivni zakony

DalSi vlastnosti: komutativita -, usporadani, délitelnost, . ..
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Mnozina R spolu se dvémi operacemi + a - se nazyva
okruh , jestlize plati

# (R,+) je komutativni grupa

# (R,-)je monoid

# pro libovolneé a,b, c € R plati (distributivni zakony)

a-(b+c)=a-b+a-¢c, (b+c)-a=b-a+c-a.

Pouzivame aditivni terminologii pro prvni operaci
(symbol +, neutralni prvek 0, inverze —)

a multiplikativni pro druhou operaci

(symbol -, neutralni prvek 1, pfipadna inverze —1).
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Priklady okruht
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(Z,4,-), (Q, +,-)s (R, +,-), (C, +, )

(Zn, +,-)

polynomy, matice

({a+bi|abeZ},+,-) — Gaussova cela Cisla
({a+bv2|a,becZ},+,)

({gw | m € Z,n € N}, +,-)

(P(X),+,N) nebo (P(X),+,U) ? (sami)

(R,+,-) kde R je jednoprvkova — trivialni okruh
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(R, +,-) okruh, pak plati

Netrivialni komutativni okruh, kde ke kazdému nenulovému
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obecna distributivita
a-(by+by+---+by)=a-by+a-byg+---+a-by

a-0 =0 pro libovolné a € R

k prvku 0 neexistuje inverze vzhledem k nasobeni,
tzn. (R, -) nemuze byt grupa (s vyjimkou trivialniho
okruhu)

0 = 1 prave tehdy, kdyz R je trivialni
(a=a-1=a-0=0)

a-(—b)=—(a-0b) prolibovolna a,b € R, ...
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Télesa
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prvku existuje inverze vzhledem k nasobeni, se nazyva

téleso.

Priklady:

< (Q: -+, ')’ (R, -+, ')’ ((Cv -+, )

® (Zy,+,-) je teéleso prave tehdy, kdyz n je prvocislo
(V (Zg,+,-) plati 2 - 3 =0, tzn. k prvku 2 neexistuje
inverze)

# polynomy, matice, (Z,+,-) — ne

L
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POZOR: OdliSné definice v literature.

#® okruh —bez 1

#® okruh — komutativni

# téleso — nekomutativni

# pojem jednotka (1, resp. prvek k némuz existuje inverze

vzhledem k nasobeni)

°

teleso = pole
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Obor integrity
| N

(Z,+,-) neni téleso (inverze pouze pro 1, —1).
Pro libovolna nenulova Cisla a, b plati

a-b+#0.

V (Zg, +, ) tato vlastnost neplati.

Netrivialni komutativni okruh (R, +,-) se nazyva obor
integrity , pokud pro libovolné nenulové prvky a,b € R plati
a-b+#0.

Kazdeé téleso je obor integrity.
(Zy, +, ) obor integrity prave tehdy, kdyz n je prvocislo.

L(Z, +, -) obor integrity, polynomy (nad o0.i.) ano, matice ne. J
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DalSi zajimava vlastnost celych Cisel:
a-b=a-c = b=c

pro libovolna cela Cisla a, b, ¢ (a # 0).
V (Z¢,+, -) neplati.
Souvislost s pfedchozi viastnosti:

a-b=a-¢c = a-(b—c)=0 = b—c=0 = b=c

Netrividlni komutativni okruh (R, +, -) je obor integrity prave
tehdy, kdyZz splfuje zakon o kraceni:

L (Va,b,c € R)(a#0,a-b=a-¢c = b=c). J
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Vyznam oborU integrity

N N

Z okruhu (Z, +, ) lze "zkonstruovat” téleso (Q, +, -)
"pridanim” inverzi vzhledem k nasobeni.

Presnéji, uvazujeme "zlomky”.

Z okruhu (Zg, +, -) téleso "vyrobit” nelze.

Konstrukce (podilového télesa) oboru integrity (R, +, ) :
# mnozina R x (R —{0})
# relace ekvivalence (a,b) = (¢,d) <= a-d=b-c

# nové operace +, - narozkladu R x (R — {0})/ = se
definuji ocekavanym zpisobem.
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Podmnozina M okruhu (R, +,-) se nazyva podokruh poku
je uzavfena na vSechny operace, presnégji pokud plati

®» 0eM
a,be M — a+be M

e

® oM — —aeM
® 1leM
® agbeM — a-be M

Pfiklady — podokruhy okruhu (C, +,-),
"specialni” matice (napf¥ horni trojihelnikovy tvar).

Podokruh okruhu je opéet okruhem (pokud uvazujeme
"stejné” operace).
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Podtélesa
=

Podokruh oboru integrity je obor integrity, ale podokruh
teélesa nemusi byt téleso.

Z je podokruh (C, +, ).

Podokruh M télesa (R, +, ) se nazyva podt éleso prave
tehdy, kdyz pro libovolny nenulovy prvek a € R plati
acM = a!e M.

Priklady: Q, R, C.

Rozmyslete si {a + bi | a,b € Z}, {a+bi | a,b € Q},
{a+bv2]a,bcQ}.
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Zobrazeni f : R — S se nazyva homomorfismus okruhi
(R,+,-) a(S,®,®) pokud "zachovava” operece, tj. pokud
plati:

® fla+b)=f(a)® f(b)proa,be R

® f(a-b)=f(a)® f(b)proa,be R

8 f(lg) = 1.
DalSi vlastnosti:
® f(0p) =0g

® f(—a)=6f(a)proac R

Bijektivnim homomorfismim Fikame izomorfismy a dva
okruhy jsou izomorfni pokud existuje izomorfismus mezi

Lnimi. J
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Priklady homomorfismu
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Prikladem homomorfismu je komplexni konjugovanost, tj. T
f:C—C, f(a+bi) =a— bi je izomorfismus okruhu (C, +, )
na sebe.

Dale g : Z — Z,, g(a) = |a], je homomorfismus okruhu

(Z,+,-) do okruhu (Z,,, +, -).

Dalsi priklady u polynomUl (hodnota polynomu v bodé).
Zakladni vlastnosti:

# slozeni homomorfisml je homomorfismus
#® obraz homomorfismu je podokruh
#® homomorfismus mezi télesy je prosty
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Pro komutativni okruh (R, +, -) jsou nasledujici podminky
ekvivalentni

# existuje téleso (T, @, ®) a injektivni homorfismus okruhtl
f:R—T,

® (R,+,-) Je obor integrity.
Podilové téleso je dokonce "nejmensi mozné”.

Pro podilové téleso Q(R) oboru integrity R a téleso z
pfedchozi véty existuje injektivni homorfismus okruh

f:Q(R)—T.

Podilové téleso je urCeno jednoznacné az na izomorfismus
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Shrnuti
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Co se bude pozadovat:
# pocitani v C (cviCeni)

# okruh, obor integrity, téleso, podokruh, homomorfismus
okruht

® Tvoii mnozina {a + b¥/5 | a,b € Z} podokruh okruhu
(C,+,) ?

# Je zobrazeni f : C — R dané predpisem
f(a + bi) = a® + b> homomorfismus okruhti ?

Co se nebude pozadovat: podilové téleso .
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