RÏ esÏenõÂ systeÂmuÊ lineaÂrnõÂch rovnic

Ondřej Klíma

Řešení systémů lineárních rovnic – p.1/12

OpakovaÂnõÂ

KonecÏneÏrozmeÏrnyÂ vektorovyÂ prostor Ð baÂze, dimenze. SourÏadnice Ð konecÏneÏrozmeÏrnyÂ vektorovyÂ prostor nad T dimenze n je izomorfnõÂ T^n. Hodnost matice Ð źsloupcovaÂ = rÏaÂdkovaÂł. VyÂpocÏet hodnosti Ð ERÏ UÂ .

Pro hodnost (matice A typu m × n) platõÂ h(A) ≤ min{m, n}.

Řešení systémů lineárních rovnic – p.2/12

PlnaÂ hodnost cÏtvercovyÂch matic

Kdy maÂ cÏtvercovaÂ matice n × n hodnost n?

VeÏta.

Pro kazÏdou cÏtvercovou matici A = (a_{ij}) rÏaÂdu n nad teÏlesem T jsou naÂsledujõÂcõÂ podmõÂnky ekvivalentnõÂ:

Hodnost matice A je rovna n.

RÏ aÂdky matice A jsou lineaÂrneÏ nezaÂvisleÂ. Sloupce matice A jsou lineaÂrneÏ nezaÂvisleÂ. Determinant |A| je nenulovyÂ. Matice A je invertibilnõÂ.

Řešení systémů lineárních rovnic – p.3/12

RegulaÂrnõÂ matice

CÏ tvercovaÂ matice A = (a_{ij}) rÏaÂdu n nad teÏlesem T , kteraÂ splnÏuje ekvivalentnõÂ podmõÂnky z prÏedchozõÂ veÏty, se nazyÂvaÂ regulaÂrnõÂ matice.

NesplnÏuje-li takovaÂ cÏtvercovaÂ matice A podmõÂnky z prÏedchozõÂ veÏty, rÏõÂkaÂme, zÏe je to singulaÂrnõÂ matice. PrÏõÂklad: matice prÏechodu jsou regulaÂrnõÂ.

Pozn: RegulaÂrnõÂ matice rÏaÂdu n tvorÏõÂ grupu vzhledem k naÂsobenõÂ matic.

Řešení systémů lineárních rovnic – p.4/12

RÏ esÏenõÂ homogennõÂch systeÂmuÊ

a_{11}x_1 + a_{12}x_2 + · · · + a_{1n}x_n = 0, a_{21}x_1 + a_{22}x_2 + · · · + a_{2n}x_n = 0, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a_{m1}x_1 + a_{m2}x_2 + · · · + a_{mn}x_n = 0, A · x^⊤ = o Pro libovolnou matici A typu m × n nad T je mnozÏina S_A = {x ∈ T^n | A · x^⊤ = o} vsÏech rÏesÏenõÂ homogennõÂ soustavy A · x^⊤ = o podprostor T^n.

Řešení systémů lineárních rovnic – p.5/12

RÏ esÏenõÂ A · x^⊤ = o jako podprostor

S_A = {x ∈ T^n | A · x^⊤ = o} je podprostor T^n.

o ∈ S_A, x, y ∈ S_A =⇒ x + y ∈ S_A A(x^⊤ + y^⊤) = Ax^⊤ + Ay^⊤ = o + o = o s ∈ T, x ∈ S_A =⇒ s · x ∈ S_A A · (s · x^⊤) = A · s · x^⊤ = s · A · x^⊤ = s · o = o

Pozor: o znacÏõÂ neÏkde nulovyÂ vektor v T^n a jinde nulovyÂ vektor v T^m.

Řešení systémů lineárních rovnic – p.6/12

Podprostor rÏesÏenõÂ Ð dimenze

V prÏõÂpadeÏ cÏtvercovyÂch matic (tj. m = n):

|A| ≠ 0 =⇒ S_A = {o}, (dimenze 0) |A| = 0 =⇒ S_A źnekonecÏnaÂł (pro T nekonecÏnaÂ), JakaÂ je dimenze S_A? NajõÂt baÂzi . . .

VeÏta.

MnozÏina vsÏech rÏesÏenõÂ homogennõÂ soustavy m lineaÂrnõÂch rovnic o n neznaÂmyÂch s maticõÂ koeőcientuÊ A = (a_{ij}) nad teÏlesem T tvorÏõÂ vektorovyÂ prostor dimenze k = n − h(A), kde h(A) je hodnost matice A.

Řešení systémů lineárních rovnic – p.7/12

Od podprostoru k soustaveÏ

Je kazÏdyÂ podprostor rÏesÏenõÂm neÏjakeÂ soustavy?

Bud’ V podprostor T^n. Pak mnozÏina

U = {a = (a_1, a_2, . . . , a_n) ∈ T^n | ∀x ∈ V : a · x^⊤ = 0}

je vektorovyÂ podprostor v T^n, prÏicÏemzÏ dimV + dimU = n.

VeÏta.

Pro libovolnyÂ podprostor V vektoroveÂho prostoru (T^n, +, ·) dimenze k ≤ n, existuje homogennõÂ soustava lineaÂrnõÂch rovnic o n neznaÂmyÂch nad teÏlesem (T, +, ·) s maticõÂ koeőcientuÊ A = (a_{ij}) hodnosti h(A) = n − k, jejõÂzÏ vsÏechna rÏesÏenõÂ tvorÏõÂ praÂveÏ podprostor V.

Řešení systémů lineárních rovnic – p.8/12

RÏ esÏenõÂ nehomogennõÂch systeÂmuÊ

a_{11}x_1 + a_{12}x_2 + · · · + a_{1n}x_n = b_1, a_{21}x_1 + a_{22}x_2 + · · · + a_{2n}x_n = b_2, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a_{m1}x_1 + a_{m2}x_2 + · · · + a_{mn}x_n = b_m, A · x^⊤ = b Pro matici A a vektor b ≠ o mnozÏina S_{A,b} = {x ∈ T^n | A · x^⊤ = b} vsÏech rÏesÏenõÂ nehomogennõÂ soustavy A · x^⊤ = b nenõÂ podprostor T^n. ( o ∉ S_{A,b} )

Řešení systémů lineárních rovnic – p.9/12

Vlastnosti rÏesÏenõÂ A · x^⊤ = b

StaÂle platõÂ A(x^⊤ + y^⊤) = Ax^⊤ + Ay^⊤. Proto platõÂ:

x ∈ S_{A,b}, y ∈ S_A =⇒ x + y ∈ S_{A,b} x, y ∈ S_{A,b} =⇒ x − y ∈ S_A

VeÏta.

Je-li z ∈ S_{A,b} neÏjakeÂ rÏesÏenõÂ soustavy A · x^⊤ = b, pak

S_{A,b} = {z + y | y ∈ S_A}.

PoslednõÂ vyjaÂdrÏenõÂ põÂsÏeme ve tvaru: S_{A,b} = z + S_A. Terminologie: A · x^⊤ = o zhomogenizovanaÂ soustava, z partikulaÂrnõÂ rÏesÏenõÂ, neÏjakaÂ baÂze S_A fundamentaÂlnõÂ systeÂm rÏesÏenõÂ.

Řešení systémů lineárních rovnic – p.10/12

VyjaÂdrÏenõÂ rÏesÏenõÂ jako z + V

VyjaÂdrÏenõÂ S_{A,b} jako z + V nenõÂ jednoznacÏneÂ. Lze volit ruÊzneÂ partikulaÂrnõÂ rÏesÏenõÂ z.

Podprostor V je jednoznacÏneÏ urcÏen, lze v neÏm vsÏak volit ruÊzneÂ baÂze . . . fundamentaÂlnõÂ systeÂm rÏesÏenõÂ. OpeÏt lze k libovolneÂ mnozÏineÏ z + V najõÂt vhodnyÂ systeÂm A · x^⊤ = b s vlastnostõÂ S_{A,b} = z + V. MnozÏiny tvaru z + V se nazyÂvajõÂ: aőnnõÂ podprostory, lineaÂrnõÂ variety, . . . V se pak nazyÂvaÂ zameÏrÏenõÂ. GeometrickaÂ prÏedstava Ð body, prÏõÂmky, roviny, . . . ZbyÂvaÂ otaÂzka, kdy existuje neÏjakeÂ partikulaÂrnõÂ rÏesÏenõÂ z nehomogennõÂho systeÂmu.

Řešení systémů lineárních rovnic – p.11/12

Frobeniova veÏta

VeÏta.

Bud’ T teÏleso, bud’ A = (a_{ij}) matice typu m × n nad T a bud’ b = (b_1, b_2, . . . , b_m) vektor z T^m. Potom soustava lineaÂrnõÂch rovnic A · x^⊤ = b^⊤ je rÏesÏitelnaÂ praÂveÏ tehdy, kdyzÏ hodnost matice soustavy, tj. hodnost matice A, je rovna hodnosti rozsÏõÂrÏeneÂ matice soustavy, tj. hodnosti matice ( A|b^⊤ ) .

Řešení systémů lineárních rovnic – p.12/12