LineaÂrnõÂ zobrazenõÂ

Ondřej Klíma

Lineární zobrazení – p.1/12

PrÏõÂklady zobrazenõÂ mezi prostory

Je-li A matice typu m × n, pak naÂsobenõÂ touto maticõÂ, lze videÏt jako zobrazenõÂ f : T^n → T^m, f(u) = A · u (vektory põÂsÏeme sloupcoveÏ).

OsovaÂ soumeÏrnost v R^2 (naprÏ. podle osy x, źprohozenõÂ sourÏadnicł, . . . ).

PrÏedpis: f(x, y) = (x, −y) (f(x, y) = (y, x)) lze psaÂt i maticoveÏ . . .

Projekce f : R^3 → R^2, f(x, y, z) = (x, y).

Co chceme aby takovaÂ prÏirozenaÂ zobrazenõÂ splnÏovala?

Lineární zobrazení – p.2/12

LineaÂrnõÂ zobrazenõÂ Ð deőnice

Necht’ (V, +, ·) a (W, +, ·) jsou dva vektoroveÂ prostory nad tyÂmzÏ teÏlesem T . Necht’ f : V → W je zobrazenõÂ splnÏujõÂcõÂ naÂsledujõÂcõÂ podmõÂnky:

(∀u, v ∈ V)(f(u + v) = f(u) + f(v)), (∀s ∈ T )(∀u ∈ V)(f(s·u) = s ·f(u)).

Pak f se nazyÂvaÂ lineaÂrnõÂ zobrazenõÂ vektoroveÂho prostoru (V, +, ·) do vektoroveÂho prostoru (W, +, ·). PrÏedevsÏõÂm je f homomorősmus grup a platõÂ tedy:

f(o) = o a (∀u ∈ V)(f(−u) = −f(u)).

Lineární zobrazení – p.3/12

LineaÂrnõÂ zobrazenõÂ Ð prÏõÂklady

NaÂsobenõÂ maticõÂ: A · (u + v) = A · u + A · v, A · (s · u) = s · A · u.

SoumeÏrnosti, projekce Ð ano, co obecneÏ? f : R^2 → R, f((x, y)) = x^2 + y^2 nenõÂ lineaÂrnõÂ zobrazenõÂ. (DalsÏõÂ prÏõÂklady f((x, y, z)) = (x + 1, y, y), f((x, y)) = xy, . . . ) Pro matici A je zobrazenõÂ f : Mat_{2,2}(R) → Mat_{2,2}(R), f(X) = A · X lineaÂrnõÂ.

zobrazenõÂ f : Mat_{2,2}(R) → Mat_{2,2}(R), f(X) = |X| nenõÂ lineaÂrnõÂ.

Derivace polynomuÊ: ϕ : R_n[x] → R_{n−1}[x], ϕ(f) = f^′, tj. ϕ(a_nx^n + a_{n−1}x^{n−1} + · · · + a_2x^2 + a_1x + a_0) = na_nx^{n−1} + (n − 1)a_{n−1}x^{n−2} + · · · + 2a_2x + a_1.

Lineární zobrazení – p.4/12

Izomorősmus vektorovyÂch prostoruÊ

Je-li lineaÂrnõÂ zobrazenõÂ f vektorovyÂch prostoruÊ (V, +, ·) a (W, +, ·) soucÏasneÏ bijekcõÂ mnozÏiny V na mnozÏinu W, pak rÏõÂkaÂme, zÏe f je izomorősmus vektoroveÂho prostoru (V, +, ·) na vektorovyÂ prostor (W, +, ·).

Necht’ α je baÂze n-dimenzionaÂlnõÂho prostoru V nad teÏlesem T . Pak zobrazenõÂ ϕ : V → T^n, ktereÂ vektoru prÏirÏadõÂ jeho sourÏadnice v baÂzi α je izomorősmus vektorovyÂch prostoruÊ.

Pro v = (s_1, s_2, . . . , s_n)_α a u = (t_1, t_2, . . . , t_n)_α maÂme ϕ(v + u) = (s_1 + t_1, s_2 + t_2, . . . , s_n + t_n)_α = ϕ(v) + ϕ(u).

Pro v = (s_1, s_2, . . . , s_n)_α a t ∈ T maÂme ϕ(t · v) = (t · s_1, t · s_2, . . . , t · s_n)_α = t · ϕ(v).

Lineární zobrazení – p.5/12

ZaÂkladnõÂ vlastnosti a pojmy

slozÏenõÂ dvou lineaÂrnõÂch zobrazenõÂ je lineaÂrnõÂ zobrazenõÂ inverznõÂ zobrazenõÂ k izomorősmu vektorovyÂch prostoruÊ je izomorősmus.

Necht’ V, W jsou vektoroveÂ prostory nad tyÂmzÏ teÏlesem a f je lineaÂrnõÂ zobrazenõÂ. Pro libovolnou podmnozÏinu M ⊆ V klademe f(M) = {f(u) | u ∈ M}.

SpeciaÂlneÏ f(V) nazyÂvaÂme obraz lineaÂrnõÂho zobrazenõÂ. (ZnacÏõÂ se teÂzÏ Im(f).)

DaÂle mnozÏina vektoruÊ Ker(f) = {u ∈ V | f(u) = o} se nazyÂvaÂ jaÂdro lineaÂrnõÂho zobrazenõÂ f.

Lineární zobrazení – p.6/12

JaÂdro a obraz lineaÂrnõÂho zobrazenõÂ

VeÏta.

Necht’ (V, +, ·) a (W, +, ·) jsou vektoroveÂ prostory nad teÏlesem T a necht’ f : V → W je lineaÂrnõÂ zobrazenõÂ teÏchto vektorovyÂch prostoruÊ. Pak:

JaÂdro Ker(f) tohoto lineaÂrnõÂho zobrazenõÂ f je podprostor vektoroveÂho prostoru (V, +, ·).

ZobrazenõÂ f je prosteÂ praÂveÏ tehdy, kdyzÏ Ker(f) = {o}.

Pro kazÏdyÂ podprostor U vektoroveÂho prostoru (V, +, ·) je f(U) podprostor ve vektoroveÂm prostoru (W, +, ·).

Im(f) = f(V) je podprostor (W, +, ·).

Je-li navõÂc (V, +, ·) n-dimenzionaÂlnõÂ vektorovyÂ prostor, potom dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = n.

Lineární zobrazení – p.7/12

JednozacÏneÂ urcÏenõÂ pomocõÂ baÂze

VeÏta.

Necht’ (V, +, ·) a (W, +, ·) jsou vektoroveÂ prostory nad teÏlesem T konecÏnyÂch dimenzõÂ. Necht’ daÂle vektory v_1, v_2, . . . , v_n tvorÏõÂ baÂzi prostoru (V, +, ·). Pak pro kazÏdou volbu vektoruÊ z_1, z_2, . . . , z_n ∈ W existuje jedineÂ lineaÂrnõÂ zobrazenõÂ f : V → W teÏchto vektorovyÂch prostoruÊ takoveÂ, zÏe f(v_1) = z_1, f(v_2) = z_2, . . . , f(v_n) = z_n.

Pozn: veÏta platõÂ i v prÏõÂpadeÏ, kdy (W, +, ·) nemaÂ konecÏnou dimenzi.

Lineární zobrazení – p.8/12

Matice lineaÂrnõÂch zobrazenõÂ

Necht’ α = (v_1, v_2, . . . , v_n) je baÂze vektoroveÂho prostoru V; β = (w_1, w_2, . . . , w_m) je baÂze vektoroveÂho prostoru W; a f : V → W je lineaÂrnõÂ zobrazenõÂ.

Necht’ pro kazÏdeÂ j ∈ {1, 2, . . . , n} jsou sourÏadnice vektoru f(v_j) v baÂzi β rovny (a_{1j}, a_{2j}, . . . , a_{mj} )_β.

Pak matice A = (a_{ij}) typu m × n nad T se nazyÂvaÂ matice lineaÂrnõÂho zobrazenõÂ f v baÂzõÂch α a β. (od α k β.) Pro v ∈ V, v = (x_1, x_2, . . . , x_n)_α, f(v) = (y_1, y_2, . . . , y_n)_β platõÂ

y_1 y_2 . . y_m

= A · x_1 x_2 . . x_n .

Lineární zobrazení – p.9/12

Matice zobrazenõÂ Ð poznaÂmky

DuÊlezÏityÂ prÏõÂklad:

Matice prÏechodu od baÂze α k baÂzi β je matice lineaÂrnõÂho zobrazenõÂ (a totizÏ identity) prostoru do sebe v baÂzi α a β.

Existuje vzaÂjemneÏ jednoznacÏnaÂ korespondence mezi vsÏemi lineaÂrnõÂmi zobrazenõÂmi z V do W a matice prÏõÂslusÏneÂho typu.

V teÂto korespondenci sklaÂdaÂnõÂ zobrazenõÂ odpovõÂdaÂ naÂsobenõÂ matic.

Lineární zobrazení – p.10/12

StandardnõÂ prÏõÂklad

Pro lineaÂrnõÂ zobrazenõÂ f : R^3 → R^3 urcÏeneÂ vztahy f((1, 1, 1)) = (1, 2, 3), f((1, 1, 0)) = (1, 0, −1), f((0, 1, 1)) = (1, 1, 1) dejte matici tohoto zobrazenõÂ v kanonickeÂ baÂzi.

ϵF_α =

1 1 1 2 0 1 3 −1 1 ϵPα =

1 1 0 1 1 1 1 0 1

ϵF_ϵ =_ϵF_α ·_αP_ϵ =_ϵF_α · (_ϵP_α)^{−1}

ϵF_ϵ =

0 1 0 1 −1 2 2 −3 4

Lineární zobrazení – p.11/12

ZmeÏna baÂze

Necht’ (V, +, ·) a (W, +, ·) jsou nenuloveÂ prostory konecÏnyÂch dimenzõÂ nad teÏlesem T ; necht’ α a β jsou dveÏ baÂze prostoru V; a γ a δ jsou dveÏ baÂze prostoru W;

necht’_βP_α je matice prÏechodu od baÂze α k baÂzi β; a_δP_γ je matice prÏechodu od baÂze γ k baÂzi δ; necht’ f : V → W je lineaÂrnõÂ zobrazenõÂ mezi uvedenyÂmi prostory a_γF_β je matice zobrazenõÂ f v baÂzõÂch β a γ.

Pak matice_δF_α zobrazenõÂ f v baÂzõÂch α a δ je rovna δF_α =_δP_γ ·_γF_β ·_βP_α.

Lineární zobrazení – p.12/12