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Priklady zobrazeni mezi prostory

# Je-li A matice typu m x n, pak nasobeni touto matici,
Ize vidét jako zobrazeni f: T" — T™, f(u) = A-u
(vektory piSeme sloupcove).

® Osova soumérnost v R? (napf. podle osy z, ,prohozeni
souradnic®, ...).

Predpis: f(z,y) = (=, —y) (f(z,y) = (y,2)) |lze psat |
maticove ...

® Projekce f:R> — R?, f(x,y,2) = (z,y).

Co chceme aby takova prirozena zobrazeni splnovala?
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Linearni zobrazeni — definice

Necht (V,+,-) a (W, +, ) jsou dva vektorové prostory nad
tymz télesem 7. Necht f : V — W je zobrazeni splnujici
nasledujici podminky:

(Vu,v e V)(f(u+v) = f(u)+ f(v)),
(Vs € T)(Vu € V)(f(su) =s-f(u)).

Pak f se nazyva linearni zobrazeni vektorového prostoru
(V,+, ) do vektorového prostoru (W, +,-).

PredevsSim je f homomorfismus grup a plati tedy:

flo)=o0 a (Vue V)(f(-u)=—f(u)).
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Linearni zobrazeni — priklady

# Nasobeni matici: A-(u+v)=A-u+ A-v,
A-(s-u)=s-A-u.

# Soumernosti, projekce — ano, co obecne?
f:R? =R, f((z,y)) = 2* + * neni linearni zobrazeni.
(Dalsi priklady f((z,y,2)) = (z + 1,y,y), f((z,y)) = xy,
cor)

# Pro matici A je zobrazeni f : Mata2(R) — Mate2(R),
f(X)=A-X linearnti.

® zobrazeni f: Maty2(R) — Mate2(R), f(X) = |X| neni
linearni.

# Derivace polynomu: ¢ : R,[z] — R,,_1[z], ¢(f) = f', 1.
d(anx™ + ap—12" 1+ -+ agr? + a1z + ag) =

napt™ 4+ (n— 1)ap_12""% 4+ -+ + 2a07 + ay.
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lzomorfismus vektorovych prostort

Je-li linearni zobrazeni f vektorovych prostortl (V,+,-) a
(W, +, -) soucasné bijekci mnoziny V na mnozinu W, pak
fikame, ze f je izomorfismus vektorového prostoru
(V,+,-) na vektorovy prostor (W, +, ).

Necht « je baze n-dimenzionalniho prostoru V nad télesem
T. Pak zobrazeni ¢ : V — T", které vektoru pfifadi jeho
soufadnice v bazi « je izomorfismus vektorovych prostoru.

Prov = (s1,52,...,81)a @u = (t1,t2,...,ty)o Mame
o(v+u)=(s1+1t1,52+ 12,80 +ln)a = @(V)+ d(u).
Prov = (s1,82,...,8)a @t € T mame

O(t-v)=(t-s1,t-s2,...,t-5p)a =1 P(V).
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Zakladni vlastnosti a pojmy

# slozeni dvou linearnich zobrazenti je linearni zobrazeni

® inverzni zobrazeni k izomorfismu vektorovych prostorl
je izomorfismus.

Necht V, W jsou vektorové prostory nad tymz télesem a f
je linearni zobrazeni. Pro libovolnou podmnozinu M C 'V
klademe f(M) = {f(u)|ue M}.

Specialné f(V) nazyvame obraz linearniho zobrazeni.
(Znaci se téz Im(f).)

Dale mnozZina vektortl Ker(f) = {u € V| f(u) = o} se
nazyva jadro linearniho zobrazeni f.
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Jadro a obraz linearntho zobrazeni

Véta.

Necht (V,+,-) a (W, +, ) jsou vektorové prostory nad
telesem T"a necht f : V — W je linearni zobrazeni téchto
vektorovych prostort. Pak:

# Jadro Ker(f) tohoto linearniho zobrazeni f je
podprostor vektorového prostoru (V, 4+, -).

® Zobrazeni f je prosté prave tehdy, kdyz Ker(f) = {o}.

# Pro kazdy podprostor U vektorového prostoru (V, 4+, -)
je f(U) podprostor ve vektorovém prostoru (W, +, ).

® Im(f)=f(V) je podprostor (W, +,-).

Je-li navic (V, +, -) n-dimenzionalni vektorovy prostor,
potom dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = n.
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Jednozacne urcenl pomoci baze

Veéta.

Necht (V,+,-) a (W, +, ) jsou vektorové prostory nad
telesem T konecnych dimenzi. Necht dale vektory

V1, Vo, ..., Vv, tVOFl bazi prostoru (V, +,-). Pak pro kazdou
volbu vektorl z1, zo, . .., z, € W existuje jediné linearni
zobrazeni f : V — W téchto vektorovych prostoru takové,

ze f(vi) =z1, f(v2) =22, ..., f(Vn) = Zn.

Pozn: véta plati i v pfipade, kdy (W, +,-) nema konecCnou
dimenzi.

Linearni zobrazeni — p.8/12



Matice linearnich zobrazeni

Necht o = (v, vs,...,v,) Je baze vektorového prostoru V;
B = (wi,wa,..., W) J& baze vektoroveho prostoru W;
af:V— W jelinearni zobrazeni.

Necht pro kazdé j € {1,2,...,n} jsou sourfadnice vektoru
f(Vj) Vv bazi 3 rovny (alj, a2j, - - - ,amj)ﬁ.

Pak matice A = (a;;) typu m x n nad T' se nazyva matice
linearniho zobrazeni f v bazich e« a 5. (od a k 3.)
ProveV,v=(z1,22,...,%3)a, f(V) = (y1,92,...,9n)s plat

(o) (o)

o) ey
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Matice zobrazeni — poznamky

Dulezity priklad:
Matice prechodu od baze « k bazi g je matice linearniho
zobrazeni (a totiz identity) prostoru do sebe v bazi « a g.

Existuje vzajemné jednoznacna korespondence mezi vSemi
linearnimi zobrazenimi z V. do W a matice prislusného

typu.

V této korespondenci skladani zobrazeni odpovida
nasobeni matic.
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Standardni priklad

Pro linearni zobrazeni f : R? — R? uréené vztahy

f((17 17 1)) — (17 273)’ f((17 170)) — (1707 _1)7
f((0,1,1)) = (1,1,1) dejte matici tohoto zobrazeni v

kanonické bazi.
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Standardni priklad

Pro linearni zobrazeni f : R? — R? uréené vztahy
f((1,1,1)) =(1,2,3), f((1,1,0)) = (1,0,-1),
f((0,1,1)) = (1,1,1) dejte matici tohoto zobrazeni v
kanonické bazi.

1 1 1 1 0
EFOé: 2 O 1 ePa: 1 1 1
—1 1 1 0 1
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Standardni priklad

Pro linearni zobrazeni f : R? — R? uréené vztahy
f((1,1,1)) =(1,2,3), f((1,1,0)) = (1,0,-1),
f((0,1,1)) = (1,1,1) dejte matici tohoto zobrazeni v
kanonické bazi.

1 1 1 1 1 0
EFOé: 2 O 1 ePa: 1 1 1
3 —1 1 1 0 1

0O 1 0
efe=1 1 —1 2
2 =3 4
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/mena baze

Necht (V,+,:) a (W, +,-) jsou nenulové prostory
konecnych dimenzi nad télesem T

necht « a J jsou dveé baze prostoru V;
a v ad jsou dve baze prostoru W;

necht gF, je matice prechodu od baze « k bazi 3;
a s P, Je matice prechodu od baze v k bazi ¢;

necht f: V — W je linearni zobrazeni mezi uvedenymi
prostory a - F3 je matice zobrazeni f v bazich 5 a +.

Pak matice 5F, zobrazeni f v bazich « a ¢ je rovna

sFo = 5Py - F5- 5P,
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