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Polynomy
.

Pr: f=d25 — 23+ 722 +1
Co je to polynom?

-

1

ant” + ap_12" " + -+ a1x + ag,

kde n € N ("stupen”) a a,, an_1,...,a1,ap € R (koeficienty).

Definice?
Oblibeny zpUlsob: formalni soucet. Udélame jinak.

Reprezentace?

Konecna posloupnost koeficientll. Pf: f = (4,0,—1,7,0,1).

Technické potize — napf. scitani.

Standardni trik: nekonecCna posloupnost s koneCnym
Lpoétem nenulovych Cisel. (1,0,7,—1,0,4,0,0,0,...) J
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Necht (R, +,-) je okruh. Polynom nad okruhem R
definujeme jako nekonecCnou posloupnost

f = (fo, f1, f2,...), kde f; € R pro ¢ € Ny, takovou, ze
mnozina {i € Ny | f; # 0} je konecna.

Ekvivalentni vyjadreni posledni podminky je:
(3n € N)(Vi > n)(f; = 0)

Prvky fo, f1,... nazyvame koeficienty polynomu f.

MnoZinu vSech polynomU nad okruhem R oznacujeme
symbolem R|z].

L ]
Priklady

® 4p° — 23+ 722+ 1 (1,0,7,—1,0,4,0,0,...)
® 4ad + 2%+ 322 — 2 (—3.0,%,1,0,4,0,0,...)
® 4t — 33+ ma? 41 (1,0, 7, —/3,4,0,0,...)
® 22 — (14 i)ad + ma? +i (3,0,m,—1 —14,4,0,0,...)

Jednoduché pozorovani: R C S = R[z] C S|z].
Co "polynomy”

® 2 +ir?+3x+i
® 3+ 4+ 24522 —322 4+ 0+ 92+ 1 ?

| |
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# polynomy nad Z, ...
# polynomy nad maticemi

3 ) )
COEDEILY

# R trividlni okruh — existuje jediny polynom

| |
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"Divoky” p riklad

N N

A ={a,b,c}. Okruh (P(A),+,N);
0 neutralni prvek vzhledem k +, tj. 0;
A neutralni prvek vzhledem k nN.

Polynom f = ({a},0,{c},{a,b,c},0,0,...);
f=-40x*+ {a,b,c}z3 + {c}2® + 0z + {a};
f={abc}naz’+{ctnz? =+ {a}.

Co dal s polynomy?

Cil je definovat operaci "scitani” polynomd.

Tato operace musi v naSi interpretaci odpovidat
"skuteCnému” scitani.

LStejné tak pro nasobent, tj. napf. 2> = z - z. J
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Bud f = (fo, f1,.-.) @ag = (90,91,---) polynomy nad R.
Ocekavame
(---fnxn+---+f1x+fo)+(---gnxn+---+g1x+go)

= (fu+gn)x™ + -+ (f1 + )z + (fo+ 90)

Pro f a g polynomy nad R definujeme polynom f + g
vztahem (f + g)r = fr + gx Pro k € Np.

| |
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Definice sowinu polynomu

N N

Bud' f = (fo, f1,---) @ g = (g0, 61,-..) polynomy nad R.
Ocekavame
(---fnx”+---+f1x+fo)-(---gnxn+---+g1x+go)

=+ (290 + frg1 + fog2)z® + (190 + fog1)z + fogo

:
(f -9k =Y fighi ()
i=0

Pro f a g polynomy nad R definujeme polynom f - g
vztahem (x) pro k € N.

| |
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Véta.
Bud' (R, +,-) okruh. Pokud na mnoziné R[z| definujeme
operace + a - vztahy

) (f +9)k = fr + g Pro k € Ny,

i) (f - 90k = 321 fi-gr—i Pro k € No,
pak (R[z],+, ) je okruh.

Je-li (R, +, ) komutativni okruh, pak (R[x],+,-) Je také
komutativni okruh.

(R[x],+,-) se nazyva okruh polynomd nad okruhem
(R,+,-).

|

Okruhy polynomdl — p.9/31

Konstantni polynomy
-

Neutralni prvek vzhledem k + je polynom (0,0,0,0,...);
tzv. nulovy polynom .

Neutralni prvek vzhledem k - je polynom (1,0,0,0,...).

Polynomy tvaru (a,0,0,0,...), kde a € R, se nazyvaji
konstantni polynomy

Zobrazeni k : R — R[x] dané vztahem k(a) = (a,0,0,0,...),
pro a € R je prosty homomorfismus okruh.

Konstantni polynomy mizZeme tedy ztotoznit s prvky okruhu
R a chapat R jako podokruh okruhu R[z].

|
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Stupe n nenuloveho polynomu f je nejvétsi Cislo n € Ny
takove, ze f, #0. (OznaCujeme st(f).)

Koeficienf f,, se nazyva vedouci koeficient polynomu f.
Linearni, kvadratické, kubické polynomy.

Polynom =z (0,1,0,0,0,...)

OznacCme polynom (0,1,0,0,0,...) € R[x] symbolem z. Pak
® >=2-2=(0,1,0,0,...)-(0,1,0,0,...) = (0,0,1,0,0,...)
® 23=1(0,0,0,1,0,0,0,...)

® a-2°=(a0,...)-(0,0,1,0,...) = (0,0,a,0,0,...)

| |

-
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Vyjadreni polynomu pomoci X
Véta. T

Bud' (R, +,-) okruh a f € R[z] polynom stupné n. Pak plati

f=fpa"+ fn—1'$n_1 + -+ fra+ fo,

kde koeficienty fo, f1,..., fn_1, fn chapeme jako konstantni
polynomy v R|x| a operace +, - jSou operacemi okruhu
(R[x]v +, )

Cil je spinén: polynom f = (fo, f1,- ., fa—1, f,0,0,...)
mUzeme zapisovat ve tvaru

[ = fua" + fn—lxn_l + -4+ fiz + fo.

|
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Polynom — nekonec¢na posloupnost prvkid f; € R
(skoro vSechny = 0)

Na mnoziné vSech polynomu se definuji operace + a -.

Ukéze se, ze (R[x],+,-) je okruh.

Pfi oznaceni a = (a,0,0,...), = (0,1,0,0,...) Ize pak

kazdy polynom ( fo, f1,..., fn,0,0,...) psat ve tvaru
f=foa"+ for 2" T4+ froa 4 fo

Pozn. V predchozim jsou + a - korektné definované
operace na mnoZziné vSech polynomi R|z].

Co dal? Rozklad polynomi na "prvocinitele”. J
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Rozklad na prvocinitele v Z
=

’]’]’L::I:]‘.Z)l.])2.....1)167

kde p; prvocisla; jednoznacnost.

Dllkaz — hlavni body

# m neni prvocislo, pak m rozloZzime na soucin "mensich”
# proces rozkladani se zastavi
’jednoznaénost PL P2 PE=(q1" Q2"

@ | pip2---pr = q = p; pro vhodné i

s lemma: q|a-b(qg,a)=1 = q|b

s Bezoutova rovnost

s Euklidav algoritmus

s déleni se zbytkem J
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Postup:

# definice déleni (v libovolném komutativnim okruhu)
a|b < (de)b=c-a

"porovnavani” prvki
déleni se zbytkem
Euklidbv algoritmus (Bezoutova rovnost)

o o o @

ireducibilni prvky (nerozlozitelne)

Pozn: délitelnost v télesech Q, R, C
Prvky se navzajem déli a,b € Q, a,b#0 —

b=(ba Y -a, a=(ab1)-b tzn. alb, b|a.

| |
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Déleni a invertibilni prvky okruhu

N N

Necht ¢ je invertibilni prvek komutativniho okruhu a
b=e-a, pak

a=etl-(ea)=e1-b, t. alb, b|a.

Priklad v Q[z]:
f:2x3+:c2—|—x+%
f=@2+ L) Ce+1)=202+1) (. +3)
[=2-("+3) (2 +3)
Budeme chtit veédet jak vypadaji invertibilni prvky v R|x].
Nenulovy polynom se nazyva normovany , je-li jeho

Lvedouci koeficient 1. J
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Jak porovnavat polynomy pfi rozkladani? PF:
B Hl=(z+1) (2°—z+1);
polynomy (z +1) a (2% — x4+ 1) maji mensi stupen.

Veta.
Bud' (R, +, ) okruh. Pak pro libovolné dva polynomy f, ¢
z R[x] plati

st(f +g) < max{st(f),st(g)} a st(f-g) <st(f)+st(g).

Je-li navic (R, +,-) obor integrity, pak ve druhé nerovnosti
plati vzdy rovnost.

| |
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Definice stupre — doplneni
| N

PT: polynomy nad Zy:
20 - 2x =0
2e+1)-2r+1)=1

Pro nulovy polynom 0 = (0,0,0,...) klademe jeho stupen
rovny —oo. Pricemz:

—o0 <N

pro vSechna n € Nj.

st(f-g) <st(f) +st(g)
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(R,+,-) obor integrity a f,g € R[x] pak,

st(f-g) = st(f) +st(g)

Dusledky:
® (R[x],+,-) je obor integrity,

# invertibilni prvky v R[z] jsou prave konstantni polynomy,
které odpovidaji invertibilnim prvkiim okruhu R,

# R[z] neni nikdy téleso.

|
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Déleni se zbytkem vR|z]

-

Pro jednoduchost — (R, +, -) téleso.
(Skripta — zobecnéni pro obory integrity.)

Véta.
Necht (R, +,-) je téleso a f, g € R[x] jsou dva polynomy
takové, ze g # 0. Pak existuji polynomy ¢, r € R[x] takové,
ze plati

f=gq+mr st(r) <st(g).
Pritom tyto polynomy ¢, r jsou urceny jednoznacné.

g Se nazyva podil a r zbytek .

Dlkaz: ma dvé ¢asti: existenci a jednoznacnost
sami — skripta; zde — pouze ideje.

|
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# Prodané f,g € R[x] chceme ¢,r € R[z] tak, aby
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f=yg-q+r st(r) <st(g).
s st(f)<stlg) = f=9g-0+f
s st(f) > st(g) indukci vzhledem Kk st( f)
Pf: f=3z2+223 —22+1,9g=222+22x—-3 pakg= %:132
3at 4223 — 2% +1 = (222 + 22 — 3) - 32247

= 3z + 323 — %a:2—|—?

=32t 4 323 — S22 4 (=23 + I2? + 1)
Polynom (-2 + % + 1) m& mensi stupeii nez f.
234+ 22?2 + 1= (222 + 22 - 3) - Fta+ (22— 32+ 1)
%xQ—%x—i—l: (222 + 22 — 3) - %+ (—6:1}%-%)
Celkem f = (222 + 2z — 3) - (322 — 3z + 7) + (—6x + 2}) J

Okruhy polynomtl — p.21/31

Jednoznanost @i d eleni
=

g q+r=g-¢+1

g-(q—¢)=1r"—r, kdest(r' —r) <st(g) € Ny
st(g) +st(qg — ¢') =st(r' — 1)

Odtud st(q — ¢') = st(r’' —r) = —oc0

r'—r=0,t.r=1r

q—¢ =0,1.g=¢

|
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Polynom h € R[z] se nazyva spole ¢ny d élitel polynom
f,g € Rlz], jestlize h | f ataké h|g.

Polynom d € R[z| se nazyva nejv etsi spole Cny d élitel
f,g € Rlz], jestlize je spoleCny délitel f a g a vSechny
ostatni spolecCni delitelé jej déeli.

T.d| f,d|ga (NVheRz])h|fANh]|g = h]|d).

Polynomy nad Zj:

® f=20=2-(v+2), g=2*+22=0-(x+2).
Vidime, ze z i x + 2 jsou spolecni delitelé f, g.
Neexistuje nejvetsi spolecny delitel f a g.

| |
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Existence n.s.d vR|z]

N N

Véta.
Necht (R, +,) je téleso a f, g € R[x] polynomy z nichz
alespon jeden je nenulovy. Pak

# existuje nejvetSi spolecny délitel f a g;

# je-li d nejvétsi spolecny délitel 1, g, pak kazdy nejvetsi
spolecCny délitel je tvaru « - d, kde « je konstantni
nenulovy polynom,;

# existuje jediny normovany nejvéetsi spolecny délitel
polynomU f a g.

Znacime (f, g), pfipadné nsd(f, g).
Klademe (0,0) = 0 (neni normovany).

LDéIe (f,0)= f." - f,pro f nenulovy polynom stupné n. J

=l
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Existence — Euklidlv algoritmus:

f=g4q0+710, st(rg) <st(g),
g=r0q1+ 11, st(ry) <st(rg),

ro = 11°q2 + 19, St(?“g) < St(’l”l),

Tn—2 = Tn—1'Gn + Tn, St(rn) < St(rn—1>>

"'"m—1 = Tn'qdn+1-

Kde r,, je n.s.d — nemusi byt normovany.
Bezoutova rovnost — stejné jako v Z:

T'm =Tp—2+7Tn-1" <_QTL) = Tpn—2+ (Tn—3 —Tn—-2- Qn—l) : (_Qn) =

Lrn—B : <_Qn> +rp—2- (1 + aqn-1- Qn) — = f‘? +g'?

|
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Poznamky k popisu vSech n.s.d

-

Pokud d, h dva nejvétsi délitelé f, g, pak se navzajem

Tj. existuji a,b € R[z], tak, Ze d=a-h, h=1b-d.
Celkemd=a-b-d.

Odtud (po diskusi zda neco neni nulovy polynom)
kracenim (R[z] je obor integrity) dostaneme
1=a-b.

Oba dva dilkazy — skripta.
TamtéZ Bezoutova rovnost a jeji dlsledek

flg-h, (f.q)=1 = f|h

L

-

deli.

|
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Polynom f € R[x] je ireducibilni nad R, jestlize f je
nekonstantni a nelze rozlozit na soucCin dvou
nekonstantnich polynomd.

o Kazdy linearni polynom (nad oborem integrity) je
ireducibilni.

# Polynom 2z + 2 neni ireducibilni nad Zy;
20 +2 = (2 +2)(2z + 1).

# Polynom 22 — 2 je ireducibilni nad Q, ale neni
ireducibilni nad R a C;

73— 2= (2 — \3/5)(332 + /2% + V/4) — pristé.

| |
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Jednoznany rozklad v R|x]

N N

Veéta.

Bud (R, +,-) téleso. Pak pro kazdy nenulovy polynom

f € R[x] existuji normované polynomy pi,po, ..., pr € R[x]
ireducibilni nad R a konstantni polynom a € R[] tak, Ze

f=ap1p2... Pk

Tento rozklad polynomu f je jediny az na poradi CinitelQ.

Hovofime o okruhu s jednozna ¢nym rozkladem .

| |
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Okruh Gaussovych celych Cisel G je okruh s jednoznacnym
rozkladem.
G={a+bi|abeZ}

Porovhavani — pomoci normy:

N(a+bi) = (a+ bi) - (a — bi) = a® + b? € N.

Plati N(z -y) = N(x) - N(y).

Odtud plyne, ze pro invertibilni prvkek x musi platit

N(x) =1, tj. invertibilni prvky jsou 1, —1, 4, —i.

Lze délit se zbytkem (neni jednoznacné urcen).
Pl:5+5i=3-(2+1)+(—1+20)=3-(1+2i)+(2—1),
kde pro zbytky plati N(—1+2i) = N(2—1i) =5 < 9= N(3).
Euklidlv algoritmus, Bezout, jednoznacny rozklad.

LPF: 5= (142i)(1 —2i). N(z) prvoCislo = x invertibilni. J

Okruhy polynomtl — p.29/31

Negativni "divoky” p riklad

Okruh {a + biv/5 | a,b € Z} neni okruh s jednozna¢nym
rozkladem.

Norma tentokrat N (a + biv/5) = a® + 5b%, invertibilni prvky
+1.

Pi:9=3-3=(2+1-i/5)-(2—1-i/5),

kde 3, 2 +1iv/5 i 2 — /5 ireducibilni, nebot

N(3) = N(2 £iv/5) = 9 a neexistuje prvek s normou 3.
TaktéZ neexistuje (9,3 - (2 +1iv/5), protoZze mezi spole¢né
délitele patfi 3 i 2 + /5.

| |
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Co se bude pozadovat:

(A RIERACEY

vlastnosti (R[z], +, -),

rozkladani polynomi — priste,

hlavni véty (tucné),

zakladni pojmy — stupen, ved. koef., ireduc. pol., ...
prakticky Euklides, Bezout — nad télesy.

Co se nebude pozadovat :
"divoke” priklady, tj. rozklady mimo R[z].

L

|
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