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Hodnota polynomu v prvku

N N

Kofen polynomu f je takovy prvek ¢, pro néjz f(c) = 0.
Co je f(c¢)? Intuitivné: ,dosazeni“ ¢ do polynomu f.

Definice:
Necht (R, +, ) je okruh,

f=apt" +ap_12" 1+ + a1z + ag
polynom z R[z] a ¢ € R. Pak prvek
anc” + ay 1" Y4+ 4+ ajc+ag € R

oznacCujeme symbolem f(c) a nazyvame

hodnota polynomu f v prvku c.
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Véta.
Je-li (R, +,-) komutativni okruh, pak pro libovolné dva
polynomy f, g € R[z] a pro libovolny prvek ¢ € R plati

(f+9)c)=flc)+g(c) a (fg)lc)=f(c)-g(c).

Dlkaz — prvni vztah:
f=apx’ +ap_12" 1+ +aiz+ ag
g =bpx" + bp_12" L 4 + bz + by (BUNno: k = n)

f+g = (an+Dbn)a"™ +- - -+ (az+b2)x* + (a1 +b1)x + (ag+bo)
(f+9)(c) = (an+by)c" +- -4 (ag +bz)c? + (a1 +b1)c+ (ag +bo)

fle) = anc +ap_1c" 1+ +ajc+ag
Lg(C) = bncn+bn—1cn_1 + -+ bic+ by J
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Vlastnost ,, dosazeni“ pro soucin
| N

#(f-9)(c) = f(c)-g(c)*

Pf:  f=a?+aix+ay, ¢g=biz+ b.

f-g = agblx?’ + (a2b0 + albl)x2 + (albo + aobl)x + agbg
(f - 9)(c) = asbic® + (agby + a1b1)c? + (aiby + agb1)c + agby

f(c) = asc® +arc+ag, gl(c) =bic+ by
f(c) - g(c) = asc®bic + asc?by + aichic + aicby + agbic + aghy

Potfebujeme: cbg = bgc, cb1 = bic, . ..
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Necht (R, +, ) je komutativni okruh a ¢ jeho prvek.
Zobrazeni hod. : R[z] — R dané vztahem hod.(f) = f(c) je
homomorfismus okruh(.

Plyne z véty a rovnosti a(c) = a pro konstantni polynom a.

Co nas vice zajima — polynom jako funkce.

Tj. pro dany polynom f mame zobrazeni ¢, : R — R dané
vztahem ¢(c) = f(c). (tzv. polynomicka funkce)

Pozor:
toto zobrazeni ¢ zpravidla neni homomorfismus okruhd.

Neplati vztahy f(a +b) = f(a) + f(b), f(a-b) = f(a) - f(b).
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Hor nerovo schema
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Jak efektivné pocitat f(c)?

1

f(c) = anc” + ap—1c""" + - +arc+ ag

=((...((ap-c+apn-1) - c+apn—2)-c---+az)-c+ar) c+ag

Priklad:
f:2376—|—5335—2334—7x2—|—5x_3, c— —3

2 5 -2 0 -7 5 -3
-3/2 -1 1 -3 2 -1 0

— f(=3)=0

—1=a, c+an—q

L 1= (an-c+ap-1) c+apn—s J
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f(c)=0.

Véta.
Necht (R, +, ) je téleso a necht f € R[z] je polynom. Pak
prvek ¢ € R je kofenem polynomu f prave tehdy, kdyz

(z =) | f.

Dlkaz:

L

-
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Kofen polynomu f € R[z] je takovy prvek c € R, pro néjz

-

(Projde pro komutativni okruh R.)
® Pokud (x—c)| f,pak f=(x—c)-ga f(c)=0-g(c)=0.

# Bud c kofen, pak délime se zbytkem: f = (z —¢) - ¢+,
kde r je polynom mensiho stupné nez st(x — ¢) = 1,

tzn. polynom r je konstantni. Odtud
0=f(c)=(c—c)-qlc)+r(c)=0+4+r=r.

V obou Castech pouzivame predchozi vétu. J

Dosazenicdo f = (x —¢) - ¢+ r dava f(c) =r.
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Déleni polynomem x — ¢
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Nechttedy f = a,z2" + ap—12" 1 + - + a12 + ao,
q="bp_12" L+ + bz + bo.
Porovnejme koeficienty v f = (x — ¢) - ¢ + r. Dostaneme:

n—1

an = bn—l

ap—1 = bp—2 — bp—1cC

a; =bi—1 —b; -

bn—l = Qp

b2 =0bp1c+ap_1

bi_1=0b;-c+ a;

bo = bic + ag

x a1 = by — bic
ag =1 — byc r = byc + ag
an an_l CLZ PN CL1 CL()
bp—1  bp—2 bi bi—1 br by r J
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st e+ 1= (v —2)(2? +32% + 72 + 15) + 31
Postup Ize opakovat a dostat Taylorlv rozvoi.

1 2 3 45
~1{1 1 2 2 3
~1/1 0 2 0
~1]1 -1 3
11 =2
=

Lx4+2x3+3x2+4x+5:(35+1)4—2(:c+1)3+3(:c+1)2+3J
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Nasobnost korene

N |

Necht (R, +,-) je téleso, f € R[x] nenulovy polynom a c € R
kofen f. Pfirozené Cislo k£ se nazyva nasobnost kofene c,
jestlize (x — o) | fa (x — )" 11 f.

Poznamky:

® Pokud (z — ¢)* | f, pak mame k = st((z — ¢)*) < st(f).
Je tedy definice korektni.

# Koreny nasobnosti 1 se nazyvaji jednoduché.
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Kofeny polynomu — p.10/25



VUOULIAL U ITLOUNMNITTUOLLI TANUI Ul TU

N N

Véta.
Necht (R, +,-) je téleso. Pak nenulovy polynom f stupné n
ma nejvyse n korenl, pocitame-li je i s jejich nasobnosti.

Pfesnegji. pokud ma polynom f koreny cq, ..., ¢y, pfiCemz
kofen ¢; ma nasobnost k;, pak k1 + - - + ky, < n.

PfedevSim ma f jen kone¢né& mnoho korendl.

Dlkaz:
diky jednoznac¢nému rozkladu na prvocinitele mame
(z—c)™ | f,...,(x—cn)f | f = (z—c)™ ... (z—cm) | f.

Porovnanim stuprill dostaneme pozadované.
Tedy predevsSim m < n.

| |
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Algebraicky uzavienetéeso

N N

Pro jaka télesa plati rovnost?

Pro téleso (R, +, -) je ekvivalentni:
# nenulovy polynom z R[z]| stupné n ma pravé n kofen,
# kazdy nekonstantni polynom z R[x] ma kofen,

# ireducibilni polynomy v R[x] jsou pravé linearni
polynomy (polynomy stupné 1),

# kazdy nekonstantni polynom z R[z] Ize vyjadrit jako
soucin linearnich polynomd.

Hovofime o algebraicky uzavieném télese.
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Kofeny polynomu — p.12/25



1 N U1 1 WwWWE 1WA LVIMMPVI]IIVIIII 1 &1 10N\

-

Véta; Zadné koneéné téleso neni algebraicky uzaviené.

Dikaz: pokud R = {ay,as,...,ay}, pak polynom
f=(@—-a)(r—a2)...(x—apn)+1 nemakorenv R.

VSimnéme si, ze hodnota f je vzdy 1. Tzn. ¢1 = ¢;
— polynomické funkce polynomi 1 a f jsou stejné.

Véta: Pokud (R, +, -) je nekoneCné téleso, pak pro libovolné
dva polynomy f, g € R[x] plati

=9 <= ¢f:¢g-

Dlikaz: pokud ¢ = ¢,, pak pro polynom f — g plati

(f —g)(c) = f(c) — g(c) = dy(c) — dg(c) = 0.
~ Tedy kazdy prvek R je kofenem f — g, tzn. f — g = 0. |
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Zakladni véta algebry

N N

Zakladni véta algebry
Téleso (C, +, -) je algebraicky uzaviené.

# Kazdy nekonstantni polynom z C[x] m& kofen v C.

# Ireducibilni polynomy v C[z] jsou pravé linearni
polynomy.

Proto jsme komplexni Cisla zavadéli:
chtéli jsme, aby polynom z? + 1 mél kofen.
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Véta.
Je-li ¢ € C kofen polynomu f € R[z], pak Cislo ¢ komplexné

sdruzené s ¢ je kofenem polynomu f.

Dilkaz:
Pfipomenme, Ze ~: C — C je homomorfismus okruhd.
Pro polynom f = a,2" + ap_12" ' + - - - + a1z + ap mame

L

-

f(€) = ane" + ap—18"" 4+ + a1t + ag

= apc” + ap_1cA" 1+ -~ +ajct+ag = f(c) = 0.

-

|
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Komplexné sdruzené koreny

Necht f € R[x] ma kofen c.

K

K

Pokud c € R pak (x —¢) | f.

Pokud ¢ ¢ R, pak ¢ je také kofen f.

Tedy (z — ¢)(x —¢) | f, kde (x — ¢)(x —¢) € R]zx].
(z—c)(x—¢) =2>—(c+e)r+c-C
Proc=a+bijec=a— bi.

Odtud c+¢=2a€R, c-c=a®>+b%>€R.

Nekonstantni polynom je délitelny bud linearnim nebo
kvadratickym polynomem (nemajici realny koren).

Je-li ¢ € C kofen polynomu f € R[z] nasobnosti &, pak
kofen ¢ ma nasobnost k.

Polynom f € Rz| lichého stupné ma realny kofen.

-

|
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Ireducibilnimi polynomy v R[z] jsou pravé linearni polynomy
a kvadratické polynomy nemajici realné koreny.
Dlkaz:
# Konstantni polynomy — z definice.
# Linearni polynomy — vzdy ireducibilni.
# Kvadratické polynynomy:
s majici kofen — lze rozlozit, (nezaporny disk.)
» nemajici kofen — ireducibilni. (zaporny diskr.)
# Polynomy stupné 3 a vic — Ize délit dle pfedchoziho.

| |
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Vietovy vztahy

N N

Necht f = 2" + a,_1 + - -- + a12 + ag jJ& hormovany polynom
stupné n, ktery ma n kofenl ¢y, . .., ¢, (véetné nasobnosti).
Pak plati:

Jaky je vztah mezi koeficienty polynomu a jeho kofeny?

—Qp—1 = C1+C2+ -+ Cp,
ap—2 = cC1C2 +cic3+ -+ cien +c9c3+ -+ Cp—1Cn,
(—1) An—L — Cilcz'g ... C@'k,
11<19<--<1p
(—1)"ag = cica...cp.

Dlikaz: porovnanim koeficientll v rovnosti
Lx” +ap 12"t dartag=(r—c))(x —c2)... (x — cn)J
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Lze z koeficientl polynomu spocitat kofeny?
# Kvadratické polynomy — pomoci diskriminantu.
#® Kubické polynomy — Cardanovy vzorce.
#® Polynomy Ctvrtého stupné — existuji vzorce.
#® Obecné — ne pron > 5 (Abel 1824).

Galois (1830)

Kofeny polynomu z® — 4z — 2 nelze vyjadfit pomoci odmocnin

koeficientdl.

| |
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Polynomy nad Z,

N N

Kazdy polynom f € Q|z] Ize jednoznacné psat jako

1

b (anx” + ap—12"" + -+ a1 + ag),

kde b € Q, an,...a9 € Z ansd(an, ap—1,...,a1,a9) = 1.

Polynom f € Z|x] je ireducibilni nad Z prave tehdy, kdyz je
ireducibilni nad Q.

| |
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Necht f = apa” + ap—12" '+ + a1z +ap € Z[z] a L je
racionalni kofen polynomu f takovy, ze (p,q) = 1.
Pak q | an,p | ao.

-

Duikaz:
necht a, ()" +ap—1(5)" " + -+ +a12 + a9 = 0,
pronasobenim ¢™ dostaneme:

anp" 4 an_1p" tq+ -+ arpg™ T + agg™ = 0.

Protoze p a ¢ jsou nesoudélné a déli 0 mame ¢ | a,, a p | aop.
# Umime najit vSechny racionalni koreny (v Q[z]).

o Také (qz —p) | f, 1. (qc —p) | f(c) pro libovolné ¢ € Z
L (timto kritériem lze dale omezit pocet adeptl). J
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lreducibilni polynomy nad Q

N N

Véta (Eisensteinovo kritérium)

Bud f = a,2" +a, 12" 4+ - + a1z + ag € Z[x] polynom
stupné n > 0 a necht existuje prvocislo p takove, ze
plan_1,...,p|aogazaroven pta,,p*1 ao.

Pak polynom f je ireducibilni.

Priklad: 2™ + p je ireducibilni pro libovolné »n a prvocislo p.
Existuji tedy ireducibilni polynomy libovolného stupné.

ZdUvodnéni kritéria: pokud f = ¢ - h, kde

Pak ag = bycy, tedy prvocislo p déli prave jedno z by, cp.
Pokud p déli napfr. by, tak se postupné ukaze, ze p | b; pro
Lvéechna i. COZ je spor s p{ a, = bycy.
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Priklad: polynom z* — 22 — 2 ma nasledujici rozklady na
ireducibilni polynomy:

® nadQ (2 —2)(z? + 1)
# nad R (z —V2)(z +V2)(2? + 1)
#® nadC (x —V2)(x +V2)(x — i) (x + 1)

Priklad z minulé prednasky: polynom z3 — 2 mé nasledujici
rozklady na ireducibilni polynomy:

® nadQ 3 — 2
#® nad R (z — /2) (2% + V22 + V/4)
#® nadC (z — v/2)(x — v/2e3)(x — V/2€3)
. zde ey = cos 2 + isin 2 je tfeti odmocnina z 1. |
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Casté chyby
.

Nasledujici tvrzeni NEPLATI:
# polynom nema kofen, proto je ireducibilni,

# polynom je ireducibilni nad Q, tedy existuje prvocislo
splnujici Eisenteinovo kritérium.

Priklady:

® 2% —1 ma 6 kofendl — odmocniny z 1.
Tedy f = gzj = 2% + 22 + 1 nema realné koreny.
Presto jde rozlozit a to dokonce nad Q:
f=@*4+x+1)(2? -2 +1).

# Polynom 23 + 4 je ireducibilni nad Q.
Kdyby nebyl, pak ma linearni faktor a tedy racionalni

L kofen, cozZz nema. J
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Co se bude zkouset z praktického pocitani?

racionalni koreny,
vypocet f(c) — Hroner,
komplexni sdruZenost korend,

e o o @

rozklad nad Q, R, C (neumime obecné).
Z teorie:

# zakladni véta algebry,

# popis ireducibilnich polynomi nad R, C.

L
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