KorÏeny polynomuÊ

Ondřej Klíma

Kořeny polynomů – p.1/25

Hodnota polynomu v prvku

KorÏen polynomu f je takovyÂ prvek c, pro neÏjzÏ f(c) = 0. Co je f(c)? IntuitivneÏ: źdosazenõÂł c do polynomu f. Deőnice:

Necht’ (R, +, ·) je okruh,

f = a_nx^n + a_{n−1}x^{n−1} + · · · + a_1x + a_0 polynom z R[x] a c ∈ R. Pak prvek a_nc^n + a_{n−1}c^{n−1} + · · · + a_1c + a_0 ∈ R oznacÏujeme symbolem f(c) a nazyÂvaÂme hodnota polynomu f v prvku c.

Kořeny polynomů – p.2/25

Vlastnosti źdosazenõÂł

VeÏta.

Je-li (R, +, ·) komutativnõÂ okruh, pak pro libovolneÂ dva polynomy f, g ∈ R[x] a pro libovolnyÂ prvek c ∈ R platõÂ

(f + g)(c) = f(c) + g(c) a (f·g)(c) = f(c) · g(c).

DuÊkaz Ð prvnõÂ vztah:

f = a_kx^k + a_{k−1}x^{k−1} + · · · + a_1x + a_0 g = b_nx^n + b_{n−1}x^{n−1} + · · · + b_1x + b_0 (BuÂno: k = n)

f +g = (a_n +b_n)x^n +· · · +(a_2 +b_2)x^2 +(a_1 +b_1)x+(a_0 +b_0) (f + g)(c) = (a_n + b_n)c^n + · · · + (a_2 + b_2)c^2 + (a_1 + b_1)c + (a_0 + b_0)

f(c) = a_nc^n + a_{n−1}c^{n−1} + · · · + a_1c + a_0 g(c) = b_nc^n + b_{n−1}c^{n−1} + · · · + b_1c + b_0

Kořeny polynomů – p.3/25

Vlastnost źdosazenõÂł pro soucÏin

ź(f·g)(c) = f(c) · g(c)ł PrÏ: f = a_2x^2 + a_1x + a_0, g = b_1x + b_0.

f · g = a_2b_1x^3 + (a_2b_0 + a_1b_1)x^2 + (a_1b_0 + a_0b_1)x + a_0b_0 (f · g)(c) = a_2b_1c^3 + (a_2b_0 + a_1b_1)c^2 + (a_1b_0 + a_0b_1)c + a_0b_0 f(c) = a_2c^2 + a_1c + a_0, g(c) = b_1c + b_0 f(c) · g(c) = a_2c^2b_1c + a_2c^2b_0 + a_1cb_1c + a_1cb_0 + a_0b_1c + a_0b_0 PotrÏebujeme: cb_0 = b_0c, cb_1 = b_1c, . . .

Kořeny polynomů – p.4/25

źDosazenõÂł jako homomorősmus

Necht’ (R, +, ·) je komutativnõÂ okruh a c jeho prvek. ZobrazenõÂ hod_c : R[x] → R daneÂ vztahem hod_c(f) = f(c) je homomorősmus okruhuÊ.

Plyne z veÏty a rovnosti a(c) = a pro konstantnõÂ polynom a.

Co naÂs võÂce zajõÂmaÂ Ð polynom jako funkce. Tj. pro danyÂ polynom f maÂme zobrazenõÂ ϕ_f : R → R daneÂ vztahem ϕ_f (c) = f(c). (tzv. polynomickaÂ funkce)

Pozor:

toto zobrazenõÂ ϕ_f zpravidla nenõÂ homomorősmus okruhuÊ. NeplatõÂ vztahy f(a + b) = f(a) + f(b), f(a · b) = f(a) · f(b).

Kořeny polynomů – p.5/25

Hornerovo scheÂma

Jak efektivneÏ pocÏõÂtat f(c)?

f(c) = a_nc^n + a_{n−1}c^{n−1} + · · · + a_1c + a_0 = ((. . . ((a_n · c + a_{n−1}) · c + a_{n−2}) · c · · · + a_2) · c + a_1) · c + a_0 PrÏõÂklad:

f = 2x^6 + 5x^5 − 2x^4 − 7x^2 + 5x − 3, c = −3

2 5 −2 0 −7 5 −3 −3 2 −1 1 −3 2 −1 0

=⇒ f(−3) = 0 −1 = a_n · c + a_{n−1}

1 = (a_n · c + a_{n−1}) · c + a_{n−2}

Kořeny polynomů – p.6/25

KorÏen polynomu

KorÏen polynomu f ∈ R[x] je takovyÂ prvek c ∈ R, pro neÏjzÏ f(c) = 0.

VeÏta.

Necht’ (R, +, ·) je teÏleso a necht’ f ∈ R[x] je polynom. Pak prvek c ∈ R je korÏenem polynomu f praÂveÏ tehdy, kdyzÏ (x − c) | f.

DuÊkaz: (Projde pro komutativnõÂ okruh R.)

Pokud (x − c) | f, pak f = (x − c) · g a f(c) = 0 · g(c) = 0.

Bud’ c korÏen, pak deÏlõÂme se zbytkem: f = (x − c) · q + r, kde r je polynom mensÏõÂho stupneÏ nezÏ st(x − c) = 1, tzn. polynom r je konstantnõÂ. Odtud 0 = f(c) = (c − c) · q(c) + r(c) = 0 + r = r.

V obou cÏaÂstech pouzÏõÂvaÂme prÏedchozõÂ veÏtu.

Kořeny polynomů – p.7/25

DeÏlenõÂ polynomem x − c

DosazenõÂ c do f = (x − c) · q + r daÂvaÂ f(c) = r. Necht’ tedy f = a_nx^n + a_{n−1}x^{n−1} + · · · + a_1x + a_0, q = b_{n−1}x^{n−1} + · · · + b_1x + b_0.

Porovnejme koeőcienty v f = (x − c) · q + r. Dostaneme: x^n a_n = b_{n−1} b_{n−1} = a_n x^{n−1} a_{n−1} = b_{n−2} − b_{n−1}c b_{n−2} = b_{n−1}c + a_{n−1} . . . . . .

x^i a_i = b_{i−1} − b_i · c b_{i−1} = b_i · c + a_i . . . . . .

x a_1 = b_0 − b_1c b_0 = b_1c + a_0 a_0 = r − b_0c r = b_0c + a_0 a_n a_{n−1} . . . . . . a_i . . . . . . a_1 a_0 c b_{n−1} b_{n−2} . . . b_i b_{i−1} . . . b_1 b_0 r_{Kořeny polynomů – p.8/25}

PrÏõÂklad deÏlenõÂ polynomem x − c

1 1 1 1 1 2 1 3 7 15 31

x^4 + x^3 + x^2 + x + 1 = (x − 2)(x^3 + 3x^2 + 7x + 15) + 31 Postup lze opakovat a dostat TayloruÊv rozvoj.

1 2 3 4 5 −1 1 1 2 2 3 −1 1 0 2 0 −1 1 −1 3 −1 1 −2 −1 1

x^4 + 2x^3 + 3x^2 + 4x + 5 = (x + 1)^4 − 2(x + 1)^3 + 3(x + 1)^2 + 3

Kořeny polynomů – p.9/25

NaÂsobnost korÏene

Necht’ (R, +, ·) je teÏleso, f ∈ R[x] nenulovyÂ polynom a c ∈ R korÏen f. PrÏirozeneÂ cÏõÂslo k se nazyÂvaÂ naÂsobnost korÏene c, jestlizÏe (x − c)^k | f a (x − c)^{k+1} ∤ f.

PoznaÂmky:

Pokud (x − c)^k | f, pak maÂme k = st((x − c)^k) ≤ st(f). Je tedy deőnice korektnõÂ.

KorÏeny naÂsobnosti 1 se nazyÂvajõÂ jednoducheÂ.

Kořeny polynomů – p.10/25

VeÏta o naÂsobnosti korÏenuÊ

VeÏta.

Necht’ (R, +, ·) je teÏleso. Pak nenulovyÂ polynom f stupneÏ n maÂ nejvyÂsÏe n korÏenuÊ, pocÏõÂtaÂme-li je i s jejich naÂsobnostõÂ.

PrÏesneÏji: pokud maÂ polynom f korÏeny c_1, . . . , c_m, prÏicÏemzÏ korÏen c_i maÂ naÂsobnost k_i, pak k_1 + · · · + k_m ≤ n.

PrÏedevsÏõÂm maÂ f jen konecÏneÏ mnoho korÏenuÊ.

DuÊkaz:

dõÂky jednoznacÏneÂmu rozkladu na prvocÏinitele maÂme (x−c_1)^{k1} | f, . . . , (x−c_m)^{km} | f =⇒ (x−c_1)^{k1} . . . (x−c_m)^{km} | f. PorovnaÂnõÂm stupnÏuÊ dostaneme pozÏadovaneÂ. Tedy prÏedevsÏõÂm m ≤ n.

Kořeny polynomů – p.11/25

Algebraicky uzavrÏeneÂ teÏleso

Pro jakaÂ teÏlesa platõÂ rovnost? Pro teÏleso (R, +, ·) je ekvivalentnõÂ:

nenulovyÂ polynom z R[x] stupneÏ n maÂ praÂveÏ n korÏenuÊ, kazÏdyÂ nekonstantnõÂ polynom z R[x] maÂ korÏen, ireducibilnõÂ polynomy v R[x] jsou praÂveÏ lineaÂrnõÂ polynomy (polynomy stupneÏ 1), kazÏdyÂ nekonstantnõÂ polynom z R[x] lze vyjaÂdrÏit jako soucÏin lineaÂrnõÂch polynomuÊ.

HovorÏõÂme o algebraicky uzavrÏeneÂm teÏlese.

Kořeny polynomů – p.12/25

KonecÏnaÂ teÏlesa a polynom. funkce

VeÏta: ZÏ aÂdneÂ konecÏneÂ teÏleso nenõÂ algebraicky uzavrÏeneÂ. DuÊkaz: pokud R = {a_1, a_2, . . . , a_m}, pak polynom f = (x − a_1)(x − a_2) . . . (x − a_m) + 1 nemaÂ korÏen v R. VsÏimneÏme si, zÏe hodnota f je vzÏdy 1. Tzn. ϕ_1 = ϕ_f Ð polynomickeÂ funkce polynomuÊ 1 a f jsou stejneÂ. VeÏta: Pokud (R, +, ·) je nekonecÏneÂ teÏleso, pak pro libovolneÂ dva polynomy f, g ∈ R[x] platõÂ f = g ⇐⇒ ϕ_f = ϕ_g.

DuÊkaz: pokud ϕ_f = ϕ_g, pak pro polynom f − g platõÂ (f − g)(c) = f(c) − g(c) = ϕ_f (c) − ϕ_g(c) = 0. Tedy kazÏdyÂ prvek R je korÏenem f − g, tzn. f − g = 0.

Kořeny polynomů – p.13/25

ZaÂkladnõÂ veÏta algebry

ZaÂkladnõÂ veÏta algebry TeÏleso (C, +, ·) je algebraicky uzavrÏeneÂ.

KazÏdyÂ nekonstantnõÂ polynom z C[x] maÂ korÏen v C. IreducibilnõÂ polynomy v C[x] jsou praÂveÏ lineaÂrnõÂ polynomy.

Proto jsme komplexnõÂ cÏõÂsla zavaÂdeÏli: chteÏli jsme, aby polynom x^2 + 1 meÏl korÏen.

Kořeny polynomů – p.14/25

Polynomy s reaÂlnyÂmi koeőcienty

VeÏta.

Je-li c ∈ C korÏen polynomu f ∈ R[x], pak cÏõÂslo c komplexneÏ sdruzÏeneÂ s c je korÏenem polynomu f.

DuÊkaz:

PrÏipomenÏme, zÏe : C → C je homomorősmus okruhuÊ. Pro polynom f = a_nx^n + a_{n−1}x^{n−1} + · · · + a_1x + a_0 maÂme

f(c) = a_nc^n + a_{n−1}c^{n−1} + · · · + a_1c + a_0

= a_nc^n + a_{n−1}c^{n−1} + · · · + a_1c + a_0 = f(c) = 0.

Kořeny polynomů – p.15/25

KomplexneÏ sdruzÏeneÂ korÏeny

Necht’ f ∈ R[x] maÂ korÏen c.

Pokud c ∈ R pak (x − c) | f. Pokud c ∉ R, pak c je takeÂ korÏen f.

Tedy (x − c)(x − c) | f, kde (x − c)(x − c) ∈ R[x].

(x − c)(x − c) = x^2 − (c + c)x + c · c. Pro c = a + bi je c = a − bi.

Odtud c + c = 2a ∈ R, c · c = a^2 + b^2 ∈ R. NekonstantnõÂ polynom je deÏlitelnyÂ bud’ lineaÂrnõÂm nebo kvadratickyÂm polynomem (nemajõÂcõÂ reaÂlnyÂ korÏen). Je-li c ∈ C korÏen polynomu f ∈ R[x] naÂsobnosti k, pak korÏen c maÂ naÂsobnost k.

Polynom f ∈ R[x] licheÂho stupneÏ maÂ reaÂlnyÂ korÏen.

Kořeny polynomů – p.16/25

IreducibilnõÂ polynomy nad R

VeÏta.

IreducibilnõÂmi polynomy v R[x] jsou praÂveÏ lineaÂrnõÂ polynomy a kvadratickeÂ polynomy nemajõÂcõÂ reaÂlneÂ korÏeny.

DuÊkaz:

KonstantnõÂ polynomy Ð z deőnice. LineaÂrnõÂ polynomy Ð vzÏdy ireducibilnõÂ. KvadratickeÂ polynynomy:

majõÂcõÂ korÏen Ð lze rozlozÏit, (nezaÂpornyÂ disk.) nemajõÂcõÂ korÏen Ð ireducibilnõÂ. (zaÂpornyÂ diskr.)

Polynomy stupneÏ 3 a võÂc Ð lze deÏlit dle prÏedchozõÂho.

Kořeny polynomů – p.17/25

Vietovy vztahy

JakyÂ je vztah mezi koeőcienty polynomu a jeho korÏeny? Necht’ f = x^n + a_{n−1} + · · · + a_1x + a_0 je normovanyÂ polynom stupneÏ n, kteryÂ maÂ n korÏenuÊ c_1, . . . , c_n (vcÏetneÏ naÂsobnostõÂ). Pak platõÂ:

− a_{n−1} = c_1 + c_2 + · · · + c_n, a_{n−2} = c_1c_2 + c_1c_3 + · · · + c_1c_n + c_2c_3 + · · · + c_{n−1}c_n,

(−1)^ka_{n−k} = ∑ i1<i2<···<ik

c_{i1} c_{i2} . . . c_{ik} ,

(−1)^na_0 = c_1c_2 . . . c_n.

DuÊkaz: porovnaÂnõÂm koeőcientuÊ v rovnosti x^n + a_{n−1}x^{n−1} + · · · + a_1x + a_0 = (x − c_1)(x − c_2) . . . (x − c_n).

Kořeny polynomů – p.18/25

Galiosova teorie

Lze z koeőcientuÊ polynomu spocÏõÂtat korÏeny?

KvadratickeÂ polynomy Ð pomocõÂ diskriminantu. KubickeÂ polynomy Ð Cardanovy vzorce. Polynomy cÏtvrteÂho stupneÏ Ð existujõÂ vzorce. ObecneÏ Ð ne pro n ≥ 5 (Abel 1824).

Galois (1830)

KorÏeny polynomu x^5 −4x−2 nelze vyjaÂdrÏit pomocõÂ odmocnin koeőcientuÊ.

Kořeny polynomů – p.19/25

Polynomy nad Z, Q

KazÏdyÂ polynom f ∈ Q[x] lze jednoznacÏneÏ psaÂt jako b · (a_nx^n + a_{n−1}x^{n−1} + · · · + a_1x + a_0), kde b ∈ Q, a_n, . . . a_0 ∈ Z a nsd(a_n, a_{n−1}, . . . , a_1, a_0) = 1. Polynom f ∈ Z[x] je ireducibilnõÂ nad Z praÂveÏ tehdy, kdyzÏ je ireducibilnõÂ nad Q.

Kořeny polynomů – p.20/25

RacionaÂlnõÂ korÏeny polynomuÊ

Necht’ f = a_nx^n + a_{n−1}x^{n−1} + · · · + a_1x + a_0 ∈ Z[x] a^p_q je racionaÂlnõÂ korÏen polynomu f takovyÂ, zÏe (p, q) = 1. Pak q | a_n, p | a_0. DuÊkaz:

necht’ a_n(^p_q )^n + a_{n−1}(^p_q )^{n−1} + · · · + a_1^p_q + a_0 = 0, pronaÂsobenõÂm q^n dostaneme:

a_np^n + a_{n−1}p^{n−1}q + · · · + a_1pq^{n−1} + a_0q^n = 0.

ProtozÏe p a q jsou nesoudeÏlneÂ a deÏlõÂ 0 maÂme q | a_n a p | a_0.

UmõÂme najõÂt vsÏechny racionaÂlnõÂ korÏeny (v Q[x]). TakeÂ (qx − p) | f, tj. (qc − p) | f(c) pro libovolneÂ c ∈ Z (tõÂmto kriteÂriem lze daÂle omezit pocÏet adeptuÊ).

Kořeny polynomů – p.21/25

IreducibilnõÂ polynomy nad Q

VeÏta (Eisensteinovo kriteÂrium) Bud’ f = a_nx^n + a_{n−1}x^{n−1} + · · · + a_1x + a_0 ∈ Z[x] polynom stupneÏ n > 0 a necht’ existuje prvocÏõÂslo p takoveÂ, zÏe p | a_{n−1}, . . . , p | a_0 a zaÂrovenÏ p ∤ a_n, p^2 ∤ a_0. Pak polynom f je ireducibilnõÂ.

PrÏõÂklad: x^n + p je ireducibilnõÂ pro libovolneÂ n a prvocÏõÂslo p. ExistujõÂ tedy ireducibilnõÂ polynomy libovolneÂho stupneÏ. ZduÊvodneÏnõÂ kriteÂria: pokud f = g · h, kde

g = b_mx^m + · · · + b_1x + b_0 a h = c_kx^k + · · · + c_1x + c_0.

Pak a_0 = b_0c_0, tedy prvocÏõÂslo p deÏlõÂ praÂveÏ jedno z b_0, c_0. Pokud p deÏlõÂ naprÏ. b_0, tak se postupneÏ ukaÂzÏe, zÏe p | b_i pro vsÏechna i. CozÏ je spor s p ∤ a_n = b_mc_k.

Kořeny polynomů – p.22/25

Rozklady polynomu nad Q, R, C

PrÏõÂklad: polynom x^4 − x^2 − 2 maÂ naÂsledujõÂcõÂ rozklady na ireducibilnõÂ polynomy:

nad Q (x^2 − 2)(x^2 + 1)

nad R (x − √ 2)(x + √ 2)(x^2 + 1)

nad C (x − √ 2)(x + √ 2)(x − i)(x + i)

PrÏõÂklad z minuleÂ prÏednaÂsÏky: polynom x^3 − 2 maÂ naÂsledujõÂcõÂ rozklady na ireducibilnõÂ polynomy:

nad Q x^3 − 2

nad R (x −^3 √ 2)(x^2 +^3 √ 2x +^3 √ 4) nad C (x −^3 √ 2)(x −^3 √ 2ε_3)(x −^3 √ 2ε^2_3)

zde ε_3 = cos^{2π}_3 + i sin^{2π}_3 je trÏetõÂ odmocnina z 1.

Kořeny polynomů – p.23/25

CÏ asteÂ chyby

NaÂsledujõÂcõÂ tvrzenõÂ NEPLATIÂ:

polynom nemaÂ korÏen, proto je ireducibilnõÂ, polynom je ireducibilnõÂ nad Q, tedy existuje prvocÏõÂslo splnÏujõÂcõÂ Eisenteinovo kriteÂrium.

PrÏõÂklady:

x^6 − 1 maÂ 6 korÏenuÊ Ð odmocniny z 1. Tedy f =^{x6−1}_{x2−1} = x^4 + x^2 + 1 nemaÂ reaÂlneÂ korÏeny. PrÏesto jde rozlozÏit a to dokonce nad Q: f = (x^2 + x + 1)(x^2 − x + 1). Polynom x^3 + 4 je ireducibilnõÂ nad Q.

Kdyby nebyl, pak maÂ lineaÂrnõÂ faktor a tedy racionaÂlnõÂ korÏen, cozÏ nemaÂ.

Kořeny polynomů – p.24/25

ShrnutõÂ

Co se bude zkousÏet z praktickeÂho pocÏõÂtaÂnõÂ?

racionaÂlnõÂ korÏeny, vyÂpocÏet f(c) Ð Hroner, komplexnõÂ sdruzÏenost korÏenuÊ, rozklad nad Q, R, C (neumõÂme obecneÏ).

Z teorie:

zaÂkladnõÂ veÏta algebry, popis ireducibilnõÂch polynomuÊ nad R, C.

Kořeny polynomů – p.25/25