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Hodnota polynomu v prvku

Kořen polynomu f je takový prvek c, pro nějž f(c) = 0.
Co je f(c)? Intuitivně: „dosazenı́“ c do polynomu f .

Definice:
Necht’ (R,+, ·) je okruh,

f = anxn + an−1x
n−1 + · · · + a1x+ a0

polynom z R[x] a c ∈ R. Pak prvek

ancn + an−1c
n−1 + · · · + a1c+ a0 ∈ R

označujeme symbolem f(c) a nazýváme

hodnota polynomu f v prvku c.
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hodnota polynomu f v prvku c.

Kořeny polynomů – p.2/25



Hodnota polynomu v prvku
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hodnota polynomu f v prvku c.

Kořeny polynomů – p.2/25



Hodnota polynomu v prvku
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Vlastnosti „dosazenı́“
Věta.
Je-li (R,+, ·) komutativnı́ okruh, pak pro libovolné dva
polynomy f, g ∈ R[x] a pro libovolný prvek c ∈ R platı́

(f + g)(c) = f(c) + g(c) a (f ·g)(c) = f(c) · g(c).

Důkaz — prvnı́ vztah:
f = akx

k + ak−1x
k−1 + · · · + a1x+ a0

g = bnxn + bn−1x
n−1 + · · · + b1x+ b0 (Búno: k = n)

f+g = (an+bn)x
n+ · · ·+(a2+b2)x

2+(a1+b1)x+(a0+b0)

(f +g)(c) = (an+ bn)c
n+ · · ·+(a2+ b2)c

2+(a1+ b1)c+(a0+ b0)

f(c) = ancn + an−1c
n−1 + · · · + a1c+ a0

g(c) = bncn + bn−1c
n−1 + · · · + b1c+ b0
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polynomy f, g ∈ R[x] a pro libovolný prvek c ∈ R platı́
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Vlastnost „dosazenı́“ pro součin
„(f ·g)(c) = f(c) · g(c)“

Př: f = a2x
2 + a1x+ a0, g = b1x+ b0.

f · g = a2b1x
3 + (a2b0 + a1b1)x

2 + (a1b0 + a0b1)x+ a0b0

(f · g)(c) = a2b1c
3 + (a2b0 + a1b1)c

2 + (a1b0 + a0b1)c+ a0b0

f(c) = a2c
2 + a1c+ a0, g(c) = b1c+ b0

f(c) · g(c) = a2c
2b1c+ a2c

2b0 + a1cb1c+ a1cb0 + a0b1c+ a0b0

Potřebujeme: cb0 = b0c, cb1 = b1c, . . .
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„Dosazenı́“ jako homomorfismus
Necht’ (R,+, ·) je komutativnı́ okruh a c jeho prvek.
Zobrazenı́ hodc : R[x]→ R dané vztahem hodc(f) = f(c) je
homomorfismus okruhů.

Plyne z věty a rovnosti a(c) = a pro konstantnı́ polynom a.

Co nás vı́ce zajı́má — polynom jako funkce.

Tj. pro daný polynom f máme zobrazenı́ φf : R → R dané
vztahem φf (c) = f(c). (tzv. polynomická funkce)

Pozor:
toto zobrazenı́ φf zpravidla nenı́ homomorfismus okruhů.
Neplatı́ vztahy f(a+ b) = f(a) + f(b), f(a · b) = f(a) · f(b).
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vztahem φf (c) = f(c). (tzv. polynomická funkce)
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Hornerovo schéma
Jak efektivně počı́tat f(c)?

f(c) = ancn + an−1c
n−1 + · · · + a1c+ a0

= ((. . . ((an · c+ an−1) · c+ an−2) · c · · · + a2) · c+ a1) · c+ a0

Přı́klad:
f = 2x6 + 5x5 − 2x4 − 7x2 + 5x − 3, c = −3

2 5 −2 0 −7 5 −3
−3 2 −1 1 −3 2 −1 0

=⇒ f(−3) = 0
−1 = an · c+ an−1

1 = (an · c+ an−1) · c+ an−2
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f(c) = ancn + an−1c
n−1 + · · · + a1c+ a0

= ((. . . ((an · c+ an−1) · c+ an−2) · c · · · + a2) · c+ a1) · c+ a0

Přı́klad:
f = 2x6 + 5x5 − 2x4 − 7x2 + 5x − 3, c = −3

2 5 −2 0 −7 5 −3
−3 2 −1 1 −3 2 −1 0

=⇒ f(−3) = 0
−1 = an · c+ an−1

1 = (an · c+ an−1) · c+ an−2

Kořeny polynomů – p.6/25



Hornerovo schéma
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f(c) = ancn + an−1c
n−1 + · · · + a1c+ a0

= ((. . . ((an · c+ an−1) · c+ an−2) · c · · · + a2) · c+ a1) · c+ a0
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Kořen polynomu
Kořen polynomu f ∈ R[x] je takový prvek c ∈ R, pro nějž
f(c) = 0.

Věta.
Necht’ (R,+, ·) je těleso a necht’ f ∈ R[x] je polynom. Pak
prvek c ∈ R je kořenem polynomu f právě tehdy, když
(x − c) | f .

Důkaz: (Projde pro komutativnı́ okruh R.)

Pokud (x− c) | f , pak f = (x− c) · g a f(c) = 0 · g(c) = 0.
Bud’ c kořen, pak dělı́me se zbytkem: f = (x − c) · q + r,
kde r je polynom menšı́ho stupně než st(x − c) = 1,
tzn. polynom r je konstantnı́. Odtud
0 = f(c) = (c − c) · q(c) + r(c) = 0 + r = r.

V obou částech použı́váme předchozı́ větu.
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Věta.
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Dělenı́ polynomem x − c

Dosazenı́ c do f = (x − c) · q + r dává f(c) = r.
Necht’ tedy f = anxn + an−1x

n−1 + · · · + a1x+ a0,
q = bn−1x

n−1 + · · · + b1x+ b0.
Porovnejme koeficienty v f = (x − c) · q + r. Dostaneme:

xn an = bn−1 bn−1 = an

xn−1 an−1 = bn−2 − bn−1c bn−2 = bn−1c+ an−1

. . . . . .

xi ai = bi−1 − bi · c bi−1 = bi · c+ ai

. . . . . .

x a1 = b0 − b1c b0 = b1c+ a0

a0 = r − b0c r = b0c+ a0

an an−1 . . . . . . ai . . . . . . a1 a0

c bn−1 bn−2 . . . bi bi−1 . . . b1 b0 r
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Přı́klad dělenı́ polynomem x − c

1 1 1 1 1

2 1 3 7 15 31

x4 + x3 + x2 + x+ 1 = (x − 2)(x3 + 3x2 + 7x+ 15) + 31
Postup lze opakovat a dostat Taylorův rozvoj.

1 2 3 4 5

−1 1 1 2 2 3

−1 1 0 2 0

−1 1 −1 3
−1 1 −2
−1 1

x4 + 2x3 + 3x2 + 4x+ 5 = (x+ 1)4 − 2(x+ 1)3 + 3(x+ 1)2 + 3
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Násobnost kořene
Necht’ (R,+, ·) je těleso, f ∈ R[x] nenulový polynom a c ∈ R

kořen f . Přirozené čı́slo k se nazývá násobnost kořene c,
jestliže (x − c)k | f a (x − c)k+1 - f .

Poznámky:

Pokud (x − c)k | f , pak máme k = st((x − c)k) ≤ st(f).
Je tedy definice korektnı́.

Kořeny násobnosti 1 se nazývajı́ jednoduché.
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Kořeny polynomů – p.10/25
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Věta o násobnosti kořenů
Věta.
Necht’ (R,+, ·) je těleso. Pak nenulový polynom f stupně n

má nejvýše n kořenů, počı́táme-li je i s jejich násobnostı́.

Přesněji: pokud má polynom f kořeny c1, . . . , cm, přičemž
kořen ci má násobnost ki, pak k1 + · · · + km ≤ n.

Předevšı́m má f jen konečně mnoho kořenů.

Důkaz:
dı́ky jednoznačnému rozkladu na prvočinitele máme
(x−c1)

k1 | f, . . . , (x−cm)
km | f =⇒ (x−c1)

k1 . . . (x−cm)
km | f .

Porovnánı́m stupňů dostaneme požadované.
Tedy předevšı́m m ≤ n.
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Věta.
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Algebraicky uzavřené těleso
Pro jaká tělesa platı́ rovnost?

Pro těleso (R,+, ·) je ekvivalentnı́:

nenulový polynom z R[x] stupně n má právě n kořenů,

každý nekonstantnı́ polynom z R[x] má kořen,

ireducibilnı́ polynomy v R[x] jsou právě lineárnı́
polynomy (polynomy stupně 1),

každý nekonstantnı́ polynom z R[x] lze vyjádřit jako
součin lineárnı́ch polynomů.

Hovořı́me o algebraicky uzavřeném tělese.
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ireducibilnı́ polynomy v R[x] jsou právě lineárnı́
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Konečná tělesa a polynom. funkce

Věta: Žádné konečné těleso nenı́ algebraicky uzavřené.

Důkaz: pokud R = {a1, a2, . . . , am}, pak polynom
f = (x − a1)(x − a2) . . . (x − am) + 1 nemá kořen v R.

Všimněme si, že hodnota f je vždy 1. Tzn. φ1 = φf

— polynomické funkce polynomů 1 a f jsou stejné.

Věta: Pokud (R,+, ·) je nekonečné těleso, pak pro libovolné
dva polynomy f, g ∈ R[x] platı́

f = g ⇐⇒ φf = φg.

Důkaz: pokud φf = φg, pak pro polynom f − g platı́
(f − g)(c) = f(c)− g(c) = φf (c)− φg(c) = 0.
Tedy každý prvek R je kořenem f − g, tzn. f − g = 0.
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Základnı́ věta algebry
Základnı́ věta algebry
Těleso (C,+, ·) je algebraicky uzavřené.

Každý nekonstantnı́ polynom z C[x] má kořen v C.

Ireducibilnı́ polynomy v C[x] jsou právě lineárnı́
polynomy.

Proto jsme komplexnı́ čı́sla zaváděli:
chtěli jsme, aby polynom x2 + 1 měl kořen.

Kořeny polynomů – p.14/25
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Základnı́ věta algebry
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Polynomy s reálnými koeficienty
Věta.
Je-li c ∈ C kořen polynomu f ∈ R[x], pak čı́slo c komplexně
sdružené s c je kořenem polynomu f .

Důkaz:
Připomeňme, že : C → C je homomorfismus okruhů.
Pro polynom f = anxn + an−1x

n−1 + · · · + a1x+ a0 máme

f(c) = anc
n + an−1c

n−1 + · · · + a1c+ a0

= ancn + an−1cn−1 + · · · + a1c+ a0 = f(c) = 0.
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Věta.
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Pro polynom f = anxn + an−1x

n−1 + · · · + a1x+ a0 máme
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Komplexně sdružené kořeny
Necht’ f ∈ R[x] má kořen c.

Pokud c ∈ R pak (x − c) | f .

Pokud c 6∈ R, pak c je také kořen f .
Tedy (x − c)(x − c) | f , kde (x − c)(x − c) ∈ R[x].

(x − c)(x − c) = x2 − (c+ c)x+ c · c.
Pro c = a+ bi je c = a − bi.
Odtud c+ c = 2a ∈ R, c · c = a2 + b2 ∈ R.

Nekonstantnı́ polynom je dělitelný bud’ lineárnı́m nebo
kvadratickým polynomem (nemajı́cı́ reálný kořen).

Je-li c ∈ C kořen polynomu f ∈ R[x] násobnosti k, pak
kořen c má násobnost k.

Polynom f ∈ R[x] lichého stupně má reálný kořen.

Kořeny polynomů – p.16/25
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Tedy (x − c)(x − c) | f , kde (x − c)(x − c) ∈ R[x].

(x − c)(x − c) = x2 − (c+ c)x+ c · c.
Pro c = a+ bi je c = a − bi.
Odtud c+ c = 2a ∈ R, c · c = a2 + b2 ∈ R.
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kořen c má násobnost k.

Polynom f ∈ R[x] lichého stupně má reálný kořen.
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Necht’ f ∈ R[x] má kořen c.
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Ireducibilnı́ polynomy nad R

Věta.
Ireducibilnı́mi polynomy v R[x] jsou právě lineárnı́ polynomy
a kvadratické polynomy nemajı́cı́ reálné kořeny.

Důkaz:

Konstantnı́ polynomy — z definice.

Lineárnı́ polynomy — vždy ireducibilnı́.

Kvadratické polynynomy:
majı́cı́ kořen — lze rozložit, (nezáporný disk.)
nemajı́cı́ kořen — ireducibilnı́. (záporný diskr.)

Polynomy stupně 3 a vı́c — lze dělit dle předchozı́ho.
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Vietovy vztahy
Jaký je vztah mezi koeficienty polynomu a jeho kořeny?

Necht’ f = xn + an−1 + · · · + a1x+ a0 je normovaný polynom
stupně n, který má n kořenů c1, . . . , cn (včetně násobnostı́).
Pak platı́:

− an−1 = c1 + c2 + · · · + cn,

an−2 = c1c2 + c1c3 + · · · + c1cn + c2c3 + · · · + cn−1cn,

(−1)kan−k =
∑

i1<i2<···<ik

ci1ci2 . . . cik ,

(−1)na0 = c1c2 . . . cn.

Důkaz: porovnánı́m koeficientů v rovnosti
xn + an−1x

n−1 + · · · + a1x+ a0 = (x − c1)(x − c2) . . . (x − cn).
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Galiosova teorie
Lze z koeficientů polynomu spočı́tat kořeny?

Kvadratické polynomy — pomocı́ diskriminantu.

Kubické polynomy — Cardanovy vzorce.

Polynomy čtvrtého stupně — existujı́ vzorce.

Obecně — ne pro n ≥ 5 (Abel 1824).

Galois (1830)

Kořeny polynomu x5−4x−2 nelze vyjádřit pomocı́ odmocnin

koeficientů.

Kořeny polynomů – p.19/25
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Polynomy nad Z, Q

Každý polynom f ∈ Q[x] lze jednoznačně psát jako

b · (anxn + an−1x
n−1 + · · · + a1x+ a0),

kde b ∈ Q, an, . . . a0 ∈ Z a nsd(an, an−1, . . . , a1, a0) = 1.

Polynom f ∈ Z[x] je ireducibilnı́ nad Z právě tehdy, když je

ireducibilnı́ nad Q.
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Polynomy nad Z, Q

Každý polynom f ∈ Q[x] lze jednoznačně psát jako
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Racionálnı́ kořeny polynomů

Necht’ f = anxn + an−1x
n−1 + · · · + a1x+ a0 ∈ Z[x] a p

q
je

racionálnı́ kořen polynomu f takový, že (p, q) = 1.
Pak q | an, p | a0.

Důkaz:
necht’ an(

p
q
)n + an−1(

p
q
)n−1 + · · · + a1

p
q
+ a0 = 0,

pronásobenı́m qn dostaneme:

anpn + an−1p
n−1q + · · · + a1pq

n−1 + a0q
n = 0.

Protože p a q jsou nesoudělné a dělı́ 0 máme q | an a p | a0.

Umı́me najı́t všechny racionálnı́ kořeny (v Q[x]).

Také (qx − p) | f , tj. (qc − p) | f(c) pro libovolné c ∈ Z
(tı́mto kritériem lze dále omezit počet adeptů).

Kořeny polynomů – p.21/25
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pronásobenı́m qn dostaneme:

anpn + an−1p
n−1q + · · · + a1pq

n−1 + a0q
n = 0.
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Necht’ f = anxn + an−1x

n−1 + · · · + a1x+ a0 ∈ Z[x] a p
q

je
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Ireducibilnı́ polynomy nad Q

Věta (Eisensteinovo kritérium)
Bud’ f = anxn + an−1x

n−1 + · · · + a1x+ a0 ∈ Z[x] polynom
stupně n > 0 a necht’ existuje prvočı́slo p takové, že
p | an−1, . . . , p | a0 a zároveň p - an, p2 - a0.
Pak polynom f je ireducibilnı́.

Přı́klad: xn + p je ireducibilnı́ pro libovolné n a prvočı́slo p.
Existujı́ tedy ireducibilnı́ polynomy libovolného stupně.

Zdůvodněnı́ kritéria: pokud f = g · h, kde

g = bmxm + · · · + b1x+ b0 a h = ckx
k + · · · + c1x+ c0.

Pak a0 = b0c0, tedy prvočı́slo p dělı́ právě jedno z b0, c0.
Pokud p dělı́ např. b0, tak se postupně ukáže, že p | bi pro
všechna i. Což je spor s p - an = bmck.
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Ireducibilnı́ polynomy nad Q
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všechna i. Což je spor s p - an = bmck.
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Rozklady polynomu nad Q, R, C

Přı́klad: polynom x4 − x2 − 2 má následujı́cı́ rozklady na
ireducibilnı́ polynomy:

nad Q (x2 − 2)(x2 + 1)

nad R (x −
√
2)(x+

√
2)(x2 + 1)

nad C (x −
√
2)(x+

√
2)(x − i)(x+ i)

Přı́klad z minulé přednášky: polynom x3 − 2 má následujı́cı́
rozklady na ireducibilnı́ polynomy:

nad Q x3 − 2
nad R (x − 3

√
2)(x2 + 3

√
2x+ 3

√
4)

nad C (x − 3
√
2)(x − 3

√
2ε3)(x − 3

√
2ε23)

zde ε3 = cos
2π
3
+ i sin 2π

3
je třetı́ odmocnina z 1.
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je třetı́ odmocnina z 1.

Kořeny polynomů – p.23/25



Rozklady polynomu nad Q, R, C
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je třetı́ odmocnina z 1.

Kořeny polynomů – p.23/25



Rozklady polynomu nad Q, R, C
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je třetı́ odmocnina z 1.

Kořeny polynomů – p.23/25



Rozklady polynomu nad Q, R, C
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Časté chyby
Následujı́cı́ tvrzenı́ NEPLATÍ:

polynom nemá kořen, proto je ireducibilnı́,

polynom je ireducibilnı́ nad Q, tedy existuje prvočı́slo
splňujı́cı́ Eisenteinovo kritérium.

Přı́klady:

x6 − 1 má 6 kořenů — odmocniny z 1.
Tedy f = x6−1

x2−1
= x4 + x2 + 1 nemá reálné kořeny.

Přesto jde rozložit a to dokonce nad Q:
f = (x2 + x+ 1)(x2 − x+ 1).

Polynom x3 + 4 je ireducibilnı́ nad Q.
Kdyby nebyl, pak má lineárnı́ faktor a tedy racionálnı́
kořen, což nemá.

Kořeny polynomů – p.24/25
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Kdyby nebyl, pak má lineárnı́ faktor a tedy racionálnı́
kořen, což nemá.
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Shrnutı́
Co se bude zkoušet z praktického počı́tánı́?

racionálnı́ kořeny,

výpočet f(c)— Hroner,

komplexnı́ sdruženost kořenů,

rozklad nad Q, R, C (neumı́me obecně).

Z teorie:

základnı́ věta algebry,

popis ireducibilnı́ch polynomů nad R, C.
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