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Hodnota polynomu v prvku

Koren polynomu f je takovy prvek ¢, pro néjz f(c) = 0.
Coje f(c¢)? Intuitivné: ,dosazeni* ¢ do polynomu f.

Definice:
Necht (R, +,-) je okruh,

f=anz" +an_12" 1+ + a1z + ag
polynom z R|x| a ¢ € R. Pak prvek
anc® +a, 1" P+ +aic+ag €R

oznacujeme symbolem f(c¢) a nazyvame

hodnota polynomu f v prvku c.
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Vlastnosti , dosazent”

Véta.
Je-li (R, +,-) komutativni okruh, pak pro libovolné dva
polynomy f, g € R|z] a pro libovolny prvek ¢ € R plati

(f+9)c)=f(c)+g(c) a (fg)lc)=f(c)-glc)
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Vlastnosti , dosazent”

Véta.
Je-li (R, +,-) komutativni okruh, pak pro libovolné dva
polynomy f, g € R|z] a pro libovolny prvek ¢ € R plati

(f+9)c)=f(c)+g(c) a (fg)lc)=f(c)-glc)

Diukaz — prvni vztah:
f=apz® +ap_ 12"+ + a1+ ag
g=0bpx" +by_12" 14+ + b+ by (BUno: k = n)
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Vlastnosti , dosazent”

Véta.
Je-li (R, +,-) komutativni okruh, pak pro libovolné dva
polynomy f, g € R|z] a pro libovolny prvek ¢ € R plati

(f+9)c)=f(c)+g(c) a (fg)lc)=f(c)-glc)

Diukaz — prvni vztah:
f=apz® +ap_ 12"+ + a1+ ag
g=0bpx" +by_12" 14+ + b+ by (BUno: k = n)

f+yg = (an+bp)z"+- -+ (az+b2)x* + (a14+b1)z + (ag+bo)
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Vlastnosti , dosazent”

Véta.
Je-li (R, +,-) komutativni okruh, pak pro libovolné dva
polynomy f, g € R|z] a pro libovolny prvek ¢ € R plati

(f+9)c)=f(c)+g(c) a (fg)lc)=f(c)-glc)

Diukaz — prvni vztah:
f=apz® +ap_ 12"+ + a1+ ag
g=0bpx" +by_12" 14+ + b+ by (BUno: k = n)

f+g = (an+bp)x" 4 - -+ (ag+bz)x* + (a1 +b1)x + (ag+ bo)
(f+g)(c) = (an+bp)c +- -4 (ag +b)c® + (a1 +b1)c+ (ag+ bo)
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Vlastnosti ,,dosazent”

Véta.
Je-li (R, +,-) komutativni okruh, pak pro libovolné dva
polynomy f, g € R|z] a pro libovolny prvek ¢ € R plati

(f+9)c)=f(c)+g(c) a (fg)lc)=f(c)-glc)

Diukaz — prvni vztah:
f=apz® +ap_ 12"+ + a1+ ag
g=0bpx" +by_12" 14+ + b+ by (BUno: k = n)

f+g = (an+bp)x™ +- -+ (a2 +b2)2x* + (a1 +b1)z + (ag + bo)
(f+g)(c) = (an+bp)c +- -4 (ag +b)c® + (a1 +b1)c+ (ag+ bo)

f(c) = anc® + apn_1c" 1 + - +aic+ ag
g(c) = bpc™® + by 1" 4+ 4 bre+ by
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(f-9)(c) = f(c) - g(c)*

Pl f=a9z?+a1x+ag, g=bx+by.
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Vlastnost ,dosazeni® pro soucin

(f-9)(c) = f(c) - g(c)*

Pl f=a9z?+a1x+ag, g=bx+by.

= CL251$3 + (agbo + CL1(?1)Q?2 + (alb() + aobl)$ + agbg
)( ) = asgbic + (agby + a1by)c® + (a1by + agbt)c + agbo

/\\

f(C) = asc® +arc+ag,  g(c) = bic+ bo
f(c) - glc) = aac®bic + asc?by + aicbic + aichy + agbic + agb
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Vlastnost ,dosazeni® pro soucin

(f-9)(c) = f(c) - g(c)*

Pl f=a9z?+a1x+ag, g=bx+by.

J-9 = agb12® + (agby + a1by)x? + (arby + aght)x + agbo
(f . g) (C) — agbch -+ (agb() -+ albl)cz -+ (albo -+ agbl)c -+ a()b()

fle) = agc? + arc+ag,  g(c) = bic+ b
f(c) - glc) = aac®bic + asc?by + aicbic + aichy + agbic + agb

Potrebujeme: cby = byc, cb1 = bic, . ..
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,Dosazen!* jako homomorfismus

Necht (R, +,-) je komutativni okruh a ¢ jeho prvek.
Zobrazeni hod. : R[z] — R dané vztahem hod.(f) = f(c) je
homomorfismus okruhdl.

Plyne z véty a rovnosti a(c) = a pro konstantni polynom a.
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Necht (R, +,-) je komutativni okruh a ¢ jeho prvek.
Zobrazeni hod. : R[z] — R dané vztahem hod.(f) = f(c) je
homomorfismus okruhdl.

Plyne z véty a rovnosti a(c) = a pro konstantni polynom a.

Co nas vice zajima — polynom jako funkce.

Tj. pro dany polynom f mame zobrazeni ¢, : R — R dané
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,Dosazenl* jako homomorfismus

Necht (R, +,-) je komutativni okruh a ¢ jeho prvek.
Zobrazeni hod. : R[z] — R dané vztahem hod.(f) = f(c) je
homomorfismus okruhdl.

Plyne z véty a rovnosti a(c) = a pro konstantni polynom a.

Co nas vice zajima — polynom jako funkce.

Tj. pro dany polynom f mame zobrazeni ¢, : R — R dané
vztahem ¢¢(c) = f(c). (tzv. polynomicka funkce)

Pozor:
toto zobrazeni ¢, zpravidla neni homomorfismus okruhu.

Neplati vztahy f(a 4+ b) = f(a) + f(b), f(a-b) = f(a) - f(b).
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Hornerovo schéma

Jak efektivneé pocitat f(c)?




Hornerovo schéma

Jak efektivneé pocitat f(c)?

1

f(C) = apc” +ap—1¢"" 4+ -+ ajc+ ag

= ((...((an-c+an-1)-c+apn—s)-c---+az)-c+ay)- c+ag
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Hornerovo schéma

Jak efektivneé pocitat f(c)?

f(c) = apc™ + a,_ 1"

+ -4+ ajc+ ag
= ((...((an-c+an-1)-c+apn—s)-c---+az)-c+ay)- c+ag

Priklad:
f:2x6+5x5—2x4—7x2+5x—3, c=—3
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Hornerovo schéma

Jak efektivneé pocitat f(c)?

1

f(C) = apc” +ap—1¢"" 4+ -+ ajc+ ag

= ((...((an-c+an-1)-c+apn—s)-c---+az)-c+ay)- c+ag

Priklad:
f:2x6+5x5—2x4—7x2+5:1:—3, c=—3

2 5 -2 0 -7 5 -3
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Hornerovo schéma

Jak efektivneé pocitat f(c)?

1

f(C) = apc” +ap—1¢"" 4+ -+ ajc+ ag

= ((...((an-c+an-1)-c+apn—s)-c---+az)-c+ay)- c+ag

Priklad:

f:2x6+5x5—2x4—7x2+5:1:—3, c=—3
\2 5 -2 0 -7 5 -3

_3‘
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Hornerovo schéma

Jak efektivneé pocitat f(c)?

1

f(C) = apc” +ap—1¢"" 4+ -+ ajc+ ag

= ((...((an-c+an-1)-c+apn—s)-c---+az)-c+ay)- c+ag

Priklad:

f:2x6+5x5—2x4—7x2+5:1:—3, c=—3
\2 5 -2 0 -7 5 -3

—3\2
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Hornerovo schéma

Jak efektivneé pocitat f(c)?

fe) = anc™ + an_1" 1+ -+ arc+ ag

=((...((an-c+an-1)-c+apn—2)-c---+az)-c+ai) c+ag
Priklad:
f:2x6+5x5—2x4—7x2+5:1:—3, c=—3

2 5 -2 0 -7 5 -3
-3(2 -1

—1=a, -c+a,_1
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Hornerovo schéma

Jak efektivneé pocitat f(c)?

fe) = anc™ + an_1" 1+ -+ arc+ ag

= ((...((an-c+an-1)-c+apn—s)-c---+az)-c+ay)- c+ag

Priklad:
f:2x6+5x5—2x4—7x2+5:1:—3, c=—3

2 5 -2 0 -7 5 -3

= (an-c+ap-1) - c+an—9
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Hornerovo schéma

Jak efektivneé pocitat f(c)?

fe) = anc™ + an_1" 1+ -+ arc+ ag

=((...((an-c+an-1)-c+apn—2)-c---+az)-c+ai) c+ag
Priklad:
f:2x6+5x5—2x4—7x2+5:1:—3, c=—3

2 5 -2 0 -7 5 -3
-3(2 -1 1 -3

—1=a, -c+a,—1

= (an-c+apn-1) c+ap—29
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Hornerovo schéma

Jak efektivneé pocitat f(c)?

fe) = anc™ + an_1" 1+ -+ arc+ ag

=((...((an-c+an-1)-c+apn—2)-c---+az)-c+ai) c+ag
Priklad:
f:2x6+5x5—2x4—7x2+5:1:—3, c=—3

2 5 -2 0 -7 5 -3
-3(2 -1 1 -3 2

—1=a, -c+a,_1

= (an-c+apn-1) c+ap—29
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Hornerovo schéma

Jak efektivneé pocitat f(c)?

fe) = anc™ + an_1" 1+ -+ arc+ ag

=((...((an-c+an-1)-c+apn—2)-c---+az)-c+ai) c+ag
Priklad:
f:2x6+5x5—2x4—7x2+5:1:—3, c=—3

2 5 -2 0 -7 5 -3
-3(2 -1 1 -3 2 -1

—1=a, -c+a,—1

= (an-c+apn-1) c+ap—29
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Hornerovo schéma

Jak efektivneé pocitat f(c)?

fe) = anc™ + an_1" 1+ -+ arc+ ag

=((...((an-c+an-1)-c+apn—2)-c---+az)-c+ai) c+ag
Priklad:
f:2x6+5x5—2x4—7x2+5x—3, c=—3

2 5 -2 0 -7 5 -3
-3(2 -1 1 -3 2 -1 0

— f(-3)=0

—1=a,-c+a,—_1

= (an-c+apn-1) c+ap—29
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Koren polynomu

Kofen polynomu f € R|z| je takovy prvek ¢ € R, pro néjz

f(c)=0.
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Koren polynomu

Kofen polynomu f € R|z| je takovy prvek ¢ € R, pro néjz
f(e) =0.
Veéta.

Necht (R, +,-) je téleso a necht f € R[z]| je polynom. Pak
prvek c € R je kofenem polynomu f prave tehdy, kdyz

(z =) | f.
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Koren polynomu

Kofen polynomu f € R|z| je takovy prvek ¢ € R, pro néjz
f(e) =0.

Veéta.
Necht (R, +,-) je téleso a necht f € R[z]| je polynom. Pak
prvek c € R je kofenem polynomu f prave tehdy, kdyz

(z =) | f.

Dukaz:
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Koren polynomu

Kofen polynomu f € R|z| je takovy prvek ¢ € R, pro néjz
f(e) =0.

Veéta.
Necht (R, +,-) je téleso a necht f € R[z]| je polynom. Pak
prvek c € R je kofenem polynomu f prave tehdy, kdyz

(z—¢) | f.
Dukaz:
® Pokud (z—c¢)| f,pak f=(x—c)-ga f(c)=0-g(c)=0.
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Koren polynomu

Kofen polynomu f € R|z| je takovy prvek ¢ € R, pro néjz
f(e) =0.
Veéta.

Necht (R, +,-) je téleso a necht f € R[z]| je polynom. Pak
prvek c € R je kofenem polynomu f prave tehdy, kdyz

(z—¢) | f.
Dukaz:
® Pokud (z—c¢)| f,pak f=(x—c)-ga f(c)=0-g(c)=0.

# Bud c kofen, pak délime se zbytkem: f = (z —¢) - ¢+,
kde r je polynom mensiho stupné nez st(z — ¢) =1,
tzn. polynom r je konstantni. Odtud
0=f(c)=(c—c)-qlc)+r(c)=0+r=r.
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Koren polynomu

Kofen polynomu f € R|z| je takovy prvek ¢ € R, pro néjz
f(e) =0.

Veta.
Necht (R, +,-) je téleso a necht f € R[z]| je polynom. Pak

prvek c € R je kofenem polynomu f prave tehdy, kdyz
(x—c) | /.
Dukaz:

® Pokud (z—c¢)| f,pak f=(x—c)-ga f(c)=0-g(c)=0.

# Bud c kofen, pak délime se zbytkem: f = (z —¢) - ¢+,
kde r je polynom mensiho stupné nez st(z — ¢) =1,
tzn. polynom r je konstantni. Odtud
0=f(c)=(c—c)-qlc)+r(c)=0+r=r.

V obou Castech pouzivame predchozi véetu.
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Déleni polynomem z — ¢

Dosazenicdo f = (z —c¢)-q+rdava f(c) =r.
Nechttedy f = ap,z™ + ap_12" L+ - + a1z + ao,

q = bn_laj‘n_l + .-+ 4+ bix + by.

Porovnejme koeficienty v f = (x — ¢) - ¢ + r. Dostaneme:
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Déleni polynomem z — ¢

Dosazenicdo f = (z —c¢)-q+rdava f(c) =r.
Nechttedy f = ap,z™ + ap_12" L+ - + a1z + ao,

q = bn_laj‘n_l + .-+ 4+ bix + by.

Porovnejme koeficienty v f = (x — ¢) - ¢ + r. Dostaneme:

n

L ap = bp—1
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Déleni polynomem z — ¢

Dosazenicdo f = (z —c¢)-q+rdava f(c) =r.
Nechttedy f = ap,z™ + ap_12" L+ - + a1z + ao,

q = bn_laj‘n_l + .-+ 4+ bix + by.

Porovnejme koeficienty v f = (x — ¢) - ¢ + r. Dostaneme:

x" an = by_1
AL ap—1 = bp—2 — bp—1c
./EZ aq/ — Z—l - bq/ C
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Déleni polynomem z — ¢

Dosazenicdo f = (z —c¢)-q+rdava f(c) =r.
Nechttedy f = ap,z™ + ap_12" L+ - + a1z + ao,

q = bn_laj‘n_l + .-+ 4+ bix + by.

Porovnejme koeficienty v f = (x — ¢) - ¢ + r. Dostaneme:

x" an = by_1

AL ap—1 = bp—2 — bp—1c
./EZ aq/ — Z—l - bq/ C

x a1 = bg — bic

ap =1 — bgc
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Déleni polynomem z — ¢

Dosazenicdo f = (z —c¢)-q+rdava f(c) =r.
Nechttedy f = ap,z™ + ap_12" L+ - + a1z + ao,

q = bn_laj‘n_l + .-+ 4+ bix + by.

Porovnejme koeficienty v f = (x — ¢) - ¢ + r. Dostaneme:

z" an = bp—1 bn—1 = ap
AL ap—1 = bp—2 — bp—1c

:CZ ai:bi_l—bif

x a1 = bg — bic

ap =1 — bgc
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Déleni polynomem z — ¢

Dosazenicdo f = (z —c¢)-q+rdava f(c) =r.
Nechttedy f = ap,z™ + ap_12" L+ - + a1z + ao,

q = bn_laj‘n_l + .-+ 4+ bix + by.

Porovnejme koeficienty v f = (x — ¢) - ¢ + r. Dostaneme:

z" an = bp—1 bn—1 = ap
1 _
x" ap—1 = bp—2 — by_1C bp—2 = bp—1c+ ap—1
:CZ ai:bi_l—bif
x a1 = bg — bic

ap =1 — bgc

Kofeny polynomu — p.8/25



Déleni polynomem z — ¢

Dosazenicdo f = (z —c¢)-q+rdava f(c) =r.
Nechttedy f = ap,z™ + ap_12" L+ - + a1z + ao,

q = bn_laj‘n_l + .-+ 4+ bix + by.

Porovnejme koeficienty v f = (x — ¢) - ¢ + r. Dostaneme:

z" an = bp—1 bn—1 = ap
1 _
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Déleni polynomem z — ¢

Dosazenicdo f = (z —c¢)-q+rdava f(c) =r.
Nechttedy f = ap,z™ + ap_12" L+ - + a1z + ao,

q = bn_laj‘n_l + .-+ 4+ bix + by.
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Déleni polynomem z — ¢

Dosazenicdo f = (z —c¢)-q+rdava f(c) =r.
Nechttedy f = ap,z™ + ap_12" L+ - + a1z + ao,

q = bn_laj‘n_l + .-+ 4+ bix + by.

Porovnejme koeficienty v f = (x — ¢) - ¢ + r. Dostaneme:
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Déleni polynomem z — ¢

Dosazenicdo f = (z—c¢)-q+rdava f(c) =r.
Nechttedy f = ap,z™ + ap_12" L+ - + a1z + ao,

q = bn—lxn_l + oo+ b1z + bp.

Porovnejme koeficienty v f = (x — ¢) - ¢ + r. Dostaneme:

x" ap = bp—1 bn—1 = an
—1
" ap—1 = bp—2 — by_1c bn—2 = bp—1c+ ap—1
" a; =b;_1—b; - c bi_1=20;-c+ a;
X a1 = bg — bic bop = bic + ag
ap =1 — bgc r = bgc + ag

An, An—1 “ “ a; al a

C
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Déleni polynomem z — ¢

Dosazenicdo f = (z —c¢)-q+rdava f(c) =r.

Nechttedy f = ap,z™ + ap_12" L+ - + a1z + ao,
q = bn_lxn_l + .-+ 4+ bix + by.
Porovnejme koeficienty v f = (x — ¢) - ¢ + r. Dostaneme:

" an = bp_1 bn—1 = ay
—1
" ap—1 = bp—2 — by_1c bn—2 = bp—1c+ ap—1
" a; =b;_1—b; - c bi_1=20;-c+ a;
X a1 = bg — bic bop = bic + ag
ap =1 — bgc r = bgc + ag
An, An—1 “ c e aq air Qg
¢ | bp—1
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Déleni polynomem z — ¢

Dosazenicdo f = (z —c¢)-q+rdava f(c) =r.

Nechttedy f = ap,z™ + ap_12" L+ - + a1z + ao,
q = bn_lxn_l + .-+ 4+ bix + by.
Porovnejme koeficienty v f = (x — ¢) - ¢ + r. Dostaneme:

x" ap = bp—1 bn—1 = an
—1
" ap—1 = bp—2 — by_1c bn—2 = bp—1c+ ap—1
" a; =b;_1—b; - c bi_1=20;-c+ a;
X a1 = bg — bic bop = bic + ag
ag =1 — byc r = bgc + ag
Anp  Ap—-1 Ay air Qg
c|bp—1 bp—2
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Déleni polynomem z — ¢

Dosazenicdo f = (z —c¢)-q+rdava f(c) =r.

Nechttedy f = ap,z™ + ap_12" L+ - + a1z + ao,
q = bn_lxn_l + .-+ 4+ bix + by.
Porovnejme koeficienty v f = (x — ¢) - ¢ + r. Dostaneme:

x" ap = bp—1 bn—1 = an
—1
" ap—1 = bp—2 — by_1c bn—2 = bp—1c+ ap—1
" a; =b;_1—b; - c bi_1=20;-c+ a;
X a1 = bg — bic bop = bic + ag
ag =1 — byc r = bgc + ag

an An—1 ce a; aq ago

C|bp—1 bp—s bi bi—1
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Déleni polynomem z — ¢

Dosazenicdo f = (z—c¢)-q+rdava f(c) =r.
Nechttedy f = ap,z™ + ap_12" L+ - + a1z + ao,

q = bn—lxn_l + oo+ b1z + bp.

Porovnejme koeficienty v f = (x — ¢) - ¢ + r. Dostaneme:

x" ap = bp—1 bn—1 = an
—1
" ap—1 = bp—2 — by_1c bn—2 = bp—1c+ ap—1
" a; =b;_1—b; - c bi_1=20;-c+ a;
X a1 = bg — bic bop = bic + ag
ap =1 — bgc r = bgc + ag
Cln azn_l a,@ . .. 0,1 a,()
C | bp—1 bp—2 bi bi—1 b1 bo
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Déleni polynomem z — ¢

Dosazenicdo f = (z—c¢)-q+rdava f(c) =r.
Nechttedy f = ap,z™ + ap_12" L+ - + a1z + ao,

q = bn—lxn_l + oo+ b1z + bp.

Porovnejme koeficienty v f = (x — ¢) - ¢ + r. Dostaneme:

" an = bp_1 bn—1 = ay
—1
" ap—1 = bp—2 — by_1c bn—2 = bp—1c+ ap—1
" a; =b;_1—b; - c bi_1=20;-c+ a;
X a1 = bg — bic bop = bic + ag
ap =1 — bgc r = bgc + ag

Cln azn_l a,@ . .. 0,1 CL()

¢ | bp—1 bp—2 bi  bi—1 by by T
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Priklad déleni polynomem z — ¢

111 1 1
2|1 3 7 15 31




Priklad déleni polynomem z — ¢

111 1 1
2|1 3 7 15 31

sttt 4+l = (v —2)(ad + 322 + 7+ 15) + 31
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Priklad déleni polynomem z — ¢

111 1 1
2|1 3 7 15 31

sttt 4+l = (v —2)(ad + 322 + 7+ 15) + 31
Postup Ize opakovat a dostat Taylortv rozvoj.
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Priklad déleni polynomem z — ¢

1011

1

1

2|1 3 7 15 31

sttt 4+l = (v —2)(ad + 322 + 7+ 15) + 31

Postup Ize opakovat a dostat Taylortv rozvoj.

1

3

4 5

2 3

—t | | | |

2
2
3

0
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Priklad déleni polynomem z — ¢

1011

1

1

2|1 3 7 15 31

sttt 4+l = (v —2)(ad + 322 + 7+ 15) + 31

Postup Ize opakovat a dostat Taylortv rozvoj.

1 2 3 4 5
—1 |1 1 2 2 3
—1 |1 0 2 0
-1/1 -1 3
—1 /1 =2

1

et 4+ 223 + 322 +4x+5=(x+ 1D = 2@+ 1) +3(x+1)*+3
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Nasobnost korene

Necht (R, +, -) Je téleso, f € R|x| nenulovy polynomac e R
kofen f. Pfirozené Cislo k se nazyva nasobnost korene c,

jestlize (z —c)¥ | fa (v —c)ft1 1 f.
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Nasobnost korene

Necht (R, +, -) Je téleso, f € R|x| nenulovy polynomac e R
kofen f. Pfirozené Cislo k se nazyva nasobnost korene c,

jestlize (z —c)¥ | fa (v —c)ft1 1 f.

Poznamky:
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Nasobnost korene

Necht (R, +, -) Je téleso, f € R|x| nenulovy polynomac e R
kofen f. Pfirozené Cislo k se nazyva nasobnost korene c,

jestlize (z —c)¥ | fa (v —c)ft1 1 f.
Poznamky:

® Pokud (z —¢)* | f, pak mame k = st((z — ¢)¥) < st(f).
Je tedy definice korektni.
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Nasobnost korene

Necht (R, +, -) Je téleso, f € R|x| nenulovy polynomac e R
kofen f. Pfirozené Cislo k se nazyva nasobnost korene c,

jestlize (z —c)¥ | fa (v —c)ft1 1 f.
Poznamky:

® Pokud (z —¢)* | f, pak mame k = st((z — ¢)¥) < st(f).
Je tedy definice korektni.

# Koreny nasobnosti 1 se nazyvaji jednoducheé.
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Véta o nasobnosti korenu

Veéta.
Necht (R, +, -) je téleso. Pak nenulovy polynom f stupné n
ma nejvySe n korenl, pocitame-li je i s jejich nasobnosti.

Kofeny polynomu — p.11/25



Véta o nasobnosti korenu

Veéta.
Necht (R, +, -) je téleso. Pak nenulovy polynom f stupné n
ma nejvySe n korenl, pocitame-li je i s jejich nasobnosti.

Presnéji: pokud ma polynom f koreny c4, ..., ¢y, pficemz
kofen ¢; ma nasobnost k;, pak k1 + - - - + ky,, < n.
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Véta o0 nasobnosti korenu

Véta.

Necht (R, +, -) je téleso. Pak nenulovy polynom f stupné n
ma nejvySe n korenl, pocitame-li je i s jejich nasobnosti.

Presnéji: pokud ma polynom f koreny cq, ..., ¢, pficemz
kofen ¢; ma nasobnost k;, pak k1 + - - - + ky,, < n.

PredevSim ma f jen kone¢né mnoho kofendu.
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Véta o0 nasobnosti korenu

Veéta.
Necht (R, +, -) je téleso. Pak nenulovy polynom f stupné n
ma nejvySe n korenl, pocitame-li je i s jejich nasobnosti.

Presnéji: pokud ma polynom f koreny cq, ..., ¢, pficemz
kofen ¢; ma nasobnost k;, pak k1 + - - - + ky,, < n.

PredevSim ma f jen kone¢né mnoho kofend.

Dukaz:
diky jednoznacnému rozkladu na prvocinitele mame
(z—c)™ | f,...,(x—cp)f | [ = (z—c))™ ... (z—cp) | f.

Porovnanim stupinu dostaneme pozadované.
Tedy predevsSim m < n.
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Algebraicky uzavrené téleso

Pro jaka télesa plati rovnost?




Algebraicky uzavrené téleso

Pro jaka télesa plati rovnost?

Pro téleso (R, +, -) je ekvivalentni:
# nenulovy polynom z R|z] stupné n ma praveé n korenu,
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Algebraicky uzavreneé teleso

Pro jaka télesa plati rovnost?

Pro téleso (R, +, -) je ekvivalentni:
# nenulovy polynom z R|z] stupné n ma praveé n korenu,
# kazdy nekonstantni polynom z R|x| ma koren,
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Algebraicky uzavreneé teleso

Pro jaka télesa plati rovnost?

Pro téleso (R, +, -) je ekvivalentni:
# nenulovy polynom z R[x] stupné n ma praveé n korenu,
# Kkazdy nekonstantni polynom z R[x| ma koren,

# ireducibilnt polynomy v R[z] jsou prave linearni
polynomy (polynomy stupne 1),
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Algebraicky uzavrene téleso

Pro jaka télesa plati rovnost?

Pro téleso (R, +, -) je ekvivalentni:

o

o

9

nenulovy polynom z R[x] stupné n ma praveé n korend,
kazdy nekonstantni polynom z R[x| ma koren,
iIreducibilni polynomy v R|z] jsou prave linearni
polynomy (polynomy stupne 1),

kazdy nekonstantni polynom z R|z]| Ize vyjadrit jako
soucin linearnich polynomd.
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Algebraicky uzavrene téleso

Pro jaka télesa plati rovnost?

Pro téleso (R, +, -) je ekvivalentni:

o

o

9

nenulovy polynom z R[x] stupné n ma praveé n korend,
kazdy nekonstantni polynom z R[x| ma koren,
iIreducibilni polynomy v R|z] jsou prave linearni
polynomy (polynomy stupne 1),

kazdy nekonstantni polynom z R|z]| Ize vyjadrit jako
soucin linearnich polynomd.

Hovorime o algebraicky uzavieném télese.
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Konecna télesa a polynom. funkce

Véta: Zadné koneéné téleso neni algebraicky uzaviené.
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Konecna télesa a polynom. funkce

Véta: Zadné koneéné téleso neni algebraicky uzaviené.

Dukaz: pokud R = {aq,as,...,an}, pak polynom
f=(x—a))(xr—a2)...(r—an,)+1 nemakorenv R.
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Konecna télesa a polynom. funkce

Véta: Zadné koneéné téleso neni algebraicky uzaviené.

Dukaz: pokud R = {aq,as,...,an}, pak polynom
f=(x—a))(xr—a2)...(r—an,)+1 nemakorenv R.

VSimneme si, Zze hodnota f je vzdy 1. Tzn. ¢1 = ¢+
— polynomické funkce polynomt 1 a f jsou stejné.
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Konecna téelesa a polynom. funkce

Véta: Zadné koneéné téleso neni algebraicky uzaviené.

Dukaz: pokud R = {aq,as,...,an}, pak polynom
f=(x—a))(xr—a2)...(r—an,)+1 nemakorenv R.

VSimneme si, Zze hodnota f je vzdy 1. Tzn. ¢1 = ¢+
— polynomické funkce polynomt 1 a f jsou stejné.

Véta: Pokud (R, +, -) je nekonecCné téleso, pak pro libovolné
dva polynomy f, g € R|z] plati

J=9 <= ¢f:¢g-
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Konecna téelesa a polynom. funkce

Véta: Zadné koneéné téleso neni algebraicky uzaviené.

Dukaz: pokud R = {aq,as,...,an}, pak polynom
f=(x—a))(xr—a2)...(r—an,)+1 nemakorenv R.

VSimneme si, Zze hodnota f je vzdy 1. Tzn. ¢1 = ¢+
— polynomické funkce polynomt 1 a f jsou stejné.

Véta: Pokud (R, +, -) je nekonecCné téleso, pak pro libovolné
dva polynomy f, g € R|z] plati

J=9 <= ¢f:¢g-

Dikaz: pokud ¢ = ¢4, pak pro polynom f — ¢ plati

(f —g)(c) = f(c) —glc) = ¢(c) — dy4(c) = 0.
Tedy kazdy prvek R je kofenem f — g, tzn. f — g = 0.

Kofeny polynomu — p.13/25



Zakladni veta algebry

Zakladni véta algebry
Téleso (C, +, -) je algebraicky uzavrené.
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Zakladni veta algebry

Zakladni véta algebry
Téleso (C, +, -) je algebraicky uzavrené.

# Kazdy nekonstantni polynom z C[z] ma koren v C.

Kofeny polynomu — p.14/25



Zakladni veta algebry

Zakladni véeta algebry
Téleso (C, +, -) je algebraicky uzavrené.
o Kazdy nekonstantni polynom z C[z] ma koren v C.

# Ireducibilni polynomy v C[x| jsou prave linearni
polynomy.

Kofeny polynomu — p.14/25



Zakladni veta algebry

Zakladni véeta algebry
Téleso (C, +, -) je algebraicky uzavrené.
o Kazdy nekonstantni polynom z C[z] ma koren v C.

# Ireducibilni polynomy v C[x| jsou prave linearni
polynomy.

Proto jsme komplexni Cisla zavadéeli:
chtéli jsme, aby polynom 22 + 1 mél koren.
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Polynomy s realnymi koeficienty

Veéta.
Je-li ¢ € C koren polynomu f € R|z|, pak Cislo ¢ komplexné
sdruzené s ¢ je kofenem polynomu f.
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Polynomy s realnymi koeficienty

Véta.

Je-li ¢ € C koren polynomu f € R|z|, pak Cislo ¢ komplexné
sdruzené s ¢ je kofenem polynomu f.

Dukaz:
Pfipomernime, ze ~: C — C je homomorfismus okruhd.
Pro polynom f = a,2" + ap—12" ' + - - + a;x + ag mame
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Polynomy s realnymi koeficienty

Véta.

Je-li ¢ € C koren polynomu f € R|z|, pak Cislo ¢ komplexné
sdruzené s ¢ je kofenem polynomu f.

Dukaz:
Pfipomernime, ze ~: C — C je homomorfismus okruhd.
Pro polynom f = a,2" + ap—12" ' + - - + a;x + ag mame

—n—1

f(@©) =ane" +an_12"" " + -+ + a1+ ag
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Polynomy s realnymi koeficienty

Véta.

Je-li ¢ € C koren polynomu f € R|z|, pak Cislo ¢ komplexné
sdruzené s ¢ je kofenem polynomu f.

Dukaz:
Pfipomernime, ze ~: C — C je homomorfismus okruhd.
Pro polynom f = a,2" + ap—12" ' + - - + a;x + ag mame

—n—1

f(@©) =ane" +an_12"" " + -+ + a1+ ag

= apC" + ap_1" 1+ - +aic+ag = f(c) =0.
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Komplexné sdruzené koreny

Necht f € R[z] ma koren c.




Komplexné sdruzené koreny

Necht f € R[x] ma kofen c.
® PokudceRpak(z—c)]| f.




Komplexné sdruzené koreny

Necht f € R[x] ma kofen c.
® PokudceRpak(z—c)]| f.

#® Pokud ¢ ¢ R, pak ¢ je také koren f.
Tedy (x —c¢)(x —¢) | f, kde (x — ¢)(z —¢) € R|z].




Komplexné sdruzené koreny

Necht f € R[x] ma kofen c.
® PokudceRpak(z—c)]| f.

#® Pokud ¢ ¢ R, pak ¢ je také koren f.
Tedy (x —c¢)(x —¢) | f, kde (x — ¢)(z —¢) € R|z].

(x—c)(zr—¢) =a°—(c+C)zx+c-C




Komplexneé sdruzené koreny

Necht f € R[x] ma kofen c.
® PokudceRpak(z—c)]| f.
#® Pokud ¢ ¢ R, pak ¢ je také koren f.

Tedy (x —c¢)(x —¢) | f, kde (x — ¢)(z —¢) € R|z].
(x—c)(zr—¢) =a°—(c+C)zx+c-C
Proc=a+bijec=a— b
Odtudc+c¢=2a €R, c-c=a’>+b* R
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Komplexneé sdruzené koreny

Necht f € R[x] ma kofen c.
® PokudceRpak(z—c)]| f.
# Pokud ¢ ¢ R, pak ¢ je také koren f.

Tedy (x —c¢)(x —¢) | f, kde (x — ¢)(z —¢) € R|z].
(x—c)(zr—¢) =a°—(c+C)zx+c-C
Proc=a+bijec=a— b
Odtudc+c¢=2a €R, c-c=a’>+b* R

# Nekonstantni polynom je délitelny bud linearnim nebo
kvadratickym polynomem (nemajici realny koren).
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Komplexne sdruzené koreny

Necht f € R[x] ma kofen c.
® PokudceRpak(z—c)]| f.
# Pokud ¢ ¢ R, pak ¢ je také koren f.

Tedy (x —c¢)(x —¢) | f, kde (x — ¢)(z —¢) € R|z].
(x—c)(zr—¢) =a°—(c+C)zx+c-C
Proc=a+bijec=a— b
Odtudc+c¢=2a €R, c-c=a’>+b* R

# Nekonstantni polynom je délitelny bud linearnim nebo
kvadratickym polynomem (nemajici realny koren).

# Je-li c € C koren polynomu f € R[z] nasobnosti k, pak
koren ¢ ma nasobnost k.
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Komplexne sdruzené koreny

Necht f € R[x] ma kofen c.

o

o

Pokud c e R pak (x —¢) | f.

Pokud ¢ ¢ R, pak ¢ je také koren f.

Tedy (x —c¢)(x —¢) | f, kde (x — ¢)(z —¢) € R|z].
(x—c)(zr—¢) =a°—(c+C)zx+c-C
Proc=a+bijec=a— b
Odtudc+c¢=2a €R, c-c=a’>+b* R

Nekonstantni polynom je délitelny bud linearnim nebo
kvadratickym polynomem (nemajici realny koren).

Je-li ¢ € C koren polynomu f € R[z] nasobnosti %, pak
koren ¢ ma nasobnost k.

Polynom f € R[z] lichého stupné ma realny koren.
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Ireducibilni polynomy nad R

Veéta.
Ireducibilnimi polynomy v R[x| jsou prave linearni polynomy
a kvadratické polynomy nemajici realné koreny.
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Ireducibilnt polynomy nad R

Véta.

Ireducibilnimi polynomy v R[x| jsou prave linearni polynomy
a kvadratické polynomy nemajici realné koreny.

Dukaz:
# Konstantni polynomy — z definice.
# Linearni polynomy — vzdy ireducibilni.
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Ireducibilni polynomy nad R

Véta.

Ireducibilnimi polynomy v R[x| jsou prave linearni polynomy
a kvadratické polynomy nemajici realné koreny.

Dukaz:
# Konstantni polynomy — z definice.
# Linearni polynomy — vzdy ireducibilni.
# Kvadratické polynynomy:
s majici kofen — lze rozlozit, (nezaporny disk.)
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Ireducibilni polynomy nad R

Véta.

Ireducibilnimi polynomy v R[x| jsou prave linearni polynomy
a kvadratické polynomy nemajici realné koreny.

Dukaz:
# Konstantni polynomy — z definice.
# Linearni polynomy — vzdy ireducibilni.
# Kvadratické polynynomy:

s majici kofen — lze rozlozit, (nezaporny disk.)
» nemajici koren — ireducibilni. (zaporny diskr.)
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Ireducibilni polynomy nad R

I\:gilicibilnimi polynomy v R|[z] jsou prave linearni polynomy
a kvadratické polynomy nemajici realné koreny.
Dukaz:
# Konstantni polynomy — z definice.
# Linearni polynomy — vzdy ireducibilni.
# Kvadratické polynynomy:
s majici kofen — lze rozlozit, (nezaporny disk.)
» nemajici kofen — ireducibilnt. (zaporny diskr.)
# Polynomy stupné 3 a vic — lze délit dle pfedchoziho.
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Vietovy vztahy

Jaky je vztah mezi koeficienty polynomu a jeho koreny?
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Vietovy vztahy

Jaky je vztah mezi koeficienty polynomu a jeho koreny?

Necht f = 2" + a,—1 + -+ + a1 + ag J& hormovany polynom

stupné n, ktery ma n kofenu cy, . .., ¢, (véetné nasobnosti).
Pak plati:
—Qap—1 = C1TC2T -+ Cp,
p—2 = cCi1C2+c1c3+ -+ cicy +cacg+ -+ Cp—1Cp,
k
(—1) Ap—f — Z Ci1Cig « « - Cip g

11<12<--<1p

(—1)"ag = cica...cp.
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Vietovy vztahy

Jaky je vztah mezi koeficienty polynomu a jeho koreny?

Necht f = 2" + a,—1 + -+ + a1 + ag J& hormovany polynom

stupné n, ktery ma n kofenu cy, . .., ¢, (véetné nasobnosti).
Pak plati:
—Qap—1 = C1TC2T -+ Cp,
p—2 = Ci1c2+cC1c3+ -+ cicpy +cac3+ -+ + Cp—1Cp,
k
(—1) Ap—f — Z Ci1Cig « « - Cip g
11 <12<---<1p
(—1)"ag = cica...cp.

Dukaz: porovnanim koeficientll v rovnosti
" 4 ap 12" e dairtayg=(xr—c)(x—c2)...(z—cp).
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Gallosova teorie

Lze z koeficientl polynomu spocitat koreny?
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Gallosova teorie

Lze z koeficientl polynomu spocitat koreny?
# Kvadratické polynomy — pomoci diskriminantu.
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Gallosova teorie

Lze z koeficientl polynomu spocitat koreny?
# Kvadratické polynomy — pomoci diskriminantu.
o Kubické polynomy — Cardanovy vzorce.
# Polynomy cCtvrtého stupné — existuji vzorce.
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Gallosova teorie

Lze z koeficientl polynomu spocitat koreny?
# Kvadratické polynomy — pomoci diskriminantu.
o Kubické polynomy — Cardanovy vzorce.
# Polynomy cCtvrtého stupné — existuji vzorce.
#® Obecné — ne pron > 5 (Abel 1824).
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Gallosova teorie

Lze z koeficientl polynomu spocitat koreny?
# Kvadratické polynomy — pomoci diskriminantu.
o Kubické polynomy — Cardanovy vzorce.
# Polynomy cCtvrtého stupné — existuji vzorce.
#® Obecné — ne pron > 5 (Abel 1824).

Galois (1830)

Kofeny polynomu z° — 4z — 2 nelze vyjadfit pomoci odmocnin

koeficientd.
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Polynomy nad Z, Q

Kazdy polynom f € Q[x] Ize jednoznacCné psat jako

1

b- (anx" + ap—12" " + -+ a1z + ap),

kde b € Q, ay,...ap € Z ansd(an, ap—1,...,a1,a9) = 1.

Kofeny polynomu — p.20/25



Polynomy nad Z, Q

Kazdy polynom f € Q[x] Ize jednoznacCné psat jako

1

b- (anx" + ap—12" " + -+ a1z + ap),

kde b € Q, ay,...ap € Z ansd(an, ap—1,...,a1,a9) = 1.

Polynom f € Z|z] je ireducibilni nad Z prave tehdy, kdyz je

iIreducibilni nad Q.
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Racionalni kofeny polynomu




Racionalni kofeny polynomu

Necht f = apa” + ap—12" ' + -+ a1z +ag € Z[z] a L je
racionalni koren polynomu f takovy, ze (p,q) = 1.
Pak q ‘ a/n,p | CL().
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Racionalni kofeny polynomu

Necht f = apa” + ap—12" ' + -+ a1z +ag € Z[z] a L je
racionalni koren polynomu f takovy, ze (p,q) = 1.
Pak q ‘ a/n,p | a’O'

Dukaz:
necht an(g)” -+ an_l(g)”_l + -+ alg +ag =0,
pronasobenim ¢™ dostaneme:

anp” + an_lpn_lq + oo alpq”_1 + apq” = 0.

Protoze p a g jsou nesoudélné adeli0 mame ¢ | a, ap | ap.
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Racionalni kofeny polynomu

Necht f = apa” + ap—12" ' + -+ a1z +ag € Z[z] a L je
racionalni koren polynomu f takovy, ze (p,q) = 1.
Pak q ‘ a/n,p | a’O'

Dukaz:
necht a,(%)" + an_l(g)”_l +-+arg +ag =0,
pronasobenim ¢™ dostaneme:

anp” + an—1p" g+ -+ apg" " + apg™ = 0.

Protoze p a ¢ jsou nesoudélné a deli 0 mame ¢ | a, a p | ap.
# Umime najit vSechny racionalni koreny (v Q[z]).
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Racionalni kofeny polynomu

Necht f = apa” + ap—12" ' + -+ a1z +ag € Z[z] a L je
racionalni koren polynomu f takovy, ze (p,q) = 1.
Pak q ‘ a/n,p | a’O'

Dukaz:
necht an(g)” -+ an_l(g)”_l + -+ alg +ag =0,
pronasobenim ¢™ dostaneme:

anp™ + an_1p" tq+ -+ a1pg”t + agg™ = 0.

Protoze p a ¢ jsou nesoudélné a deli 0 mame ¢ | a, a p | ap.
# Umime najit vSechny racionalni koreny (v Q[z]).

® Také (qr —p) | f, 1. (qc —p) | f(c) pro libovolné c € Z
(timto kritériem Ize dale omezit po¢et adeptu).
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Ireducibilnt polynomy nad Q

Veéta (Eisensteinovo kritérium)

Bud f = a,2" + ap_12" P 4 - - + a17 + ag € Z[z] polynom

stupné n > 0 a necht eX|stu1e prvocislo p takove, ze
p|an_1,...,p| apazaroven ptay,,p? 1 ao.

Pak polynom f je ireducibilni.
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Ireducibilni polynomy nad Q

Veéta (Eisensteinovo kritérium)

Bud f = a,2" + ap_12" P 4 - - + a17 + ag € Z[z] polynom

stupné n > 0 a necht eX|stu1e prvocislo p takove, ze
p|an_1,...,p| apazaroven ptay,,p? 1 ao.

Pak polynom f je ireducibilni.

Priklad: =™ + p je ireducibilni pro libovolné »n a prvocislo p.
Existuji tedy ireducibilni polynomy libovolného stupne.
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Ireducibilni polynomy nad Q

Veéta (Eisensteinovo kritérium)

Bud f = a,2" + ap_12" P 4 - - + a17 + ag € Z[z] polynom

stupné n > 0 a necht eX|stu1e prvocislo p takove, ze
p|an_1,...,p| apazaroven ptay,,p? 1 ao.

Pak polynom f je ireducibilni.

Priklad: =™ + p je ireducibilni pro libovolné »n a prvocislo p.
Existuji tedy ireducibilni polynomy libovolného stupne.

Zduvodnéni kritéria: pokud f = ¢ - h, kde

g=bpx" +---+bjx+by a h=ca+ - +cix+ c.

Pak ay = bgcg, tedy prvocislo p déli prave jedno z b, cp.
Pokud p déli napr. by, tak se postupné ukaze, ze p | b; pro
vsechna i. Coz je spor s p 1 a, = bnce.
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Rozklady polynomu nad Q, R, C

Priklad: polynom z* — 2? — 2 ma nasledujici rozklady na
iIreducibilni polynomy:

® nadQ (22 — 2)(2? + 1)
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Rozklady polynomu nad Q, R, C

Priklad: polynom z* — 2? — 2 ma nasledujici rozklady na
iIreducibilni polynomy:

® nadQ (22 —2)(z% + 1)
# nadR (z —V2)(z +V2) (2% + 1)
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Rozklady polynomu nad Q, R, C

Priklad: polynom z* — 2? — 2 ma nasledujici rozklady na
iIreducibilni polynomy:

® nadQ (22 —2)(z% + 1)
# nad R (z —V2)(x + V2)(z? + 1)
® nadC (2 — V) (z + V2)(x — i) (z + )




Rozklady polynomu nad Q, R, C

Priklad: polynom z* — 2? — 2 ma nasledujici rozklady na
iIreducibilni polynomy:

# nadQ (22 —2)(z% + 1)
#® nadR (z —V2)(z +V2) (2% + 1)
#® nadC (z —V2)(x + V2)(z — i) (z +17)

Priklad z minulé pfednasky: polynom 23 — 2 ma nasledujici
rozklady na ireducibilni polynomy:

® nadQ x5 — 2
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Rozklady polynomu nad Q, R, C

Priklad: polynom z* — 2? — 2 ma nasledujici rozklady na
iIreducibilni polynomy:

# nadQ (22 —2)(z% + 1)
#® nadR (z —V2)(z +V2) (2% + 1)
#® nadC (z —V2)(x + V2)(z — i) (z +17)

Priklad z minulé pfednasky: polynom 23 — 2 ma nasledujici
rozklady na ireducibilni polynomy:

® nadQ x5 — 2

# nad R (x — v/2)(2* + /22 + V/4)
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Rozklady polynomu nad Q, R, C

Priklad: polynom z* — 2? — 2 ma nasledujici rozklady na
iIreducibilni polynomy:

# nadQ (22 —2)(z% + 1)
#® nadR (z —V2)(z +V2) (2% + 1)
#® nadC (z —V2)(x + V2)(z — i) (z +17)

Priklad z minulé pfednasky: polynom 23 — 2 ma nasledujici
rozklady na ireducibilni polynomy:

® nadQ 73 — 2
#® nadR (x — v/2)(2* + /22 + V/4)
#® nadC (x — V/2)(x — V2e3)(x — V/2¢3)

zde 3 = cos 2Z + isin 2 je tfeti odmocnina z 1.
3 3

Kofeny polynomu — p.23/25



Casté chyby

Néasledujici tvrzeni NEPLATI:
# polynom nema koren, proto je ireducibilni,
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Casté chyby

Néasledujici tvrzeni NEPLATI:

® po

® po
SP

ynom nema koren, proto je ireducibilnt,

ynom je ireducibilni nad Q, tedy existuje prvocislo

nujici Eisenteinovo kritérium.
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Casté chyby

Néasledujici tvrzeni NEPLATI:
# polynom nema koren, proto je ireducibilni,

# polynom je ireducibilni nad Q, tedy existuje prvocislo
splnujici Eisenteinovo Kkritérium.

Priklady:

# 2% — 1 ma 6 kofenll — odmocniny z 1.

Kofeny polynomu — p.24/25



Casté chyby

Néasledujici tvrzeni NEPLATI:
# polynom nema koren, proto je ireducibilni,

# polynom je ireducibilni nad Q, tedy existuje prvocislo
splnujici Eisenteinovo Kkritérium.

Priklady:

o 2% —1ma 6 koFean — odmocniny z 1.

Tedy f = &= = 2* 4+ 22 + 1 nema reélné koreny.
Presto Jde rozlozit a to dokonce nad Q:
f=@*+z+1)(z?—2+1).
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Casté chyby

Néasledujici tvrzeni NEPLATI:
# polynom nema koren, proto je ireducibilni,

# polynom je ireducibilni nad Q, tedy existuje prvocislo
splnujici Eisenteinovo Kkritérium.

Priklady:

o 2% —1ma 6 koFean — odmocniny z 1.

Tedy f = &= = 2* 4+ 22 + 1 nema reélné koreny.
Presto Jde rozlozit a to dokonce nad Q:
f=@*+z+1)(z?—2+1).

# Polynom z? + 4 je ireducibilni nad Q.

Kdyby nebyl, pak ma linearni faktor a tedy racionalni
kofen, coz nema.
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Shrnuti

Co se bude zkousSet z praktického pocitani?

racionalni koreny,
vypocet f(c) — Hroner,
komplexni sdruZzenost korend,

© o o @

rozklad nad Q, R, C (neumime obecne).
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Shrnuti

Co se bude zkousSet z praktického pocitani?

racionalni koreny,
vypocet f(c) — Hroner,
komplexni sdruZzenost korend,

© o o @

rozklad nad Q, R, C (neumime obecne).
Z teorie:

o zakladni veta algebry,

# popis ireducibilnich polynomt nad R, C.
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