SysteÂmy rovnic a matice

Ondřej Klíma

Systémy rovnic a matice – p.1/10

SysteÂmy lineaÂrnõÂch rovnic

2x + 3y + 5z = 0 x + 2y − z = 4 y + 2z = −1

2 3 5 0 1 2 −1 4 0 1 2 −1

Systémy rovnic a matice – p.2/10

ElementaÂrnõÂ rÏaÂdkoveÂ uÂpravy

Eliminace:

NaÂsobenõÂ rovnice nenulovou konstantou. VyÂmeÏna dvou rovnic.

PrÏicÏtenõÂ naÂsobku jedneÂ rovnice ke druheÂ.

ElementaÂrnõÂ rÏaÂdkoveÂ uÂpravy:

NaÂsobenõÂ rÏaÂdku nenulovou konstantou. VyÂmeÏna dvou rÏaÂdkuÊ.

PrÏicÏtenõÂ naÂsobku jednoho rÏaÂdku k druheÂmu.

ErÏuÂ jsou źekvivalentnõÂł Ð rovnice nad teÏlesy.

Systémy rovnic a matice – p.3/10

SchodovityÂ tvar matice

Matice je v (rÏaÂdkoveÏ) schodoviteÂm tvaru jestlizÏe:

PrvnõÂ nenulovyÂ prvek v kazÏdeÂm rÏaÂdku (pokud existuje) je 1; tzv. vedoucõÂ jednicÏka. NuloveÂ rÏaÂdky jsou dole.

Ve dvou naÂsledujõÂcõÂch nenulovyÂch rÏaÂdcõÂch je vedoucõÂ jednicÏka spodnõÂho rÏadku napravo od vedoucõÂ jednicÏky hornõÂho rÏaÂdku.

Pokud navõÂc kazÏdyÂ sloupec obsahujõÂcõÂ vedoucõÂ jednicÏku maÂ jinde nuly, mluvõÂme o vyredukovaneÂm schodoviteÂm tvaru.

KazÏdou matici lze prÏeveÂst pomocõÂ erÏuÂ do teÏchto tvaruÊ.

Systémy rovnic a matice – p.4/10

PocÏet rÏesÏenõÂ lineaÂrnõÂ soustavy

MnozÏina rÏesÏenõÂ lineaÂrnõÂ soustavy (nad nekonecÏnyÂm teÏlesem) je:

jednoprvkovaÂ nebo praÂzdnaÂ nebo nekonecÏnaÂ.

PrÏi zmeÏneÏ źpravyÂch stranł soustavy se mnozÏina rÏesÏenõÂ muÊzÏe zmeÏnit z praÂzdneÂ na nekonecÏnou a naopak. Pro homogennõÂ soustavy (praveÂ strany nuloveÂ) je mnozÏina rÏesÏenõÂ jednoprvkovaÂ nebo nekonecÏnaÂ.

Systémy rovnic a matice – p.5/10

Matice Ð deőnice

Co je matice?

NeformaÂlneÏ: ObdeÂlnõÂkoveÂ scheÂma s prvky z okruhu R. Matice typu m × n

A = a_{11} a_{12} . . . a_{1n} a_{21} a_{22} . . . a_{2n} . . . . . . a_{m1} a_{m2} . . . a_{mn}

FormaÂlneÏ: A : {1, . . . , m} × {1, . . . , n} → R ZnacÏenõÂ A = (a_{ij}) (pokud znaÂme typ)

Systémy rovnic a matice – p.6/10

ScÏõÂtaÂnõÂ matic

OznacÏme Mat_{mn}(R) mnozÏinu vsÏech matic typu m × n nad okruhem R.

Pro A, B ∈ Mat_{mn}(R) deőnujeme matici A + B ∈ Mat_{mn}(R), vztahem A + B = (c_{ij}) kde c_{ij} = a_{ij} + b_{ij}. (Mat_{mn}(R), +) je komutativnõÂ grupa. NulovaÂ matice, opacÏnaÂ matice Pro A ∈ Mat_{mn}(R) a r ∈ R deőnujeme naÂsobek r · A jako matici (c_{ij}) ∈ Mat_{mn}(R), kde c_{ij} = r · a_{ij}.

Systémy rovnic a matice – p.7/10

NaÂsobenõÂ matic

Pro matici A = (a_{ij}) typu m × n a matici B = (b_{kl}) typu n × p deőnujeme soucÏin A · B jako matici (c_{st}) typu m × p, kde

c_{st} = n∑ j=1 a_{sj}b_{jt}.

SysteÂmy lineaÂrnõÂch rovnic Ax = b. ErÏuÂ Ð naÂsobenõÂ jistou maticõÂ.

Systémy rovnic a matice – p.8/10

Vlastnosti naÂsobenõÂ matic

NaÂsobenõÂ matic je asociativnõÂ:

Je-li A typu m × n, B typu n × p a C typu p × q, pak (A · B) · C = A · (B · C).

Pro m = n lze matice naÂsobit i scÏõÂtat (tzv. cÏtvercoveÂ matice).

VeÏta.

(Mat_{nn}(R), +, ·) je okruh. Dk: sami Ð skripta.

zpravidla nenõÂ komutativnõÂ neutraÂlnõÂ prvek vzhledem k naÂsobenõÂ Ð jednotkovaÂ matice inverze?

Systémy rovnic a matice – p.9/10

SysteÂmy rovnic a inverznõÂ matice

Ax = b A matice typu n × n ke ktereÂ existuje inverze A^{−1} (typu n × n) pak

x = A^{−1}b je jedineÂ rÏesÏenõÂ soustavy Ax = b.

VyÂpocÏet inverze Ð soubeÏzÏnaÂ uÂprava s jednotkovou maticõÂ. DalsÏõÂ pojmy: transponovanaÂ matice, symetrickaÂ matice, stopa matice ...

Systémy rovnic a matice – p.10/10