Deter minanty

Ondiej Klima
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Systemy linearnich rovnic a matice
| N

ai1r1 + aipre2 + aizry = by
ag1r1 + agre + agry = b
az1ry + agere + agzry = b3
a1 ai2 ai3 T by
agy age asz || w2 | = | b2
asy agz ass T3 b3

VSe nad télesem.

| |
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# elementarni radkové Gpravy — Gaussova eliminace
(nasobeni konstantou; vymeéna, pficteni nasobku)
|ze vidét jako nasobeni vhodnymi maticemi

# mnozina feSeni
s jednoprvkova exist. A~!
s prazdna nebo nekonecna neexist. A~1

® pro matici A~ mame z = A~1b

Vypocet A—! — soubézna Uprava s jednotkovou.
Charakterizace existence A—1 ?

| |
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Deter minant — oCekavani, plan

N N

Obecna (korektni) definice |A| (pro Ctvercovou matici A).

Co dal:
# determinant a elementarni radkoveé Upravy,
& vétatypu: A1 existuje < |A| #0,
# pouziti pro pfimy vypocCet feSeni soustavy,
#® vypocet determinantu,
# determinant a souCin matic (|A- B| = |A| - |B]),
# dalSi aplikace determinantu (objem, vlastni Cisla).
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|A| = aj1a22 — aj2a91

a1 aie a3
A=\ as1 as ao3

azip as2 ass

|A| = (111a22G33 + Q12023031 + A13021032
— 13022431 — 412021033 — 11A23032
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Deter minant — definice

N N

Bud A = (ai;) Ctvercova matice fadu »n nad télesem R.
Determinant matice |A| je prvek z R definovany
predpisem:

Al =" p(0) - a151) - G20(2) "+ * Ano(n).

oES,

Zde S,, je mnozina vSech permutaci mnoziny {1,2,...,n}.
p(o) je parita permutace o (p(o) = +1).
Pro pocitani s paritou plati:

® p(oot)=p(o)- p(r),
® p(o) = —1 pro transpozici o
(transpozice — vyména dvou prvku).

| |
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o
®» n=2,n=3
# horni trojahelnikova matice
# matice elementarnich fadkovych Gprav
» |Al=|AT]
# nulovy fadek |A| =0
Lemma 1.

Vznikne-li matice B prehozenim dvou fadkl ¢tvercové
matice A, pak |B| = —|A]|.

Lemma 2.

Jsou-li nékteré dva radky Ctvercové matice A stejné, pak

lAl=o.
Deter minant a elementarni radkove Upravy

N N

Lemma 3.

Vznikne-li matice B vynasobenim nékterého fadku
Ctvercové matice A konstantou ¢, pak |B| = ¢|A].
Lemma 4. Necht matice A = (ai;), B = (b;;) a C' = (¢;5) jsou
tfi Ctvercové matice fadu n, které se od sebe liSi pouze
prvky k-tého radku, pricemz k-ty fadek matice A je souctem
k-ty fadkd matic B a C, tj. ay; = by; + cij pro
7€{1,2,...,n}. Potom |A| = |B| + |C|.

Lemma 5.

Vznikne-li matice B z Ctvercové matice A pfictenim
nasobku nékterého radku k jinému radku, pak |B| = | A|.

Metoda vypocCtu determinantu pomoci efu.
Pozor: Neplati |B + C| = |B| + |C].
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Bud A = (a;;) Ctvercova matice fadu n > 1. Pro zvolené
indexy 4, j oznacme A;; Ctvercovou matici fadu n — 1, ktera
vznikne z A vynechanim i-tého radku a j-tého sloupce. Pak
prvek

Aij = (1) - Ay
nazyvame algebraicky doplnék prvku a;; v matici A.
Véta (Laplacelv rozvoj).

Bud A = (a;) Ctvercova matice fadu n > 1. Pak pro
libovolny index ¢ plati

——

(Al = a;1Ai1 + aigAio + -+ + ainAin.

| |
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| nver ze pomoci adjungovane matice

N N

Laplacelv rozvoj

# pomoci sloupce — dukaz transponovanim,

# dalSi metoda vypoctu determinantu.
Definujeme A = (A;;) matici Fadu n sloZenou z
algebraickych doplrikd. K ni transponovanou matici
A* = AT nazyvame adjungovanou matici k matici A.

Véta. Bud A ¢tvercova matice fadu n > 1 takova, zZe |A| # 0.
Pak
At =471 A%,

Dilsledek. A~! existuje <= |A| #0.

| |
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Az =b, |A| £ 0, tzn. z = A71b.

Véta. Bud A Ctvercova matice fadu n > 1 takova, Ze |A| # 0.

Pak soustava Az = b ma jediné feSeni x = (v, 22,...,2,) ',
kde
A
YA

pficemz A; je matice vznikla z matice A nahrazenim jejiho
j-tého sloupce sloupcem b.

| |
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Cauchyovavéta

N N

Véta.
Pro libovolné dvé Ctvercové matice A a B stejného fadu
plati

|A- Bl =A]-|B|.

Dilsledky:
®» [ATH =AY

# Mnozina matic majicich determinant 1 tvofi vzhledem k
nasobeni grupu.

| |
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