Determinanty

Ondřej Klíma

Determinanty – p.1/12

SysteÂmy lineaÂrnõÂch rovnic a matice

a_{11}x_1 + a_{12}x_2 + a_{13}x_3 = b_1 a_{21}x_1 + a_{22}x_2 + a_{23}x_3 = b_2 a_{31}x_1 + a_{32}x_2 + a_{33}x_3 = b_3 � � � a_{11} a_{12} a_{13} a_{21} a_{22} a_{23} a_{31} a_{32} a_{33}

� � � · � � � x_1 x_2 x_3

� � � = � � � b_1 b_2 b_3

� � �

A · x = b

VsÏe nad teÏlesem.

Determinanty – p.2/12

RÏ esÏenõÂ A · x = b

elementaÂrnõÂ rÏaÂdkoveÂ uÂpravy Ð Gaussova eliminace (naÂsobenõÂ konstantou; vyÂmeÏna; prÏicÏtenõÂ naÂsobku) lze videÏt jako naÂsobenõÂ vhodnyÂmi maticemi mnozÏina rÏesÏenõÂ

jednoprvkovaÂ exist. A^{−1} praÂzdnaÂ nebo nekonecÏnaÂ neexist. A^{−1} pro matici A^{−1} maÂme x = A^{−1}b

VyÂpocÏet A^{−1} Ð soubeÏzÏnaÂ uÂprava s jednotkovou. Charakterizace existence A^{−1} ?

Determinanty – p.3/12

Determinant Ð ocÏekaÂvaÂnõÂ, plaÂn

ObecnaÂ (korektnõÂ) deőnice |A| (pro cÏtvercovou matici A). Co daÂl:

determinant a elementaÂrnõÂ rÏaÂdkoveÂ uÂpravy, veÏta typu: A^{−1} existuje ⇐⇒ |A| ≠ 0, pouzÏitõÂ pro prÏõÂmyÂ vyÂpocÏet rÏesÏenõÂ soustavy, vyÂpocÏet determinantu, determinant a soucÏin matic (|A · B| = |A| · |B|), dalsÏõÂ aplikace determinantu (objem, vlastnõÂ cÏõÂsla).

Determinanty – p.4/12

Determinant Ð matice typu 2 × 2, 3 × 3 A = � a_{11} a_{12} a_{21} a_{22} �

|A| = a_{11}a_{22} − a_{12}a_{21}

A = � � � a_{11} a_{12} a_{13} a_{21} a_{22} a_{23} a_{31} a_{32} a_{33}

� � �

|A| = a_{11}a_{22}a_{33} + a_{12}a_{23}a_{31} + a_{13}a_{21}a_{32} − a_{13}a_{22}a_{31} − a_{12}a_{21}a_{33} − a_{11}a_{23}a_{32}

Determinanty – p.5/12

Determinant Ð deőnice

Bud’ A = (a_{ij}) cÏtvercovaÂ matice rÏaÂdu n nad teÏlesem R. Determinant matice |A| je prvek z R deőnovanyÂ prÏedpisem:

|A| = � σ∈Sn

p(σ) · a_{1σ(1)} · a_{2σ(2)} · · · · · a_{nσ(n)}.

Zde S_n je mnozÏina vsÏech permutacõÂ mnozÏiny {1, 2, . . . , n}. p(σ) je parita permutace σ (p(σ) = ±1). Pro pocÏõÂtaÂnõÂ s paritou platõÂ:

p(σ ∘ τ) = p(σ) · p(τ), p(σ) = −1 pro transpozici σ (transpozice Ð vyÂmeÏna dvou prvkuÊ).

Determinanty – p.6/12

Determinant Ð prÏõÂklady

|E| = 1 n = 2, n = 3 hornõÂ trojuÂhelnõÂkovaÂ matice matice elementaÂrnõÂch rÏaÂdkovyÂch uÂprav |A|=|A^⊤| nulovyÂ rÏaÂdek |A| = 0

Lemma 1.

Vznikne-li matice B prÏehozenõÂm dvou rÏaÂdkuÊ cÏtvercoveÂ matice A, pak |B| = −|A|. Lemma 2.

Jsou-li neÏktereÂ dva rÏaÂdky cÏtvercoveÂ matice A stejneÂ, pak |A| = 0.

Determinanty – p.7/12

Determinant a elementaÂrnõÂ rÏaÂdkoveÂ uÂpravy

Lemma 3.

Vznikne-li matice B vynaÂsobenõÂm neÏktereÂho rÏaÂdku cÏtvercoveÂ matice A konstantou c, pak |B| = c|A|. Lemma 4. Necht’ matice A = (a_{ij}), B = (b_{ij}) a C = (c_{ij}) jsou trÏi cÏtvercoveÂ matice rÏaÂdu n, ktereÂ se od sebe lisÏõÂ pouze prvky k-teÂho rÏaÂdku, prÏicÏemzÏ k-tyÂ rÏaÂdek matice A je soucÏtem k-tyÂ rÏaÂdkuÊ matic B a C, tj. a_{kj} = b_{kj} + c_{kj} pro j ∈ {1, 2, . . . , n}. Potom |A| = |B| + |C|. Lemma 5.

Vznikne-li matice B z cÏtvercoveÂ matice A prÏicÏtenõÂm naÂsobku neÏktereÂho rÏaÂdku k jineÂmu rÏaÂdku, pak |B| = |A|.

Metoda vyÂpocÏtu determinantu pomocõÂ erÏuÂ. Pozor: NeplatõÂ |B + C| = |B| + |C|.

Determinanty – p.8/12

LaplaceuÊv rozvoj

Bud’ A = (a_{ij}) cÏtvercovaÂ matice rÏaÂdu n > 1. Pro zvoleneÂ indexy i, j oznacÏme A_{ij} cÏtvercovou matici rÏaÂdu n − 1, kteraÂ vznikne z A vynechaÂnõÂm i-teÂho rÏaÂdku a j-teÂho sloupce. Pak prvek ^A_{ij} = (−1)^{i+j} · |A_{ij}|

nazyÂvaÂme algebraickyÂ doplneÏk prvku a_{ij} v matici A.

VeÏta (LaplaceuÊ v rozvoj).

Bud’ A = (a_{ij}) cÏtvercovaÂ matice rÏaÂdu n > 1. Pak pro libovolnyÂ index i platõÂ

|A| = a_{i1} ^A_{i1} + a_{i2} ^A_{i2} + · · · + a_{in}�A_{in}.

Determinanty – p.9/12

Inverze pomocõÂ adjungovaneÂ matice

LaplaceuÊv rozvoj

pomocõÂ sloupce Ð duÊkaz transponovaÂnõÂm, dalsÏõÂ metoda vyÂpocÏtu determinantu.

Deőnujeme ^A = ( ^A_{ij}) matici rÏaÂdu n slozÏenou z algebraickyÂch doplnÏkuÊ. K nõÂ transponovanou matici A^∗ = ^A^⊤ nazyÂvaÂme adjungovanou maticõÂ k matici A. VeÏta. Bud’ A cÏtvercovaÂ matice rÏaÂdu n > 1 takovaÂ, zÏe |A| ≠ 0. Pak A^{−1} = |A|^{−1} · A^∗.

DuÊ sledek. A^{−1} existuje ⇐⇒ |A| ≠ 0.

Determinanty – p.10/12

Cramerovo pravidlo

Ax = b, |A| ≠ 0, tzn. x = A^{−1}b.

VeÏta. Bud’ A cÏtvercovaÂ matice rÏaÂdu n > 1 takovaÂ, zÏe |A| ≠ 0. Pak soustava Ax = b maÂ jedineÂ rÏesÏenõÂ x = (x_1, x_2, . . . , x_n)^⊤, kde x_j =

|A_j| |A| , prÏicÏemzÏ A_j je matice vzniklaÂ z matice A nahrazenõÂm jejõÂho j-teÂho sloupce sloupcem b.

Determinanty – p.11/12

Cauchyova veÏta

VeÏta.

Pro libovolneÂ dveÏ cÏtvercoveÂ matice A a B stejneÂho rÏaÂdu platõÂ |A · B| = |A| · |B|.

DuÊ sledky:

|A^{−1}| = |A|^{−1} MnozÏina matic majõÂcõÂch determinant 1 tvorÏõÂ vzhledem k naÂsobenõÂ grupu.

Determinanty – p.12/12