VektoroveÂ prostory

Ondřej Klíma

Vektorové prostory – p.1/8

VektoroveÂ prostory Ð deőnice

Bud’ (T, +, ·) teÏleso a bud’ (V, +) komutativnõÂ grupa. Necht’ je daÂle daÂno zobrazenõÂ · : T × V → V takoveÂ, zÏe pro libovolnaÂ s, t ∈ T a u, v ∈ V platõÂ s · (u + v) = s·u + s·v, (s + t) · u = s·u + t·u, (s · t) · u = s · (t · u), 1·u = u.

Pak trojice (V, +, ·) se nazyÂvaÂ vektorovyÂ prostor nad teÏlesem (T, +, ·).

Vektorové prostory – p.2/8

VektoroveÂ prostory Ð terminologie

prvky mnozÏiny V Ð vektory prvky mnozÏiny T Ð skalaÂry neutraÂlnõÂ prvek grupy (V, +) Ð nulovyÂ vektor, o opacÏnyÂ prvek k vektoru u ∈ V Ð opacÏnyÂ vektor, −u vektor s·u Ð skalaÂrnõÂ naÂsobek vektoru u prvkem s.

Vektorové prostory – p.3/8

VektoroveÂ prostory Ð prÏõÂklady

źvektory v rovineÏł, R^2 R^n matice nad teÏlesem polynomy nad teÏlesem funkce C vektorovyÂ prostor nad R R vektorovyÂ prostor nad Q {a + bi | a, b ∈ Q}, {a + b^3 √ 2 + c^3 √ 4 | a, b, c ∈ Q} S podteÏleso T , pak T je vektorovyÂ prostor nad S mnozÏina rÏesÏenõÂ homogennõÂ soustavy lineaÂrnõÂch rovnic

Vektorové prostory – p.4/8

VektoroveÂ prostory Ð vlastnosti

Pro libovolneÂ vektory u, v ∈ V znacÏõÂme u − v vektor u + (−v). Lemma.

Necht’ (V, +, ·) je vektorovyÂ prostor nad teÏlesem (T, +, ·). Pak pro libovolnaÂ s, t ∈ T a u, v ∈ V platõÂ s · (u − v) = s·u − s·v, (s − t) · u = s·u − t·u, s · (−u) = (−s) · u = −(s·u), s·u = o ⇐⇒ s = 0 ∨ u = o.

Vektorové prostory – p.5/8

Podprostor vektoroveÂho prostoru

Bud’ (V, +, ·) vektorovyÂ prostor nad teÏlesem (T, +, ·). Necht’ W ⊆ V je podmnozÏina splnÏujõÂcõÂ naÂsledujõÂcõÂ podmõÂnky: o ∈ W, (∀u, v ∈ W)(u + v ∈ W), (∀s ∈ T )(∀u ∈ W)(s·u ∈ W).

Pak rÏõÂkaÂme, zÏe W je podprostor vektoroveÂho prostoru (V, +, ·).

Pozn. pro u ∈ W maÂme −u = (−1) · u ∈ W, tj. (W, +, ·) je vektorovyÂm prostorem nad T .

Vektorové prostory – p.6/8

PruÊnik podprostoruÊ

VeÏta.

Necht’ (V, +, ·) je vektorovyÂ prostor nad teÏlesem (T, +, ·). Pak pro libovolnou indexovou mnozÏinu I ≠ ∅ a pro libovolnyÂ soubor podprostoruÊ W_i vektoroveÂho prostoru (V, +, ·), kde i ∈ I, platõÂ, zÏe pruÊnik tohoto souboru podprostoruÊ ⋂ i∈I W_i je takeÂ podprostorem vektoroveÂho prostoru (V, +, ·).

Vektorové prostory – p.7/8

GenerovaÂnõÂ podprostoruÊ

⟨M⟩ Ð nejmensÏõÂ podprostor vektoroveÂho prostoru (V, +, ·), kteryÂ obsahuje mnozÏinu M. O podprostoru ⟨M⟩ rÏõÂkaÂme, zÏe je to podprostor generovanyÂ mnozÏinou M, M rÏõÂkaÂme mnozÏina generaÂtoruÊ podprostoru ⟨M⟩.

VeÏta.

Necht’ (V, +, ·) je vektorovyÂ prostor nad teÏlesem (T, +, ·) a necht’ M ⊆ V, M ≠ ∅ je libovolnaÂ podmnozÏina. Pak platõÂ naÂsledujõÂcõÂ rovnost:

⟨M⟩ = {s_1·u_1 + s_2·u_2 + · · · + s_n·u_n | n ∈ N, s_1, s_2, . . . , s_n ∈ T,

u_1, u_2, . . . , u_n ∈ M}.

Vektorové prostory – p.8/8