BaÂze a dimenze vektorovyÂch prostoruÊ

Ondřej Klíma

Báze a dimenze vektorových prostorů – p.1/11

VektoroveÂ prostory

(V, +, ·) vektorovyÂ prostor nad teÏlesem (T, +, ·) (V, +) komutativnõÂ grupa, · : T × V → V, splnÏujõÂcõÂ . . . W podprostor vektoroveÂho prostoru (V, +, ·) o ∈ W, (∀u, v ∈ W)(u + v ∈ W), (∀s ∈ T )(∀u ∈ W)(s · u ∈ W).

Podprostor ⟨M⟩ generovanyÂ mnozÏinou M. (LineaÂrnõÂ obal mnozÏiny M) ⟨M⟩ = {s_1 ·u_1 +s_2 ·u_2 +· · ·+s_n ·u_n | n ∈ N, s_i ∈ T, u_i ∈ M}

Báze a dimenze vektorových prostorů – p.2/11

LineaÂrneÏ zaÂvisleÂ vektory

(V, +, ·) vektorovyÂ prostor nad teÏlesem (T, +, ·), u_1, u_2, . . . , u_n konecÏnaÂ posloupnost vektoruÊ z V. ExistujõÂ-li prvky s_1, s_2, . . . , s_n ∈ T, z nichzÏ alesponÏ jeden je ruÊznyÂ od nuly 0, takoveÂ, zÏe

s_1·u_1 + s_2·u_2 + · · · + s_n·u_n = o,

rÏekneme, zÏe vektory u_1, u_2, . . . , u_n jsou lineaÂrneÏ zaÂvisleÂ.

VeÏta.

Necht’ (V, +, ·) je vektorovyÂ prostor nad teÏlesem (T, +, ·). Posloupnost vektoruÊ u_1, u_2, . . . , u_n z V je lineaÂrneÏ zaÂvislaÂ praÂveÏ tehdy, kdyzÏ existuje index i ∈ {1, 2, . . . , n} takovyÂ, zÏe vektor u_i je lineaÂrnõÂ kombinacõÂ vektoruÊ u_1, . . . , u_{i−1},u_{i+1}, . . . , u_n.

Báze a dimenze vektorových prostorů – p.3/11

LineaÂrneÏ nezaÂvisleÂ vektory

NenõÂ-li posloupnost vektoruÊ u_1, u_2, . . . , u_n z V lineaÂrneÏ zaÂvislaÂ, rÏekneme, zÏe tato posloupnost je lineaÂrneÏ nezaÂvislaÂ.

Jinak rÏecÏeno, vektory u_1, u_2, . . . , u_n jsou lineaÂrneÏ nezaÂvisleÂ, jestlizÏe pro libovolnaÂ s_1, s_2, . . . , s_n ∈ T platõÂ

s_1·u_1 + s_2·u_2 + · · · + s_n·u_n = o =⇒ s_1 = s_2 = · · · = s_n = 0.

Báze a dimenze vektorových prostorů – p.4/11

NezaÂvislost Ð speciaÂlnõÂ prÏõÂpady

PlatõÂ:

jeden vektor u je lineaÂrneÏ nezaÂvislyÂ praÂveÏ tehdy, kdyzÏ u ≠ 0;

vektory u, v jsou lineaÂrneÏ zaÂvisleÂ praÂveÏ tehdy, kdyzÏ je jeden z nich naÂsobkem druheÂho;

pokud neÏkteryÂ z vektoruÊ u_1, u_2, . . . , u_n je o, pak jsou lineaÂrneÏ zaÂvisleÂ;

pokud jsou si neÏktereÂ dva z vektoruÊ u_1, u_2, . . . , u_n rovny, pak jsou tyto vektory lineaÂrneÏ zaÂvisleÂ; podposloupnost lineaÂrneÏ nezaÂvisleÂ posloupnosti vektoruÊ je lineaÂrneÏ nezaÂvislaÂ.

Báze a dimenze vektorových prostorů – p.5/11

JednoznacÏneÂ vyjaÂdrÏenõÂ vektoruÊ

VeÏta.

Vektory u_1, u_2, . . . , u_n jsou lineaÂrneÏ nezaÂvisleÂ praÂveÏ tehdy, kdyzÏ kazÏdyÂ vektor v ∈ ⟨u_1, u_2, . . . , u_n⟩ lze vyjaÂdrÏit ve tvaru v = s_1u_1 + s_2u_2 + · · · + s_nu_n pro jedinou n-tici (s_1, s_2, . . . , s_n) ∈ T^n.

VeÏta.

Pokud jsou vektory u_1, u_2, . . . , u_n lineaÂrneÏ nezaÂvisleÂ, pak pro vektor v jsou naÂsledujõÂcõÂ podmõÂnky ekvivalentnõÂ: i) v ∈ ⟨u_1, u_2, . . . , u_n⟩;

ii) vektory u_1, u_2, . . . , u_n, v jsou lineaÂrneÏ zaÂvisleÂ; iii) ⟨u_1, u_2, . . . , u_n, v⟩ = ⟨u_1, u_2, . . . , u_n⟩;

Báze a dimenze vektorových prostorů – p.6/11

Steinitzova veÏta o vyÂmeÏneÏ

VeÏta. Bud’ (V, +, ·) vektorovyÂ prostor nad teÏlesem (T, +, ·). Necht’ v_1, . . . , v_m, w_1, . . . , w_n jsou takoveÂ vektory z V, zÏe v_1, . . . , v_m ∈ ⟨w_1, . . . , w_n⟩, vektory v_1, . . . , v_m jsou lineaÂrneÏ nezaÂvisleÂ.

Pak platõÂ

m ≤ n, z vektoruÊ w_1, . . . , w_n lze vybrat vektory w^′_{m+1}, . . . , w^′_n takoveÂ, zÏe

⟨w_1, . . . , w_n⟩ = ⟨v_1, . . . , v_m, w^′_{m+1}, . . . , w^′_n⟩.

Báze a dimenze vektorových prostorů – p.7/11

StandardnõÂ prÏõÂklady v R^n

Rozhodnout, zda pro daneÂ vektory u_1, u_2, . . . , u_n, v ∈ R^n patrÏõÂ vektor v do lineaÂrnõÂho obalu ⟨u_1, u_2, . . . , u_n⟩.

Rozhodnout, zda daneÂ vektory u_1, u_2, . . . , u_n ∈ R^n jsou lineaÂrneÏ nezaÂvisleÂ.

Vybrat z vektoruÊ u_1, u_2, . . . , u_n ∈ R^n podposloupnost lineaÂrneÏ nezaÂvislyÂch vektoruÊ, ktereÂ generujõÂ stejnyÂ podprostor.

Metoda rÏesÏenõÂ:

PosklaÂdat vektory do sloupcuÊ a pouzÏõÂt Gaussovu eliminaci.

Báze a dimenze vektorových prostorů – p.8/11

BaÂze Ð deőnice

Bud’ (V, +, ·) vektorovyÂ prostor nad teÏlesem (T, +, ·). RÏ ekneme, zÏe konecÏnaÂ posloupnost u_1, u_2, . . . , u_n vektoruÊ z V je baÂze vektoroveÂho prostoru (V, +, ·), jestlizÏe vektory u_1, u_2, . . . , u_n jsou lineaÂrneÏ nezaÂvisleÂ, vektory u_1, u_2, . . . , u_n generujõÂ celyÂ prostor V. ( ⟨u_1, u_2, . . . , u_n⟩ = V )

Báze a dimenze vektorových prostorů – p.9/11

Existence baÂze

VeÏta.

Necht’ (V, +, ·) je nenulovyÂ vektorovyÂ prostor nad teÏlesem (T, +, ·). Existuje-li konecÏnaÂ podmnozÏina M ⊆ V takovaÂ, zÏe ⟨M⟩ = V, pak z kazÏdeÂ podmnozÏiny N ⊆ V s vlastnostõÂ ⟨N⟩ = V lze vybrat neÏjakou baÂzi prostoru (V, +, ·).

VeÏta.

Necht’ (V, +, ·) je nenulovyÂ vektorovyÂ prostor nad teÏlesem (T, +, ·). TvorÏõÂ-li posloupnosti vektoruÊ f_1, f_2, . . . , f_m a g_1, g_2, . . . , g_n dveÏ baÂze vektoroveÂho prostoru (V, +, ·), pak platõÂ rovnost m = n.

Báze a dimenze vektorových prostorů – p.10/11

Dimenze Ð deőnice

Je-li (V, +, ·) nenulovyÂ vektorovyÂ prostor nad teÏlesem (T, +, ·), kteryÂ obsahuje konecÏnou podmnozÏinu M ⊆ V takovou, zÏe ⟨M⟩ = V (a kteryÂ tudõÂzÏ maÂ i neÏjakou baÂzi) pak pocÏet vektoruÊ ktereÂkoliv baÂze tohoto prostoru se nazyÂvaÂ dimenze vektoroveÂho prostoru (V, +, ·).

Báze a dimenze vektorových prostorů – p.11/11