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Nezávislost vektorů — opakovánı́

Vektory u1,u2, . . . ,un jsou lineárně nezávislé, jestliže pro
libovolná s1, s2, . . . , sn ∈ T platı́

s1·u1 + s2·u2 + · · · + sn·un = o =⇒ s1 = s2 = · · · = sn = 0.

Vektory u1,u2, . . . ,un jsou lineárně nezávislé právě tehdy,
když každý vektor v ∈ 〈u1,u2, . . . ,un〉 lze vyjádřit ve tvaru
v = s1u1 + s2u2 + · · · + snun pro jedinou n-tici
(s1, s2, . . . , sn) ∈ Tn.
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Báze — opakovánı́

Konečná posloupnost u1,u2, . . . ,un vektorů z V je báze
vektorového prostoru (V,+, ·), jestliže

vektory u1,u2, . . . ,un jsou lineárně nezávislé,

vektory u1,u2, . . . ,un generujı́ celý prostor V.
( 〈u1,u2, . . . ,un〉 = V )

Ekvivalentně:

minimálnı́ množina generátorů

maximálnı́ lineárně nezávislá posloupnost vektorů
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Steinitzova věta a důsledky

Pokud existuje konečná množina generátorů v prostoru V,
pak

každou lineárně nezávislou množinu vektorů lze
doplnit na bázi,

z každé množiny generátorů lze vybrat bázi,

každé dvě báze majı́ stejný počet prvků,

tj. lze definovat dimenzi (počet vektorů v bázi),

vlastnı́ podprostor má menšı́ dimenzi.
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Souřadnice vektoru

Je-li α = (u1,u2, . . . ,un) báze prostoru V, pak každý vektor
v ∈ V lze vyjádřit ve tvaru v = s1u1 + s2u2 + · · · + snun pro
jedinou n-tici (s1, s2, . . . , sn) ∈ Tn.

Tuto n-tici (s1, s2, . . . , sn) ∈ Tn nazýváme souřadnice
vektoru v v bázi α. (Zde záležı́ na pořadı́ vektorů v bázi!)
Pı́šeme: v = (s1, s2, . . . , sn)α.

Přı́klady:

polynomy — Rn[x]— (n+ 1) dimenzionálnı́ prostor,
souřadnice polynomu v bázi α = (xn, . . . , x, 1) jsou
koeficinty tohoto polynomu.

R
n — souřadnice vektoru v kanonické bázi, přı́mo

složky vektoru.
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Přiřazenı́ souřadnic je izomorfismus

Necht’ α je báze n-dimenzionálnı́ho prostoru V nad tělesem
T . Uvažme zobrazenı́ φ : V → Tn, které vektoru přiřadı́ jeho
souřadnice v bázi α. Pak

φ je surjektivnı́

φ je injektivnı́

pro v = (s1, s2, . . . , sn)α a u = (t1, t2, . . . , tn)α máme
v + u = (s1 + t1, s2 + t2, . . . , sn + tn)α;
tzn. φ „zachovává“ operaci sčı́tánı́ vektorů

pro v = (s1, s2, . . . , sn)α a t ∈ T máme
(t · v) = (t · s1, t · s2, . . . , t · sn)α;
tzn. φ „zachovává“ operaci násobenı́ skalárem.

Celkem φ : V → Tn je izomorfismus vektorových prostorů.
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Řešenı́ standardnı́ch úloh

Řešenı́ standardnı́ch úloh v konečněrozměrných
vektorových prostorech (např. lineárnı́ obal, závislost,
hledánı́ báze) lze převést na řešenı́ stejných úloh v Tn.

Zde pak fungujı́ obvyklé postupy (Gaussova eliminace,. . . ).

Nestandarnı́ úloha — změna báze.
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Změna báze

Kanonická báze ε = (e1, e2, . . . , en) vektorového prostoru
Tn:

e1 = (1, 0, 0, . . . , 0, 0),

e2 = (0, 1, 0, . . . , 0, 0),

e3 = (0, 0, 1, . . . , 0, 0),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

en = (0, 0, 0, . . . , 0, 1)

Necht’ α = (u1,u2, . . . ,un) je báze Tn, přičemž známe
souřadnice vektorů ui v kanonické bázi ε.

Lze zjistit souřadnice libovolného vektoru v v jedné z bazı́,
pokud známe jeho souřadnice v bázi druhé?

Souřadnice, změna báze, hodnost matice – p.8/12



Matice přechodu — definice

Necht’ ε = (e1, e2, . . . , en) a α = (u1,u2, . . . ,un) tvořı́ dvě
báze prostoru (V,+, ·).
Necht’ pro každé j ∈ {1, 2, . . . , n} jsou uj = (a1j , a2j , . . . , anj)ε
souřadnice vektoru uj v bázi ε.
Pak čtvercová matice A = (aij) se nazývá matice
přechodu od báze α k bázi ε.

Matici budeme značit εPα.

Pozor: v literatuře nenı́ jednotné! Někde se tato matice
nazývá matice přechodu od báze ε k bázi α.

V předchozı́m je ε libovolná báze (nikoliv kanonická).
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Matice přechodu — vlastnosti

Pro libovolný vektor v a jeho souřadnice
v = (s1, s2 . . . , sn)ε = (t1, t2 . . . , tn)α platı́
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Dalšı́ vlastnosti:

εPα · αPβ = εPβ,

εPα = (αPε)
−1 nebot’ αPα = En,

matice přechodu jsou invertibilnı́.
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Hodnost matice — definice

Necht’ A = (aij) je matice typu m × n nad tělesem (T,+, ·).
Řádky matice A lze chápat jako uspořádané n-tice prvků
z T , a tedy jako prvky vektorového prostoru (Tn,+, ·).
Řádky matice A potom generujı́ jistý podprostor ve
vektorovém prostoru (Tn,+, ·).
Dimenze tohoto podprostoru generovaného řádky matice A

se nazývá řádková hodnost matice A.

Podobně dimenze podprostoru vektorového prostoru
(Tm,+, ·) generovaného sloupci matice A se pak nazývá
sloupcová hodnost matice A.
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Hodnost a elementárnı́ úpravy

Eřú neměnı́ podprostor vektorového prostoru (Tn,+, ·)
generovaný řádky matice A.
Neměnı́ se tak ani řádková hodnost matice A.

Eřú neměnı́ sloupcovou hodnost matice A.
(Podprostor generovaný sloupci matice se měnı́.)

Pro každou matici A = (aij) typu m × n nad tělesem
(T,+, ·) platı́, že jejı́ řádková hodnost je rovna jejı́
sloupcové hodnosti.

Můžeme tedy pro každou matici A = (aij) typu m × n

nad tělesem (T,+, ·) definovat hodnost matice A jako
společnou hodnotu řádkové a sloupcové hodnosti.
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