Kapitola 6

LL gramatiky

6.1 DefiniceLL (k) gramatik
Definice 6.1. Necht G = (N, X, P, S) je CFG, k > 1 je celé Cislo. Definujme funkci
FIRSTS : (NUX)T — P({w € * | |Jw| < k}) pFedpisem
FIRSTS () ={w e ¥ | (a =* wA |w| < k) V (o =" wz A |w| = k Az € £%)}
afunkci FOLLOWY : N — P({w € ©* | |w| < k}) pFedpisem
FOLLOW (A) = {w € ©* | § =* yAa, w € FIRSTS (a)}.

Necht'dale w = ajas . . . a, je libovolny fetéz. Pak klademe

ai...ar k<n
k:w=
w k>n

Poznamka 6.2. Necht'relace =, znacCi levou derivaci, =} jako obvykle jeji transitivni
a reflexivni uzavér. Neni tézké ukazat, ze pokud bychom v definicich funkci FIRST
a FOLLOW pouZzili =% namisto =*, obdrZime tytéZ mnoZiny terminalnich fetézU, tj.
napfiklad plati: FOLLOW {(A) = {w € £* | § =% zAa, w e FIRSTS (a)}. K tomu
staCi indukci ovéFit nasledujici dvé tvrzeni (pfi obvyklém znaCenia X, Y € (N U X) *):

D{we|vy=Tw}={wel |y="w} a

2)je-liYy ="yXBAvy="2 A=y, pakY =T 2 Xa A a =%y prongjakeé a.
Umluva: V daldim textu budeme i levé derivace znagit symbolem =- resp. = *, pokud
nebude feceno jinak.

Definice 6.3. Necht G = (N, X, P, S) je CFG, k > 1 je celé &islo. Rekneme, Ze G je
LL(Kk) gramatika, pravé kdyz pro libovolné dvé nejlevéjsi derivace (w € ¥ *)

(1) S="wAa = wla =" wr (6.1)
(2) S="wAa = wya =" wy , podminka (6.2)
3) k:x=k:y (6.3)

implikuje rovnost 3 = ~. (6.4)

Rekneme, 7e gramatika G je LL pravé kdy? je LL(k) pro n&jaké k € N, jazyk L je LL(K)
praveé kdyz existuje LL(k) gramatika G takova, Zze L = L(G).
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6.2 Vlastnosti LL gramatik
Véta 6.4. Kazda LL(k) gramatika je jednoznacna.

Dilkaz: Predpokladejme, Ze G' neni jednozna¢na. Pak existuje véta u € L(G), ktera ma
alespori dvé rlizné levé derivace:

(1) S ="wAa = wha =" wr =u

(2) S ="wAa = wya =" wy =u

kde A — 3 | ~ jsou dvé rlizna pravidla. Pak k : x = k : y =, ale 8 # ~, a tedy G neni
LL(K). O

Véta 6.5. Je-li G levorekurzivni, pak neni LL(k) pro zadné k.

Dlkaz: Necht G = (N, X, P, S). Bud’ A € N levorekursivni neterminal, tj. A =* A«
pro néjaké «. Jestlize o =* ¢, pak G neni jednoznacné, a tedy ani LL(k).

JestliZe @ A* ¢, necht o =* v,v € ¥+, a A =73 =* u, kde B A* Aa (pouZiti
pravidla, které jiZz nevede k levé rekurzi A =* Ac). Pak existuji levé derivace:

(1) S =*wAd' =" wAd*d =1 whaka’ =* wur*a’

(2) S =*wAd =* wAd*d =T wAFT o = w1
kde k : wv® = k : wokT!. SouCasné viak muselo byt (viz kroky =) v jisttm kroku
derivace (1), konkrétng v ¢asti A = 13, pouZito néjakého pravidla p,, které jiz nemdiZe vést
na levou rekurzi; v odpovidajicim kroku derivace (2), konkrétné v ¢asti A = T Aaq, ale bylo
pouZito jiného pravidla p,, které k levé rekuzi vede. Tedy p1 # po a G neni LL(k). O

Vé&ta 6.6. Necht G = (N, X, P, S) je CFG. Pak G je LL(K) pravé kdyz plati podminka:
Jsou-li A — aA — ~dvélibovolnartiznapravidlav P, pak pro véechny nejlevéjsi vétné
formy w A« plati:

FIRSTy(Ba) N FIRST . (ya) = 0.

Dlkaz: Predpokladejme, Ze existujiw, A, a, 3, v tak, jak uvedeno vyse, ale FIRST i (B3a)N
FIRST(va) # 0. Necht' 2z € FIRST ;.(Sa) N FIRST . (y«). Odtud (a z pfedpokladu o
wAa a z definice funkce FIRST) plyne existence dvou derivaci

S ="wAa = wla =" wry

S =*wAa = wya =" wrz
asouCasné k : xy = k : xz, protoze v € FIRST ,(Ba) N FIRST ,(ya) (je-li |z| < k, pak

y = e = z). JelikoZ mame [ # ~, pak G neni LL(K).
Naopak, predpokladejme, Ze G neni LL(K). To jest, existuji dvé rlizné derivace

S ="wAa = wha =" wx

S =*wAa = wya =" wy

takove,Ze k : v = k : y,ale B # . Tedy A — 3 a A — ~ jsou dvé rlizna pravidla, ale
mnoZiny FIRST(B«a) a FIRST ;(y«) nejsou disjunktni — obé obsahuji fetéz k£ : z. O
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Dlsledek 6.7. Necht G = (N, X, P, S) je CFG beze-pravidel. Pak G je LL(1) pravé kdyz
VA € N aprokazda dvértizna A-pravida A — 3, A — v z P plati

FIRST.(B) N FIRST:(7) = 0.

Dikaz: JelikoZ 3 A* ca~y #A* ¢, pak
Vo FIRST, (Bc) N FIRST, (o) = FIRST,(3) N FIRST: (7). O

Vé&ta 6.8. Necht G = (N, %, P, S) je CFG. G je LL(1) gramatika prave kdyzvVA € N a
pro kazda dvé rlizna A-pravidla A — 3, A — ~ z P plati

FIRST\(BFOLLOW (A)) N FIRST,(yFOLLOW {(A)) = { (6.5)

Dlkaz: Pro 3 # ~ provedeme rozbor po pfipadech:

e je-li B =* e a~ =* ¢, pak G neni jednoznatna. Tedy G neni LL(k) a soucasné
priinik (6.5) je neprazdny: je roven FOLLOW {(A).

o je-li 3 A* ca~y A ¢, pak tvrzeni plati diky ddisledku 6.7.

o je-lig A" ca~y =" ¢, pak z véty 6.6 pro tento pfipad plyne, Ze G neni LL(1), pravé
kdyZ existuje leva vétna forma wAa« tavova, Ze FIRST 1(3) N FIRST1(a) # 0,
préavé kdyZz FIRST(BFOLLOW 1(A))NFIRST(yFOLLOW {(A)) = {), protoZe
FIRST () C FOLLOW 1(A). ldenticky pro pfipad g =* cay A" ¢.

]

6.3 Syntakticka analyza LL (1) gramatik

Syntaktickou analyzu LL (k) gramatik Ize provadét deterministickym zasobnikovym auto-
matem automatem (DPDA). PoZadujeme v3ak, aby v pfipadé, Ze vstupni slovo patfi do
jazyka, automat navic poskytl informaci o struktufe véty (napfiklad jeji levé odvozeni, Ci
derivacni strom, resp. jednoznacné zakodovani tohoto stromu). Proto automat rozsifime
0 moznost zapisu vystupniho symbolu na (pfidanou) vystupni pasku Formalni definici
takového automatu s vystupem ponechavame ¢tenafi.

Syntaktickou analyzu ukazeme nejprve pro LL(1) gramatiky, pfiemz pfimo vycha-
Zime z tvrzeni véty 6.8.

Necht’je dana LL(1) gramatika G = (N, X, P, S), kde pravidla z P jsou ocislovana
i =1,...,card(P). Je-li w € L(G), pak levym rozborem w nazveme posloupnost Cisel
pravidel pouZitych v levém odvozeni véty w.

DPDA A provadgjici LL(1) syntaktickou analyzu vét z L(G) ma jeden stav, poca-
tecni obsah zasobniku je S$, kde S je kofen gramatiky G a $ je symbol nevyskytujici se
v gramatice. Automat akceptuje prazdnym zasobnikem. Oznatme M prechodovou funkci *
typu M: (NUXU{$})x (EUe) - {<a,i>|A— ajei-tépravidlov P} U

{odstran, pfijmi, chyba},
a je definovana takto:

1. ProtoZe automat ma jen jeden stav, v definci pfechodové funkce ho neuvadime.
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1. Je-li A — « i-té pravidlo, klademe M (A, a) =<a,i> provsechnaa € FIRST | (a).
Je-li téZ ¢ € FIRST; (), pak M (A, b) =<a,i> pro viechnab € FOLLOW; (A).
V obou pFipadech: je-li
2. M(a,a) = odstrafi, pro viechnaa € ¥ .
3. M($,¢e) = pFijmi. Automat vymaZe ze zasobniku symbol $ a akceptuje.
4. M(xz,a) =chyba,proz € ¥,z # a.
Uvedena pfechodova funkce M se téZ nékdy nazyva LL(1) tabulkou pro G, jeji
Cast zkonstruovana dle bodu 1 pak redukovanou L L (1) tabulkou. Diky VEté 6.8 se snadno
nahléne, Ze M je pfechodovou funkci deterministického PDA (s vystupem), a to pravé
kdyZ G je LL(1); v opaném pFipadé by M (A, a) obsahovala dvé riizné polozky < o, i >
a<f,j>prongakd A € N,a € XU {e}. Cinnost automatu Ize neformalné popsat takto:
1. Je-li na vrcholu zasobniku neterminal, feknéme A, pak automat ma (v obou pod-
pfipadech) udélat krok dle bodu 1 definice funkce M. Necht’ prvni symbol jesté
nezpracované Casti vstupu je a: automat provede e-krok, nahradi A na vrcholu za-
sobniku fetézem « a na vystup zapiSe i, tj. €islo pouZitého pravidla A — «.
2. Je-li na vrcholu zasobniku terminal, feknéme a a na vstupu je rovnéz a, pak (tak jako
u nedetermininistické analyzy shora dolll) automat precte ze vstupu a a z vrcholu
zasobniku a odstrani.
3. Je-li na vrcholu zasobniku symbol $ (indikujici ,,prazdny* zasobnik) a na vstupu je
(jiz jen) e (indikujici eof vstupniho souboru), automat akceptuje (vymaze zasobnik).
4. ve viech ostatnich pfipadech automat ukonci vypocet a neakceptuje.
VySe uvedené Gvahy lze formalizovat takto: mnoZinu konfiguraci K automatu .4 definujeme
jako (NUXU{$}H)* x (XUe)* x {1,...,card(P)}* reprezentujici obsah zasobniku, dosud
neprecteno Cast vstupniho slova a dosud vyprodukovany vystup. Pocatecni konfiguraci pro
vstupni slovo w je (5%, w, ). Na K definujeme binarni relaci (krok vypoc€tu) + takto:
1. (ax, Ay, m) F (ax,ay,mi) jestlize M(A,a) =<a,i>.
2. (az,avy,m)F (x,v,m) (pozn.:vtomto pfipadé je M (a,a) = odtran).
3. (5,%,7) F (g,e,m) , kde (g,e,m) je akceptujici konfigurace a 7 je levy rozbor
w € L(G).
Pro ostatni konfigurace neni krok vypoctu definovan. Pfipadné je mozné K rozsifit
o0 konfiguraci ,,chyba* a definovat:
4. (ax,X~,m)F chyba
Tvrzeni obsaZzené v bodé 3 je tfeba dokazat:

Véta 6.9. Necht G = (N,X, P,S) je LL(1) gramatika, j€jiz pravidla jsou ofislovana
i=1,...,card(P) anecht .4 s prechodovou funkci M jsou takové, jak definovano vyse.
Pak plati: (S$,w,e) F* (e,e,m) <= w € L(G) a~ jelevyrozbor w.

Dilkaz: Idea dlikazu: necht A/ je PDA provadéjici nedeterministickou syntaktickou ana-
Iyzu vét z L(G) zkonstruovany dle lemmatu o nedeterministické syntaktické analyze shora
dold. Lze ovéfit, Ze kazdy (sp&sny vypotet automatu N Ize simulovat vypoctem v A a téZ
i obracené, Ze ke kazdému akceptujicimu vypoctu v A existuje UspéSny vypocet automatu
N (po pfipadech dle definice pfechodovych funkci automatl A a A). JelikoZ nahrazovani
neterminalli na vrcholu zasobniku odpovida levé derivaci, je 7 je levym rozborem w. [
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6.4 SLL(k) gramatiky ajgich analyza

Pozorny Ctenar si jisté poloZil otazku, zda tvrzeni &ty 6.6 nejde z pfipadu & = 1 zobecnit
na k > 1. Uk&Zeme, Ze tomu tak neni. Nejprve se zabyvejme podminkou (6.5) z ety 6.6
zobecnénou pro k£ > 1.

Véta 6.10. Pro libovolnou redukovanou CFG G = (N, X, P, S) alibovolné k > 1 celé
jsou nasledujici dvé tvrzeni (6.6) a (6.7) ekvivalentni:

VAEN. VA —B|~. B#7: }
(6.6)
FIRST(BFOLLOW ;,(A)) N FIRSTx(vFOLLOW y(A)) = )

Prolibovolnédveélevederivace (1) S =" wAa = wha =" wx
(2) S="uwAd = w'yd =* w'y
(3) podminka k:z=Fk:y
implikuje rovnost 3 = ~.

(6.7)

Dlkaz: Negace tvrzeni (6.6) je ekvivaletni s tvrzenim:

JAeN. JA—= B |y. B#7:
3y € FIRSTy(BFOLLOW ,(A)) N FIRST (v FOLLOW 1(A)),

které je ekvivaletni tvrzeni:

JAeN. 3JA— (| v:
S :>z wAd, Yy < FIRSTk(ﬁ(Sl),
S =% w'Ady, ye FIRST(v62) a8 # 7,

coZ je ekvivalentni negaci trvrzeni (6.7) — viz definice FIRST, FOLLOW a poznamka 6.2.
]

Je tedy vidét, Ze kazda gramatika spliujici podminku (6.7) je LL(k) gramatikou, ale
obracené tvrzeni neplati: Ize ukazat (viz nize), Ze pro kazdé k& > 1 existuje LL(k) gramatika
takova, Ze nesplfiuje podminku (6.7). Ma tedy smysl definovat tzv. SLL(k) gramatiky, a to
(napriklad) takto:

Definice 6.11. Necht'G = (N, X, P, S) je redukovana CFG, k > 1 je celé Cislo. fekneme,
Ze G je SLL(K) gramatika, prave kdyZ pro libovolné dvé nejlevéjsi derivace (w € X *)

(1) S="wAa = wla =" wx

(2) S="wAd = w'yad =" w'y , podminka

3) krx=k:y

implikuje rovnost g = ~.

Rekneme, 7e gramatika G je SLL pravé kdy? je SLL(K) pro njaké k € N, jazyk L je
SLL(K) pravé kdyz existuje SLL(K) gramatika G takova, Ze L = L(G).

Je tedy vidét, Ze syntaktickd analyza SLL(K) gramatik je pfimoCarym rozsirenim
syntaktické analyzy LL(1) gramatik. Detaily (zatim) ponechavame Ctenari.
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6.5 Priloha: algoritmy pro vypocet funkci FIRST a FOLLOW

Necht'X je abeceda, L, Lo, C ¥*, k > 1. Definujeme funkci @ : ¥* x ¥* — X* takto:
Li @k Lo ={w | w=Fk:xy pronjakd = € L1,y € Lo}.

Je dana gramatika G = (N, X, P, S) afetézeca =Y - Yo ----- Y, kde Y, = NUX.
1) Flp(x) ={z}proz € X
2) Vypocet FI(x)prox € N:

Necht N = {X;, Xo,..., X,,}. Budeme poCitat hodnotu F'I;(X;) sou€asné pro
vSechny neterminaly ( = 1, ..., n). Necht'vSechna pravidla pro neterminal X ; jsou

tato:
Xy =YY YP YR Y
Potom
FI]C(XZ) = [ka(Yll) Dr FI]C(Y;) P ... Dr FIk(Yk,ll)]
U...U

[ FIk(Yll) Dr FI].C(Y;) Pk ... Dk FIk(Ykll) ]
Hodnoty F'I;(X;) jsou pevnymi body uvedené soustavy rekurzivnich rovnic. Poca-
tecni hodnoty jsou FI,(X;) = 0.
3) FIRST(a) = FI,(Y1) @k FI(Y2) @k - - - ®r FI(V7)

Je déna gramatika G = (N, X, P, S). Funkce F'O je definovanapro A € N.
Postupné pocitame hodnoty: F'O4(A) pro viechny A € N,
FO5(A) provSechny A € N

FO(A) proviechny A ¢ N

PFi vypoCtu F'O,(A) postupujeme nasledovné:
1) FO,(S) := {€} pro pocatecni neterminal S.
FO,(A) := () pro ostatni neterminaly.
2) Pro kaZzdé pravidlo tvaru: B — oA € P, kde 3 # €

FO;(A) := FO;(A) U[(FLi(B3) — {e}) ®i FO;—1(B)]

3) OPAKUJ
Pro kazdé pravidlo tvaru: B — oA € P, kde 3 = eneboe € FI,(5)

Tak dlouho, dokud se nedosahne pevného bodu.
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6.6 Transformacegramatik doLL (1) tvaru

e odstranéni levé rekurze
e leva substituce — odstranéni konfliktu FIRST-FIRST
e pohlceni pravého kontextu — odstranéni konfliktu FIRST-FOLLOW



