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UVvoD

Tento ucebni text je sbirkou feSenych i netfeSenych piiklada, které
maji slouzit pro potiebu cviceni k predmétim Zaklady matematiky a
Linearni algebra a geometrie I. Konkrétni usporadani prikladd je vzdy
provedeno tak, ze odpovida ¢lenéni probirané latky v ucebnich textech
k obéma uvedenym predmétim. Z téchto textd je rovnéz disledné
prevzata i veskera symbolika a nazvoslovi.

Ucebni text obsahuje celkem 1800 prikladd a cviceni, ze zna¢né ¢asti
ptvodnich. Jsou zastoupeny jednak ukézkové vytesené piiklady a jed-
nak (a to z pfevazné ¢asti) tlohy uréené k samostatnému procvi¢ovani.
Obtiznost téchto tloh je na zdkladé dlouholetych zkuSenosti autora zvo-
lena tak, aby odpovidala Grovni a moznostem bézného posluchace. Je
zafazeno i dostateéné mnozstvi jednodussich piikladd, jejichz vyresSeni
by mélo pfinést jisté uspokojeni i slabsimu studentovi, a tim jej dale
motivovalo. Zajemce o feSeni obtiznych tloh, resp. tloh presahujicich
ramec zminénych kurzt je mozno odkazat na literaturu a sbirky prikladt
uvedené na konci textu. Seznam literatury obsahuje kromé titult
pokryvajicich a rozsitujicich studovanou problematiku téz tituly posky-
tujici rizné zajimavé pohledy na ni. Cizojazy¢né monografie jsou uve-
deny predevsim z jazykovych divodi.

Mnozstvi uvedenych piikladi by mélo byt dostacujici k tomu, aby
prace ve cvicenich byla zajimavd a umoznovala vyucujicimu individu-
alizovat praci studentti. Na druhé strané by samostatné feSeni téchto
prikladd mélo studenttim pomoci zlepsit jejich pocetni zruc¢nost a ulehdit
jim aktivni zvlddnuti studované problematiky.

Autor textu si je védom toho, 7e i pres veSkerou péci, kterou jeho
pripravé vénoval, se v ném asi obc¢as objevi chyba nebo preklep. Bude
proto vdécen za upozornéni na jakékoliv nedostatky v textu a uvitd
v8echny naméty k jeho zlepSeni.



ZAKLADNI POUZITE SYMBOLY A OZNACENT.

N pfirozend ¢isla, tzn. {1,2,3,4,...}
Z cela cisla
k-Z mnozina vSech celych nasobkt c¢isla k,
kde k>0 je pevné celé ¢islo
Q racionalni ¢isla
Q"  Kkladna raciondlni ¢isla
R realna cisla
R*  kladn4 redln4 ¢isla
C komplexni ¢isla
Z,, mnozina v8ech zbytkovych tfid podle modulu m
a,b) uzavieny redlny interval, tzn. {x € R|a <z < b}

b
a,b) otevieny redlny interval, tzn. {z € R |a < z < b}
nebo usporddand dvojice prvki

systém vSech podmnozin mnoziny A
BA systém vSech zobrazeni A — B
- neostrd mnozinova inkluze

ostra mnozinova inkluze

Vgechny ostatni pouzité symboly a oznaceni jsou prevzaty z ucebnich
texti pro predméty Zaklady matematiky, resp. Linearni algebra a
geometrie I. nebo jsou primo vysvétleny u prislusnych prikladu.



I. RESENE PRIKLADY

Tato ¢ast textu obsahuje celkem 36 vyresenych prikladi vztahujicich
se k probirané problematice. Priiklady zachovavaji poradi v jakém
jsou jednotlivé celky v ucebnich textech razeny za sebou, avSak nejsou
formalné rozdéleny do kapitol a paragrafi. Kazdy ctenar jisté i bez
napovédy pozna, kam ma ktery priklad zaradit.

Priklady jsou vybirany s imyslem ukazat zdkladni obraty a pocetni
postupy pouzivané pii feSeni konkrétnich tloh a cviceni vztahujicich
se k dané problematice. Vzhledem k omezenému rozsahu textu neni
samoziejmé mozné zaradit vSechny typy tloh, které jsou v dalSich
kapitolach procvicovany. Ze stejného divodu nejsou téz uvedeny ty
priklady, které jsou jako ukazkové zarfazeny a vyfreSeny v ucebnich
textech ze zdkladi matematiky a linearni algebry I.

U nékterych vyteSenych piikladi je formou pozndmky uvedeno
shrnuti ¢i zobecnéni daného problému, resp. upozornéni na dilezité
momenty, které by si pti feSeni daného typu problémt mél kazdy dobie
uvédomit.

PRIKLAD 1. Dokazte, ze pro kazdé redlné &slo a > 0 a pro kazdé
celé ¢islo n > 2 plati nerovnost:

(1+a)™ > 14+ na.

Refeni: dtkaz provedeme matematickou indukci vzhledem k n.
Necht tedy je a € R A a >0. Pak:

a)pron = 2je: (14+a)®> =1+ 2a+ a®> > 1+ 2a, protoze podle
predpokladu je a®> > 0. Ukd4zali jsme tedy, ze pro n = 2 dokazované
tvrzeni plati.

B) predpokldddme, Zze dokazované tvrzeni plati pro 2,...,n — 1
(tzn. n > 3) a budeme dokazovat jeho platnost pro n. Podle prévé
vysloveného ptredpokladu plati: (1 + a)”' > 1+ (n — 1)a. Déle je
a>0atedy 1+ a >0 apo vynasobeni obou stran posledni nerovnosti
¢islem 1+ a tak dostaneme:

(14+a)">0+m—-1a)-(14+a)=14+na+ (n—1)a*.
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Ale (n—1)-a*> >0 (pro¢?), atedy: 1+ na+ (n—1)a*> > 1+ na,
tzn. dohromady: (14+a)™ > 14 n-a, coz jsme méli dokézat.

Poznamka: predchozi priklad je ukazkou dikazu matematickou
indukci. Uvédomte si, ze aby pouziti matematické indukce pri dikazu
néjakého tvrzeni viibec prichazelo v tivahu, musi mit toto tvrzeni urcity,
specificky tvar ( za jistych predpokladu plati vyrok V' (n), pro kazdé celé
¢islo n > ng ) . Na druhé strané vak, mé-li dokazované tvrzeni uvedeny
tvar, neznamena to, ze se pri jeho dikazu matematicka indukce pouzit
musi.

PRIKLAD 2. Necht I je neprazdna indexova mnozina, necht A; (pro
i € I) a B jsou mnoZiny. Dokazte, Ze plati:

B-J4=B-4).

i€l i€l

Reseni: jednd se o rovnost mnozin, kterou dokazeme tak, ze postupné
dokazeme dvé mnozinové inkluze, a to:
a) « C ” .
necht z € B— |J A;. Pak jex € B azdroven z ¢ |J A;. Tedy, z € B a
il i€l
zéroven x ¢ A; pro kazdé i € I, coz v8ak znamend, 7e © € B — A; pro
kazdé i € T. Dostévame tak, 7e x € () (B — A;).

iel
b) “277:
ze€ N(B-4;)) = xze€B-A;,prokazdéi €] = z€BAzxz¢A,,
iel
prokazdéiel = xze€eB Az¢|JA = zeB-J 4.
i€l i€l

Poznamka: uvedené reseni ukazuje typicky dikaz mnozinové rov-

nosti. Pfi jeho zdpisu obvykle misto slovnich komentéit (viz a))
logickych spojek (viz b)).
Mame-li v dokazovani mnozinovych rovnosti dostate¢nou praxi, miazeme
Casto postupovat tak, Ze uvedenou rovnost dokazujeme “najednou”,
pomoci tetézce ekvivalentnich vyroki, jak je ukdzadno v nésledujicim
prikladu. Pritom je vSak tfeba v kazdém kroku peclivé “hlidat”, ze
skutecné plati obé implikace, tj. jak “="7 taki “<=".
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Poznamenejme jesté, Ze pii riznych mnozinovych tivahach je casto
potieba vyjadrit skutecnost, ze dany prvek nelezi v pruniku, rep.
sjednoceni, resp. rozdilu dvou mnozin. Ziejmé plati:

r¢ AUB <= z¢A N x2¢DB
t¢ ANB <<= x¢A V z¢B
r¢ A-B <= z¢A V z2z€B

Vsimnéte si, jak se tyto obraty pouziji pii feseni nasledujiciho prikladu.

PRIKLAD 3. Necht A, B, C jsou mnoziny. Dokazte, 7e plati:
A+(B+C)=(A+B)+C
kde symbol + znad¢i symetrickou diferenci mnozin, tj.

X+Y=(X-Y)u(l-X).

Reseni:

r€EA+(B+(C) =
z€[A-—(B-C)U(C-B)]U[(B-C)U(C-B)) — 4] <
[teA N (¢ B-C ANx¢C—-B)] Vv
[teB-C V ze€C—-B) N z¢ A]
[teAN (z¢gBVzel) N(z¢(CVaxzeB))]V
[((zeBAz¢(C)V (z€eCAN2¢B) Nx¢Al —
(xeANz¢BAz¢C)V (reANzeCNzeEB)V
(xeBANz¢CANzgA) V(zeCANz¢gBANz¢gA) —
[t€eANz¢BANzgC)V (¢ ANzeBANz¢gC)]V

[t¢d ANz ¢BANzeC)V (recANzeBANzel)] —
[(zeANz¢B)V (t¢ANz€EB) N g¢C]V

[teC AN ((z¢ AVzzeB) N(z¢ BVzed)]
[t€eA—B VvV xzeB—-A) N z¢C] V

[teC N (¢ A—B AN zx¢B—-A)] =
2€[(A=B)U(B-4) — C] U [C — (A=B)U(B-4))] =
x€(A+B)+C.
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Pozniamka: pro zdkladni mnozinové operace, tj. U, N, —, +, X
plati ¢etnd pocetni pravidla (vySe uvedeny piiklad je ukdzkou jednoho
z nich). Zndme-li tato pravidla, pak je miZeme mnohdy téz pouZit
k diikazu rovnosti dvou mnozin. Neni tedy diikaz pomoci mnozinovych
inkluzi jedinou moznou metodou, jak dokézat rovnost dvou mnozin.

Naptiklad, vime-li, Ze pro libovolné mnoziny A, B, C plati (rozmyslete
si podrobné, Ze tomu tak skutetné je) :

ANB=BnA , AUB=BUA
AN(BNC)=(ANB)NC , AU(BUC) = (AUB)UC
AN(BUC)=(ANB)U(ANC) , AU(BNC) = (AUB)N(AUC)

pak mtizeme pomoci téchto “pocetnich pravidel” lehce spocitat nasledu-
jici priklad.

Poznamenejme jesté, ze aktivni zvladnuti takovych vzorcti znamena,
Ze je umime pouZivat nejenom “zleva doprava” (tzn. tak, jak jsme
navykli je ¢ist), ale také podle potfeby i “zprava doleva” a déle, Ze
v nich jeden symbol (pismeno) umime kdykoliv nahradit libovolnym
jinym symbolem, resp. skupinou symboli.

PRIKLAD 4. Necht A, B,C jsou libovolné mnoziny; dokaite, 7e
plati:

(AUB)N (AUC) N (BUC) = (ANB) U (ANC) U (BNC).

Reseni: uzitim vztaht uvedenych v predchozi pozndmce dostavime:
(AUB)Nn(AuC)n(BUC) = (Au (BNnC) N (BUC) =
(AN(BUC)) U ((BNCYN(BUC)=(ANB)UANCYU(BNCO)

¢imz je uvedeny vztah dokdzan (poznamenejme snad jesté, Ze v posled-
nim kroku jsme kromé jiz zminénych vztahi téz pouzili zfejmou rovnost :
(BNC)nNn(BUuC)=BnNnC(C).

PRIKLAD 5. Necht g; je relace mezi mnozinami A, B pro kazdé
i € I (kde I # 0 je ngjakéd indexova mnozina) a necht o je relace mezi
mnozinami B a C. Dokazte, ze plati:

UOUQi ZU(UOQi)-

i€l i€l
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Reseni: na levé i pravé strané dokazované rovnosti jsou relace mezi
mnoZzinami A a C, tzn. jisté podmnoziny kartézského soucinu A x C'.
Dokazovana rovnost je tedy rovnosti mezi dvéma mnozinami a budeme
ji dokazovat tak, ze ovéfime platnost obou mnozinovych inkluzi :

“C”: (z,y) €00 | 0i = (podle definice slozené relace) existuje
iel
b € B takové, 7e (z,b) € J 0i A (b,y) € 0. Potom (podle definice
i€l
mnozinového sjednoceni) existuje index k € I tak, ze (z,b) € gg, tzn.

(z,y) € 000, neboli (z,y) € U (000i).
icl

“27: (x,y) € U(oow) = (podle definice mnozinového
icl
sjednoceni) existuje index k € I tak, e (z,y) € 0oy — (podle

definice sloZené relace) existuje prvek b € B takovy, ze (x,b) € gr A

(byy) €o = (z,0)e Uoi N (byy) €0 = (z,y) €00 0i.
i€l el

PRIKLAD 6. Nechf na mnoziné M je déna relace o, kterd je
reflexivni a tranzitivni.

Dokazte, Ze pak relace oMo !

je ekvivalenci na mnoziné M .

Reseni: musime dokézat, Ze relace oN o' je:

a) reflexivni:
necht z € M je libovolny prvek. Ale relace o je podle predpokladu
reflexivni, tzn. plati zox, odkud dale podle definice inverzni relace
dostavame, e xp 'x. Dohromady je tak: z (o N o ')z a tedy relace
oNo~! je reflexivni.

b) symetricka:
necht z (0N o™ 1) y. Pak zgy A zo 'y, odkud podle definice inverzni
relace dostdvame: yo 'z A yor. Tedy: y(oNo )z arelace gNo !
je symetricka.

¢) tranzitivni:
necht z (oNo )y A y(eNo 1) z. Pakzoy A o 'y A yoz A yo ‘2.
Prepsanim a uzitim definice inverzni relace dostavame: zoy A yoz,
resp. zpy A yozx, odkud podle predpokladu o tranzitivité relace g je:
roz A zpr , neboli zgz A xo 'z. Dohromady pak: z(oNg !)z a
relace oMo' je tedy tranzitivni.
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PRIKLAD 7. Dokazte, ze piedpis f tvaru:
f(x)=49z+1 , prokazdé z € (0,2)

definuje zobrazeni intervalu (0,2) do intervalu (1,100) a rozhodnéte,
zda toto zobrazeni f je injektivni, resp. surjektivni.

Reseni:

a) abychom dokézali, Ze piedpis f definuje zobrazeni (0,2) — (1, 100),
musime ukézat, Ze pro libovolné z € (0,2) plati, ze f(z) € (1,100).

Necht tedy x je redlné ¢islo: 0 < z < 2. Pak po vyndsobeni ¢islem
49 a pricteni 1 dostavame:

49-04+1<49-24+1<49-2+1 <100,

neboli: 1 < f(z) < 100.
b) budeme dokazovat, Ze zobrazeni f je injektivni.
Necht z,y € (0,2) takové, ze f(z) = f(y). Potom 492+ 1 =49y + 1,
odkud plyne, ze z = y. Tim jsme dokazali, Ze zobrazeni f je injektivni.
c¢) z uvahy provedené v a) je vidét, ze pro 0 < z < 2 dostdvame:
1< f(z) <99, a tedy napt. redlné ¢&slo 99 € (1,100), pficem? toto
¢islo 99 nemad pii zobrazeni f zadny vzor. Tedy vidime, ze dané zobra-
zeni f neni surjektivni.

PRIKLAD 8. Zobrazeni f : 2N — N je definované takto: pro kazdé
Ae2Nje

1 je-li mnozina A konec¢na

=

ap+1 kde ag je nejmensi ¢islo z A, je-li A nekoneéna .
Rozhodnéte, zda zobrazeni f je injektivni, resp. surjektivni.

Reseni:

a) zobrazeni f neni injektivni, nebot napiiklad pro A = {1,2},
B =1{1,2,3} plati: A# B a f(A) = f(B).

b) zobrazeni f je surjektivni, nebot pro libovolné ¢islo u € N plati:
- je-li u = 1, pak jeho vzorem pfi zobrazeni f je napf. mnozina {1,2}
- je-li u # 1, pak jeho vzorem pii zobrazeni f je napf. mnozina A tvaru

A={zeN|z>u—-1}={u-1,u,u+l,u+2,...}.
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PRIKLAD 9. Naleznéte néjaké bijektivni zobrazeni f otevieného
intervalu (0,1) na uzavieny interval (0,1).

Reseni: Zakladni myslenka konstrukce zobrazeni f bude spocivat v
tom, Ze C&st prvkd intervalu (0,1) zobrazime identicky a ¢ast prvki
budeme “presouvat od stredu tohoto intervalu ke krajim”, a to takto:

a) vezmeme mnozinu ¢&isel tvaru

2" —1 L., 1 3 7 15
W prOﬂEN,tJ.Clsla Z,g,E,3—2,...

prvni z nich “pfesuneme” do bodu 0 a dale pak na uvolnéné misto
“presuneme” vzdy nésledujici ¢islo z uvazované mnoziny
b) stejny trik provedeme v pravé poloviné intervalu (0, 1) s ¢isly tvaru
2"+ 1 ., 3 5 9 17
ST pro n € N, tj. s ¢isly 18 16 320
Zbyvajici ¢isla z intervalu (0, 1) zobrazime identicky na sebe. (Nakreslete
schematicky obrazek a uvédomte si, ze popsand konstrukce muze byt
Uspésnd jediné tehdy, kdyz piesouvanych ¢isel bude nekoneéné mnoho.)
Piesné feceno a zapsano: necht M = {2;,% | n=1,2,3,...}; pak
zobrazeni f : (0,1) — (0, 1), definované pro x € (0, 1) takto:

2

{23:—1 jelize M
x jeliz ¢ M

fz) =

je zfejmé injektivni, nebot pro z,y € (0,1) A x # y z popsané kon-
strukce plyne, ze f(z) # f(y).
Zobrazeni f je rovnéz surjektivni, nebot pro libovolné y € (0, 1) plati:

- n . v n+1
je-iy = 22n$11 pron =0,1,2,..., pak jeho vzorem pii f je ¢islo QQH—J}I,

resp. neni-li y tohoto tvaru, pak jeho vzorem pfi zobrazeni f je opét
¢islo y .
Dohromady dostéavame, Ze zobrazeni f : (0,1) — (0, 1) je bijektivni.

Poznamka: mame-li dvé koneéné mnoziny A, B, pak mezi nimi
nékdy lze a nékdy nelze sestrojit bijektivni zobrazeni. Ptesnéji feceno,
bijektivni zobrazeni A — B existuje pravé tehdy, kdyz mnoZiny A, B
maji stejny pocet prvki.

Pro nekoneéné mnoziny je situace v tomto sméru do jisté miry
podobnd, i kdyZ je potieba pfi ivahiach o “stejném poctu prvkd” (ve
smyslu existence bijekce) byt mnohem opatrnéjsi. Vime napt., Ze mezi
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mnozinami N a Z, resp. N a Q, resp. Z a Q existuji bijekce (zopakujte
si, jak tyto bijekce vypadaji!), avSak nasledujici priklad ukdze, ze nelze
sestrojit bijektivni zobrazeni napf. mezi mnozinami N a R. Vidime
tedy, ze i mezi nekoneénymi mnozinami bijektivni zobrazeni nékdy lze a
nékdy nelze sestrojit.

PRIKLAD 10. Nechf f : N — R je libovolné, pevné zobrazeni.
Dokazte, Ze zobrazeni f neni surjektivni.

Reseni: v dikazu pouzijeme nékteré vlastnosti redlnych ¢isel, zndmé
ze stiedni Skoly. Konkretné, kazdé realné ¢islo x lze zfejmé jednoznacné
zapsat ve tvaru:

z=z+d , kde z€Z A de{0,1).

Pifitom kazdé ¢islo d z intervalu (0,1) ma v dekadickém tvaru jed-
noznalny zapis (vyloucime-li zdpisy, ve kterych se od jistého desetinného
mista stile opakuje ¢islo 9), ktery oznacime takto:

d=0,dydyds ... d, ...

kde d; znaci dekadické cifry, tzn. d; jsou cela ¢isla A 0<d; <9.
Mame-li tedy dané zobrazeni f : N — R, pak lze podle predchozi
uvahy jednoznacné psat :

f(l) =21 +0,d11d21d31 dnl
f(2) =20 + 0, diadaadss ... dpa - ..

fn) =2z, + 0, dindandsn ... dpy - -

Dikaz, ze zobrazeni f : N — R neni surjektivni provedeme nyni tak,
7e nalezneme konkretni realné ¢islo, které pii zobrazeni f nemd zadny
vzor. Zvolme ¢&isla ay ,as,a3,...,ay,,... z mnoziny {0, 1} tak, Ze

a1 Zdin, asF#doea, a3 Fdsz, ..., anF dpn,
(uvédomte si, Ze je to opravdu mozné udélat). Potom napf. ¢islo
a=0,aaa3 ...0ay, ...
(zapsano dekadicky) je redlnym ¢islem, pficemz zfejmé pro kazdé k € N

je f(k) # a. Tedy ¢islo a € R nemd p¥i zobrazeni f zadny vzor, coz
znamena, ze zobrazeni f neni surjektivni.
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PRIKLAD 11. Na mnoziné C vsech komplexnich &isel je definovana
relace g takto: pro a+bi,c+di € C je

(a+bi)o(c+di) <= (a<ec) V (a=c AN b<d).
Dokazte, ze o je relaci linedrniho usporadani na C.

Reseni: dokazujeme, Ze relace o je:

a) reflexivni:
necht (a + bi) € C libovolné. Pak podle definice relace ¢ je zfejmé
(a+ bi) o (a+bi).

b) antisymetricka:
necht (a+bi) o (c+ di) A (¢ + di) o (a+ bi) . Pak podle definice relace g
musi byt a =cAb<dAd<b,odkud dostavame, ze (a+bi) = (c+di) .

¢) tranzitivni:
necht (a + bi) o(c+di) A (c+di)o(e+ fi). Pak:

((la<e) V(a=ec Ab<d) AN ((c<e) V (c=e ANd<Lf))

odkud rozborem v$ech moznosti vychazi, ze (a + bi) g (e + fi).

d) aplna:
necht (a + bi), (c + di) € C libovolné. Pak je ziejmé bud a < ¢ nebo
¢ < a nebo a = c, resp. kromé toho je b <d nebo d <b. Rozborem
v8ech moznosti vychazi, ze (a + bi) o (c+ di) nebo (c+ di) o (a + bi).

Dohromady tak dostédvame, Zze p je relaci linedrniho usporadani na
mnoziné vSech komplexnich ¢isel C.

Poznamka: v piedchozim piikladu se ndm podafilo mnoZinu C
vSech komplexnich ¢isel linedrné usporadat. Jeji hasseovsky diagram si
muzeme schematicky predstavit tak, ze vezmeme ty pfimky v rovinég,
které jsou rovnobézné se souradnou osou y a vSechny tyto piimky
postupné smérem odleva doprava “poskladame” nad sebe.

Na druhé strané je uziteéné si uvédomit, ze toto linedrni usporadani
mnoziny C nemd vSechny vlastnosti, na které jsme zvykli u “obvyklého
usporadani c¢isel podle velikosti” na mnozinach N, Z, Q nebo R.
Napriklad zndmé vlastnost:

a<b N ¢c>0 = a-c<b-c

ziejmé pro vySe definované uspoifdddni p na C neplati (uvedte pro-
tipiiklad).
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PRIKLAD 12. Necht A je libovolnd pevna mnozina. Dokazte, ze
potom (24,+) je komutativni grupa.

Reseni: zfejmé pro libovolné A je 24 # () a déle je rovnéz ziejmé, ze
symetrické diference + je operaci na mnoziné 24, pfic¢emz tato operace
je jisté komutativni.

Podle Prikladu 3 je operace + téz asociativni a dostavame tak, ze
(24,+) je komutativni pologrupa.

Déle ukadzeme, ze (24, <) ma neutralni prvek, jimz je ¢ :
nechf X € 24 libovolné; potom plati: X +f = (X -0)uU (0 —X) = X.

Nakonec ukézeme, 7e ke kazdému prvku X € 24 existuje prvek
inverzni, jimz je v tomto pripadé opét prvek X :
podle definice + v8ak plati: X + X = (X -X)U (X -X) = 0.

Dohromady jsme tedy dokéazali, ze (24,+) je komutativni grupa.

PRIKLAD 13. Necht (G,-) je pologrupa. Dokazte, 7e nasledujici
vyroky jsou ekvivalentni:

(i) (G,-) je grupa
(ii) existuje prvek e € G tak,7e e-a=a prokazdé a€ G A
ke kazdému prvku a € G existuje x € G tak,7e z-a=e.

Reseni:

“(i) = (ii)” : zfejmé plati, nebot za prvek e vezmeme jednicku grupy
(G, ") a za prvek x vezmeme prvek a ! .

“(ii) = (i)” : necht a € G je libovolny prvek. Pak podle (ii) existuje
prvek x € G a existuje prvek y € G tak, ze plati:

r-a=e a y-r=e.

Nyni nejprve dokazeme, ze prvek e je neutrdlnim prvkem pologrupy
(G,-). Ale podle (ii) je: e-a =a a dale plati:

a-e=e-(a-e)=(y z) (a-e)=y-(r-a)-e=y-(e-e)=y-e=
=y-(z-a)=(y-z)-a=e-a=a.

Nakonec dokdZeme, ze prvek z je inverznim prvkem k prvku a. Ale
podle (ii) je: z-a =e a déle plati:

a-z=e-(a-z)=(y-z) - (a-z)=y-(z-a)-z=y-(e-z)=y-z=e¢.

Dokézali jsme tak, ze (G,-) je grupa, tzn. plati (i).
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Poznamka: predchozi piiklad je velmi uZite¢ny pro praktické vypoc-
ty, nebot ndm ukazuje, ze pii zjistovani toho, zda je dand pologrupa
grupou, sta¢i (bez ohledu na komutativnost ¢i nekomutativnost operace)
ovéfovat pouze “polovinu” definice neutralniho prvku a odpovidajici
“polovinu” definice inverzniho prvku. Jinak feceno: k tomu, abychom
dokazali, ze dana pologrupa je grupou staci dokazat, ze tato pologrupa
ma ”levou jednicku” a kazdy jeji prvek ma ”levou inverzi” .

D4 se ocekavat, ze k predchozimu tvrzeni bude platit tvrzeni analo-
gické, v némz se pouzije ”druhd polovina” definice neutralniho prvku a
”druhé polovina” definice inverzniho prvku. Skuteéné je tomu tak (viz
cvifeni [2.1.B18]), tzn. plati, 7e dand pologrupa je grupou pravé tehdy,
kdyz v ni existuje ”prava jednicka” a ke kazdému jejimu prvku existuje
”prava inverze” .

PRIKLAD 14. Na mnoziné G = {a,b,c,d} je dana operace

tabulkou :
a b ¢ d
a a ¢ b d
b c b ¢ a
c b ¢ b a
d a b b d

Naleznéte vSechny podgrupoidy, resp. podpologrupy, resp. podgrupy
zadaného grupoidu (G, ).

Reseni: nejprve uvazujeme postupné viechny neprézdné podmnoziny
mnoziny G (kterych je celkem 15) a vySetfujeme, zda jsou uzavieny
vzhledem k operaci -. Po jednoduchém vypoc¢tu dostavame celkem 6
podgrupoidi (H;,¢), 1<i <6, grupoidu (G,), a to pro

H1 = {a}, HQ = {b}, H3 = {a,d}, H4 = {b,C}, H5 = {a,b,c}, H6 =dG.
Déle ovérujeme, zda v nalezenych podgrupoidech plati asociativni
zdkon. Vyjde, ze v (Hs,:) a (Hg,) neplati (nebot napi. a- (a-b) =

b# c= (a-a)-b), resp. v ostatnich pfipadech plati. Dostavame tak
celkem 4 podpologrupy grupoidu (G, ), a to:

(Hla')a (HQa')v (H3,-), (H4a')'

Nakonec vysetfujeme, které z podpologrup jsou podgrupami. Ziejmé
(Hs,-) podgrupou neni (neexistuje v ni neutrdlni prvek), kdezto ostatni
jsou. Dostavame tak celkem 3 podgrupy grupoidu (G,-), a to:

(Hi,.), (Hs,.), (Hy,.).
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PRIKLAD 15. Nechf A je libovolna neprazdnd mnozina. Uvazme
mnozinu 24 s operacemi symetrické diference + a mnozinového primniku
N. Potom:

a) dokazte, ze (24,+,N) je komutativni okruh s jednickou

b) rozhodnéte, pro jaké A je tento okruh oborem integrity .

Reseni:

a) pro mnozinu 24 s operacemi + a N ovéfime definici komuta-
tivniho okruhu s jednickou:

1. plati, ze (24, +) je komutativni grupa (viz Piiklad 12 ) ; pfipomeiime,
7e roli nuly zde hraje pradzdnd mnoZina .

2. plati, ze (24,N) je komutativni pologrupa (plyne ihned ze znamych
vlastnosti mnoZinového priniku). Déle je zifejmé, Ze jednickou této
pologrupy (tzn. neutrdlnim prvkem vzhledem k N ) je mnoZina A.

3. dokéZeme, Ze plati distributivni zdkony (zfejmé vzhledem ke komuta-
tivité operace N staci ovéfovat platnost pouze jednoho z nich). Pii
dtkazu vyuZzijeme fakt (viz cviceni [1.2.B2]a), resp. [1.2.B1]f)), Ze
pro libovolné mnoziny K, L, M plati:

Kn(LUM)=(KNL)U(KnNM)
Kn(L-M)=(KNL)—(KnM)

Necht tedy X,Y,Z € 24 ; pak plati:

XN¥Y=+=2)=Xn{(Y-2)u(Zz-Y)) =

XN -2)u XnZ-Y)) =

(XNY)—(XNZ) U ((XNZ)—(XNY)) =

(XNY)=(XnNn2Z).

Dohromady jsme tedy ukéazali, ze (24,+,N) je komutativni okruh
s jednickou.

b) vzhledem k piedpokladu, ze A # @, je okruh (24, +,Nn) vizdy
netrividlni a z a) plyne, Ze je oborem integrity pravé kdyZ neobsahuje
délitele nuly. Ale
— je-li mnozina A jednoprvkova, pak pro X,Y €24 a XNY = 0 musi

byt X =0 nebo Y =0 atedy (24,+,N) je obor integrity.

— je-li mnozina A alespon dvouprvkova, pak v ni jisté existuji dva rtizné
prvky z,y, pficemz pak ziejmé {z},{y} € 24 jsou déliteli nuly
v okruhu (24, +,N) a tedy (24,+,N) neni oborem integrity.
Dohromady tak dostdvame, 7e okruh (24,+,N) je oborem integrity

pravé kdyz mnoZina A je jednoprvkova.
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PRIKLAD 16. Ve vektorovém prostoru R? jsou dany vektory:
u =(1,-2,3), uz = (2,-1,0), u3 =(1,1,-3), uy = (1,0,-1).
Rozhodnéte, zda tyto vektory generuji vektorovy prostor R3.

Reseni: vektory u; , uy, us, uy generuji vektorovy prostor R® pravé
kdy# libovolny vektor x € R? je jejich lineadrni kombinaci.

Necht tedy x = (a,b,c) znaci libovolny vektor z R?. Hleddme pak
vSechna redlna ¢isla ¢y, to, t3, t4 splhujici:

tl"lll +t2'112 +t3"|.13 +t4'll4 = X.
Po dosazeni a tpravé dostavame:
tl'(]-: _27 3) + t2'(27 _]-7 0) + t3'(1a ]-7 _3) + t4'(]—7 01 _1) = (a7 ba C)
(tl 4+ 2ty +t3 +tg, —2t1 — to + t3, 3t1 — 3i3 —t4) = (a,b,c)
Ale dvé usporadané trojice se rovnaji pravé kdyz se rovnaji jejich
odpovidajici si slozky. Porovnanim téchto odpovidajicich si slozek tak
dostavame soustavu 3 rovnic o 4 neznamych tvaru:
t14+2ts+ tz3+ts = a

=2t — ta+ t3 b
3ty —3t3 —14

kterou fesime uzitim Gausssovy elimina¢ni metody :

1 21 1] a 1 2 1 1 a
-2-1 1 0| b — 0 3 3 2|b+2a —
3 0-3-11|c¢c [ 0-6—-6—-4 | c—3a
1 2 1 1 a
— 0 3 3 2 b+ 2a
0 00 O0f|c+2b+a

Vidime vsak, ze posledni rovnice neni splnéna naptiklad pro hodnoty
a =b=c=1, takze napfiklad vektor (1,1,1) neni linedrni kombinaci
zadanych vektord u;, us, uz, uy .

Dostavame tak, ze vektory wup, us, uz, us negeneruji vektorovy
prostor R3.
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PRIKLAD 17. Ve vektorovém prostoru Rs[z] jsou dény vektory (tj.
polynomy):

f=a’4+24+a, g=42+52+4, h=ar’—42+1

kde a € R.. Urcete, pro které hodnoty parametru a jsou vektory f, g, h
linearné zavislé, resp. linedrné nezavislé.

Reseni: hleddme vSechna redlné éisla ti,%s,t5 pro ktera plati:
t1-f+t-g+t:3-h = o

(kde symbol o znaéi nulovy vektor prostoru Ro[z], tj. nulovy polynom).
Po dosazeni a tpravé dostavame:

ti- (2 +z+a)+ty- (42 +52+4) +t3-(az® —4dz+1) =0
(t1+4t2+at3)-$2 + (t1+5t2—4t3)'l‘ + (at1+4t2+t3) = 0'11?2 + 01‘ + 0 .

Porovnanim koeficient u stejnych mocnin x dostavame soustavu tii
rovnic 0 3 nezndmych t1,ts,t3 (s parametrem a ), kterou resime:

t1+4t2—+—at3:O 1 4 a 0
t1 + 5ty —4t3 =0 odkud : 1 5 4]0 —
at1+4t2+ t3:0 a 4 1 0

1 4 a 0 1 4 a 0
— |0 1 —4-a 0 — 0 1 —4—a 0
04—4a 1-a®> |0 0 0 5a’+12a—17 | 0

Ale v prvnich dvou fadcich posledni matice jsou v hlavni diagonéile
nenulovd ¢isla (nezdvisle na parametru), a tedy pocet FeSeni dané
soustavy linedrnich rovnic bude zaviset na tom, zda ¢islo 5a®+12a — 17
je rizné od nuly (pak bude mit soustava pouze jediné feSeni, a to nulové)
nebo zda je rovno nule (pak bude mit soustava nekone¢né mnoho feseni,
mezi nimi samoziejmeé i nenulova).

Rovnice 5a® 4+ 12a — 17 = 0 v8ak m4 kofeny a; = 1, ay = —%.
Dostavame tak, ze:

—pro a 1 A a # —15—7 ma dand soustava rovnic jediné feSeni
t) =ty =t3 =0, atedy vektory f,g,h jsou linedrné nezavislé
—proa=1V a= —15—7 ma dand soustava rovnic zfejmé i nenulova

feseni a tedy dané vektory f,g. h jsou linearné zavislé.
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PRIKLAD 18. Necht vektory a,b,c,d jsou bézi vektorového
prostoru V nad T'. Rozhodnéte, zda vektory

u —=a+b+c+2d , u; = 3b+5d
uz =a+b+3c+2d , us =a+ b+ 5c

tvori téz bazi tohoto vektorového prostoru V.

Reseni: ze zadani plyne, 7e dim V = 4. Vime (odkud ?), 7e v tako-
vém piipadé jsou néjaké ¢tyti vektory bazi prostoru V' pravé kdyz jsou
linedrné nezavislé (tzn. neni jiz tfeba ovérovat, zda generuji prostor V).

Budeme tedy vySetfovat linedrni zavislost ¢i nezavislost vektori
uj,us,us,uy . Necht tedy:

tl-u1+t2-u2+t3-U3+t4-U4:0 (1)

a hleddme vSechny hodnoty ti, s, 3,4, které spliwji rovnici (1). Po
dosazeni a nasledné tpravé dostavame:

t1-(a+b+c+2d) + t2-(3b+5d) + t3-(a+b+3c+2d) + t4-(a+b+5¢c) = o
(t14ts+ts)a+ (t1+3ta+t3+t4)b + (t1+3t3+5t4)c +(2t1 +5t2+2t3)d = o

Ale podle zadani jsou vektory a, b, ¢, d linedrné nezdvislé (nebot jsou
bazi) a tedy podle definice linedrni nezdvislosti musi platit :

t1 + t3+ t4 =0
t14+3ta+ t3+ t4 =0
t1 +3t3+5t4 =0
2t + St + 2t3 =0

Dostavame tak soustavu 4 linedrnich rovnic o 4 nezndmgych, kterou
feSime:

N = ==
O W O
N QO =
O O = =
SO OO
SO O =
SO Wwo
OO =
N = O =
OO OO

Vidime, Ze t4 = t3 = t2 = t; = 0 je jediné feSeni rovnice (1), coz
znamena, ze vektory uj, us, uz, uy jsou linedrné nezavislé.

Dohromady dostavame, ze vektory wuj,us,usz,us tvori bazi vek-
torového prostoru V.
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Poznamka: pii nékterych tlohach, zejména o vzajemné poloze pod-
prostori vektorového prostoru je mozno s vyhodou pouzit jednoduchych
uvah o dimenzich (¢asto v souvislosti s vétou o dimenzi souctu a priniku
podprostorti) a tim se vyhnout pracnym mnozinovym vypoctim. Ukéz-
kou je nasledujici priklad.

PRIKLAD 19. Necht Wy, W, jsou podprostory vektorového prostoru
Ry[z] takové, ze dimW; = dim Wy = 3.
Dokazte, ze soucet podprostort Wi + Wy neni pfimym souctem.

Reseni: uvedené tvrzeni dokdZeme sporem, tzn. piedpoklddame, Ze
dimW; =dim Wy =3 a soucet Wi + Wy je pfimym souc¢tem. Potom
viak Wy N W, = {o} a uzitim véty o dimenzi sou¢tu a priniku
podprostort dostavame:

dim (Wy + Wa) = dim W, + dim W, — dim (Wy N W) =3+3—-0=6

coz je spor, protoze W; + Wy je podprostor ve vektorovém prostoru
Ry[z], jehoz dimenze je 5, a tedy dimenze podprostoru (W; + Ws)
nemuze byt vétsi nez 5.

PRIKLAD 20. Urcete paritu permutace P, je-li

p— 12.... n n+l n+2 ... 2n 2n+1 2n+2 ... 3n
~\14...3n-2 2 5 ...3n-1 3 6 ...3n

Refeni: mame uréit soucet poctu inverzi v hornim a dolnim fadku
tabulky permutace P. Ale v hornim fadku neni zidnd inverze a pocet
inverzi v dolnim radku zjistime tak, ze bereme odleva jedno ¢islo po
druhém, spocitame kolik mensich cisel stoji za nim a tyto hodnoty
seCteme. Dostavame tak:

O+2+---4+2n-2)+O0+1+---4+n-1)+0+---+0) =
n-(n—1)

=3 (1424 +n-1)=3-—

Vidime, Ze toto ¢islo je sudé pravé kdyz bud n nebo n—1 je délitelné
Ctyfmi. Jinak feCeno to znamend, 7e zadand permutace P je sudé pro
n =0,1 (mod 4), resp. je lichd pron = 2,3 (mod 4) .
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Poznamka: pii vypoctech determinantti je moZzno postupovat mnoha
riznymi zpusoby. V nasledujicich dvou piikladech si ilustrujeme dvé
nejjednodussi metody vypoctu determinanti matic n-tého fadu:

a) metoda p¥imych tUprav

kdy pomoci tprav, které neméni hodnotu determinantu se snazime

danou matici prevést na takovy jednoduchy tvar, z néhoz lze deter-

minant okamzité spocitat. Nejéastéji se snazime bud pod diagondlou
nebo nad diagonalou dostat samé nuly.
b) rekurentni metoda

kterou budeme v tomto textu pouzivat v situaci, kdy mame dokazo-

vat, %e zadany determinant matice fddu n (pro vSechna n > ng) se

rovnd danému ¢islu. Budeme postupovat ve dvou krocich:

1: odvodime rekurentni vztah, tzn. dany determinat vyjadiime
pomoci stejného determinantu ¢i determinantti, ale nizsich radu.
Obvykle pfi tom pouzivime Laplaceovu vétu.

2: vztah, ktery je uveden v zadani prikladu dokidzeme matematickou
indukei. Pouzijeme pii tom rekurentni vztah, ktery jsme predtim
odvodili v 1.kroku.

Poznamenejme, Ze rekurentni metodu lze pouzit i v situaci, kdy
pfedem nezname vyslednou hodnotu determinantu. V takovém piipadé
se snazime (vét$inou pomoci opakovaného uziti Laplaceovy véty) tuto
hodnotu “uhddnout” a potom postupovat tak, jak bylo popsdno v b).

Dodejme jesté, Ze ne vzdy je nutné pocitat determinant pomoci
nékteré z popsanych metod, ale je mozno postupovat i jinak, coz je
napf. ilustrovano v Prikladu 23.

PRIKLAD 21. Spoététe | A, |, kde A, je matice fadu n > 2, tvaru:

a r r ... T T
r a r ... T I
A, = | . .
r Tr T ... T a

ReSeni: v matici A, provedeme tpravy, které neméni hodnotu
determinantu, a to: pri¢teme v8echny sloupce k 1. sloupci a po vytknuti
odecteme 1. fadek od vSech ostatnich fadki. Dostavame:

a+(n-Dz =z =z ... =z =z

a+(n-Dz a =z ... z =
[ An | = : ST

a+(n-z =z = ... = a
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1 =z =z T x
1 a =z ... z =z
= (a+(n_1)$) . : =
1 z =« T a
1 T x T T
0 a—x 0 ... O 0
= (a+ (n-1)z)-|. : =
0 0 0 ... 0 a—=x

= (a+ (n—-1)z)-(a—z)" .

PRIKLAD 22. Necht A,, znadi matici ¥adu n, tvaru:

5 3 0 0 0 0
2 5 30 0 0
An = . .
00 0 0 ... 25
Dokazte, Ze pro kazdé pfirozené n plati: | 4, | = 37t —2n+l

Reseni:
1. uzitim Laplaceovy véty (rozvojem nejprve podle 1l.sloupce a potom
podle 1.7ddku) dostdvame:

300...00

253..00

|An| = 5] Ap-1]| - 2 : : = 5[Ap_1]— 6] Ap_2]|
000...25

coz je hledany rekurentni vztah, platici pro kazdé n > 3.

2. matematickou indukci dokdzeme, Ze plati: | 4, |= 37Tt — 271 pro
kazdén > 1.
a) |A1| =5, resp. 32 -22=5

|4y | = ‘; g =19, resp. 3% —-23=19

coz znamend, ze pro n = 1,2 dokazovany vztah plati.

B) predpokladédme, Ze dokazovany vztah plati pro 1,2,...,n—1 (kde
n > 3). UZtim rekurentniho vztahu a indukéniho predpokladu
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dostavame:

|An| = 5|An—1|— 6|An_2| = 5.(3"_2")_6_(3n—1_2n_1) _
=5-3"—5.2"—2.3"+3.2" = 37t _ onfl,

Poznamka: v predchozim piikladu jsme v 1.kroku matematické
indukce dokazovali zadany vztah pro vice nez jednu hodnotu n (v nasem
piipadé pron =1 a pron = 2). Je to zpisobeno tim, Ze rekurentni
vztah, ktery se v dikazu matematickou indukci pozdéji pouziva, plati az
od n > 3. Je tedy nutné mit ve 2.kroku matematické indukce zajisténo,
7e je n >3 (neboli n—1 > 2). Toho v8ak v nasem piipadé dosdhneme
tim, Ze dokdzeme platnost zadaného vztahu pro n=1 a n=2.

PRIKLAD 23. Necht n > 2; pak uzitim Cauchyovy véty o soucinu
determinantti vypoctéte determinant | A, |, je-li

cos(z1 —y1) cos(z1 —y2) ... cos(z1 —yn)

cos(za —y1) cos(za —y2) ... cos(za —yn)
A, =

cos(zp, —y1) cos(Ty —ya) ... cos(Tp — Yn)

Reseni: budeme se nejprve snazit (podle navodu uvedeného v zadani)
danou matici A, napsat jako souin dvou vhodnych matic, nap¥iklad
takto:

o

cosxy sinx; O COSY; COSYs ... COSYn

coszy sinze 0 ... O siny; sinys ... siny,
A, = | coszs sinzg 0 ... 0 0 0 0

cosr, sinzx, 0 ... O 0 0 0

Uzitim Cauchyovy véty pak dostdvame, Ze determinant | A4,, | je roven
sou¢inu determinantti obou uvedenych matic. Ale z tohoto vyjadieni jiz
okamzité plyne, ze,:

- pro n > 3 obsahuje posledni matice nulovy fadek, tzn. je | A, |=0
- pro n = 2 vypoctem (s vyuzitim sou¢tovych vzorcti) obdrzime:

cosxy sinx
CcoOS Ty Sinxs

COSYi COSY2
siny; sinys

| 4, |= =sin(ze — 1) - sin(ys — y1) -
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Dohromady tak dostavame, ze:

sin(xe — 1) - sin(y2 — y1) pron =2
| An |=
0 pron >3

PRIKLAD 24. Naleznéte vSechny redlné matice X, které jsou
zaménitelné s danou redlnou matici A (tj. plati: X-A = A-X),
je-li:

1 2
A=
5
ReSeni: ze zadani plyne, ze X musi byt ¢tvercovd matice Ffadu 2.
1 L2

Oznacme tedy: X = N
r3 T4

271.’172.12_12‘.’171172
T3 T4 3 4| |3 4 T3 o4

[ml + 3z 211 +4x2} . [$1+2$3 To + 214 ]

. Pak dosazenim a tipravou dostavame:

T3 +3xs 223+ 4y 311 +4x3 319 + 414

odkud porovnanim odpovidajicich si prvkid a tpravou vychézi:

3.’E2 — 2273 =0
2:1?1 + 311?2 — 21‘4 =0
311?1 + 31‘3 — 31‘4 =0
311?2 - 2.7,‘3 =0

Tuto homogenni soustavu linearnich rovnic fesime obvyklym zptisobem :

0 3-2 010 1 0 1-170
230—20_}03—200_}101—10
30 3-3]0 0 3-2 010 0 3-2 010
0 3-2 010 0 3-2 010
Zvolime napt. z3 = 3r, x4 = s, odkud pak x5 =2r, z; = —-3r+s,

tzn. hledanych matic je nekone¢né mnoho a jsou tvaru:

pro kazdé r,s € R.

Y= [—3r+s 27‘}
3r s
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PRIKLAD 25. Je ddna reilnd matice A tvaru:
1 2
A= [ L2 ] |

Necht W znad¢i mnozinu vSech redlnych matic, které jsou zaménitelné
s matici A, tzn.

W = {XE Matgg(R) | XA:AX}

Potom.:

a) dokazte, ze W je podprostor vektorového prostoru Matas (R)
b) naleznéte béazi a dimenzi podprostoru W.

Reseni:

a) ovéiime, Ze mnozina W spliuje definici podprostoru vektorového
prostoru. Ale:
a) ziejmd je W # (), nebot napt. A€ W

B) necht X,V € W, tzn. plati A-X = X-4A a AY =Y -A. Budeme
dokazovat, ze X +Y € W. Ale plati (pro¢?):

(X+Y)A=XA+YA=AX+AY = A(X +Y)

odkud plyne, ze skuteéné je X +Y € W

v) necht r € R, X € W, tzn. plati X-A = A-X . Budeme dokazovat,
Ze r- X € W. Ale plati (rozmyslete si podrobné proc¢!):

r-X)-A=r-(X-A)=r-(A-X)=A4 -(r-X)

a tedy skutecné je r- X € W.

Dohromady tak dostavame, ze W je podprostor vektorového prostoru
Mat22 (R) .

b) nejprve se budeme snaZit podat mnoZzinovy popis podprostoru W,
tzn. popis vSech matic X € W. To jsme vsak jiz provedli v predcho-
zim Prikladu 24, kde ndm vyslo, ze:

pro kazdé r,s € R.

Xew — X:[—3r+s 21“]
3r s
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Vidime tedy, ze za r,s lze provést maximalné dvé nezavislé volby,

napt. r=1,s=0, resp. =0, s =1, odkud ihned dostavame, ze
dim W =2 a bazi W jsou napf. matice:

-3 2 10
=B8] e=fo ]

PRIKLAD 26. Urcete hodnost matice A (nad R) v zavislosti na
parametrech r,s € R, je-li

— o =
—_w = O
» ok ®»
w O w W
S 00

Reseni: matici A pfevadime elementarnimi fadkovymi tipravami na
schodovity tvar a v zavislosti na parametrech r, s provadime diskuzi o jeji
hodnosti. Tedy :

10 s -3 -1 10 s -3 -1
01 0 s+3 2 01 0 s+3 2
A= 10 3 4s? 0435 84s| |0 0 4-82 0 2+s
01 0 s+3 7141 00 0 0 r-1

Ale 4—5? = (2+3s) (2 —s), tzn. hodnoty parametrt, které mohou
ovlivnit hodnost matice 4 jsou r =1, s = 2,—2. Jednoduchym
rozborem téchto moznosti pak dostadvame, ze:

hA) =2 pror=1, s=-2
h(A)=3 pror=1, s#—-2nebor#1, s=2-2
h(A)=4 pror#1, s#2,-2.

PRIKLAD 27. Ve vektorovém prostoru R* jsou dany podprostory
Wi =[u,us], Wy =[vy,va], kde:

u = (1,1,1,0), us = (2,3,2,1), v1 =(2,3,2,3), vo = (1,1,1,2).

Naleznéte dimenzi a bazi podprostoru Wi , resp. Wa , resp. W1 +Ws ,
resp. W1 n W2 .
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Reseni: piimo ze zadani je vidét (proc¢ ?), ze:

dimW; =2 a bazi W; jsou napf. vektory uj,us;

dim Wy =2 a bazi Wy jsou napt. vektory vy, vs.

Dale budeme nejprve zjistovat dimenzi a bazi W; + Ws. K tomu
staci (pro¢ ?) napsat v8echny vektory u; ,us,vy,vy do matice a tuto
matici pfevést na schodovity tvar. Tedy:

1 110 1110 1110
2 3 21 N 0101 _ 0101
2 3 2 3 010 3 0 0 0 2
1 1 1 2 0 0 0 2 0 0 0O

odkud plyne (pro¢ ?), ze dim (W + Wy) =3 a bazi Wy + W,y jsou
napt. vektory (1,1,1,0), (0,1,0,1), (0,0,0,2).

Nakonec nalezneme dimenzi a bazi priniku W; N W5. Dimenzi
zjistime okamZité, nebot z pfedchoziho vypocétu a z véty o dimenzi souctu
a priniku podprostort plyne, Ze:
d1m(W1 ﬂW2) = dim Wy + dim Ws —dim(W1 +W2) =242-3=1.
Hleddme tedy bazi Wi NW,. Je-li x € W; N W, libovolny, potom je:

X = ti-up+to-uy = t3-vy+ts-vo
odkud po upravé a dosazeni dostdvame:

ty (]—7 ]-v 170) + 2 (2731 27 1) — 13 (21 37 21 3) — 1ty (11 ]-7 11 2) = (0’ 0701 O) .

Porovnanim odpovidajicich si slozek vektor na levé a pravé strané
obdrzime soustavu 4 linearnich rovnic o 4 neznamych :

t1 + 2ty — 2t3 — t4, =0
t1 + 3t — 3tz — t4, =0
t1 + 2ty — 2t3 — t4, =0

to — 3t — 214, =0

Tuto soustavu fesime obvyklym zptisobem :

1 2-2-11(0 12-2-10
13-3-1]0|_[01-10]0 éf:f‘é 8
1 2-2-1]0 00000 00-2-210
01-3-210 01-3-210
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Zvolime-li ty = r, dostavame t3 = —r, a tedy
X=-7:vi+r-ve=(—1,-2r—1 —7) pro kazdé r € R

(v8imnéte si, ze k urceni vektoru x mnebylo nutné pocitat neznadmé

ti1,t2). Volbou napf. r = —1 dostdvdme hledanou béazi priniku

Wi N Wy, kterou pak tvori vektor (1,2,1,1).

PRIKLAD 28. Je ddna soustava line4rnich rovnic (nad R) tvaru:

14+ T2+ 23 =23

r1+axrs+ x3 2
bx1+2x2+223 = ¢

Rozhodnéte (v zdvislosti na parametrech a, b, ¢, € R) o po¢tu fedeni této
soustavy.

ReSeni: rozsifenou matici dané soustavy budeme elementirnimi
rfadkovymi tpravami prevadét na schodovity tvar a pritom provadeét
diskuzi poctu reSeni v zavislosti na hodnosti matice soustavy, hodnosti
roz§ifené matice soustavy a po¢tu neznamych. Tedy:

1 1 1|3 1 1 1 3
1 a 12| —1]0 a-1 0 -1
b 2 2| ¢c 0 2—-b 2—-b|c—3b

Vidime, Ze je-li a = 1, pak dana soustava nema feSeni ; predpokladejme
tedy nadale, ze a # 1. Potom:

11 1 3 11 1 3
0 a—1 0 -1 | —]0o1 o0 ﬁ
0 2-b 2—b|c—3b 00 2-b|c—3—122

odkud plyne, Ze je-li b # 2, pak ma dand soustava jediné feSeni, resp.

je-li b =2, ¢ # 6, pak soustava nemd feSeni, resp. je-li b=2,¢=6,

pak ma soustava nekoneéné mnoho feseni. Shrneme-li celou odpovéd,

dostavame, ze dand soustava linearnich rovnic

— ma jediné feSeni pro a Z1, b # 2, ¢ € R libovolné

— mé nekone¢né mnoho feSeni pro a #1, b=2, ¢ =6

— nema feSeni pro a =1, b € R libovolné, ¢ € R libovolné nebo pro
a#1,b=2,c#6.
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PRIKLAD 29. Uréete (v zavislosti na parametru p € R) dimenzi
a bazi podprostoru feSeni W zadané homogenni soustavy linearnich
rovnic (nad R):

pr1 + (p+1)za + pas + pay=0
pr1 + (p+l)zs — 223 + pay=0
px1 + (p+1)z2 + pxs + (2p+2)z4s =0
—2pzy + (p+1)x2 + pas + pxy =0

Reseni: nejprve budeme danou soustavu obvyklym zptisobem fesit :

p p+tl p p 0 p ptl p p |0

p p+1 =2 p |0 0 0 —2-p 0 |0

p ptl p 22| 0| 0 0 pr2lo|
—2p p+tl p p 0

0
0 3(p+1) 3p 3p |o
p

Vidime, ze hodnoty parametru p, které mohou ovlivnit dimenzi, resp.
bézi podprostoru feseni W jsou p =0,—1,—2. Rozborem jednotlivych
moznosti dostavame:

a)jeli p#£0 A p# —1 A p# —2, pak zfejmé podprostor W je
nulovy, tzn. dim W =0 a baze W neexistuje

b) je-li p =0, pak dostdvame:

01000 [0 10 0|0]
goggg—>00200

[00020J
0 0 0 210

odkud ihned plyne, ze dimW =1 a bazi W je napt. vektor (1,0,0,0)
c) je-li p= —1, pak dostdvame:

-1 0 -1 -110

00 -1 -1 10 101 10
— |10 0 1 00

0 0 1 070 00 0 10

00 0 110

odkud ihned plyne, Ze dimW =1 a bézi W je napt. vektor (0,1,0,0)
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d) je-li p=—2, pak dostaneme:

-2 -1 -2 =210
0 -1 -2 -210 _>[2000‘0}
0 0 0 010 01 2 210
0 0 0 010

odkud plyne, 76 W = {(0,2r +2s,r,s) | r,s € R} a tedy:
dimW =2 a bézi W jsou napt. vektory: (0,2,1,0), (0,2,0,1).

PRIKLAD 30. V euklidovském prostoru R® (s obvyklym skalr-
nim souinem) je zadén podprostor W jakoZzto mnoZina vSech feSeni
homogenni soustavy line4rnich rovnic:

Ty + 229 4+ 44+ 25 =0
5214920 — 234224+ x5 =0
2:171+31‘2— I3 — 1‘4—2:1?5:0
1 —2x3—5x4—Tx5 =0

Naleznéte homogenni soustavu linedrnich rovnic, jejiz mnozinou feseni
je ortogonalni doplnék W+ podprostoru W .

Reseni: vime (viz cvideni [6.2.B14]), ze vektory sestavené z koefi-
cienti jednotlivych rovnic dané soustavy, tj. vektory u; = (1,2,0,1,1),
u = (51 97 _]-7 21 ]-)7 uz = (21 37 _]-7 _]-7 _2)7 uy = (1701 _21 _51 _7)
jsou generatory ortogonélniho dopliku W= . Stadi tedy, abychom podle
znamého algoritmu nalezli homogenni soustavu linearnich rovnic, jejiz
mnoZinou FeSeni je podprostor [u;, uz, uz, uy].

Struc¢né feceno, danou soustavu vytesime, nalezneme bézi jejiho pod-
prostoru feSeni a pak slozky vektort této baze budou tvorit koeficienty
v hledané homogenni soustavé linearnich rovnic. Tedy :

1 2 0 1 170
5 9-1 2 110 R R 1 2 01 110
2 3-1-1-210 01 13 4|0
1 0-2-5-710
Zvolime: x3 = r, x4 = s, ©5 = t, odkud =z = —r — 3s — 4t,

1 =2r+5s+Tt.
Béazi podprostoru reSeni ted ziskdme tak, Ze za 3 volné nezndmé
provedeme postupné 3 nezavislé volby, napft. :
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pro r=1,s=0,t=0 dostavame (2,—1,1,0,0)

pro r=0,s=1,t=0 dostavame (5,—3,0,1,0)

pro r=0,s=0,t=1 dostavame (7,—4,0,0,1)
a tedy hledand homogenni soustava linearnich rovnic, jejiz mnozinou
feseni je podprostor W+ je napf. tvaru:

211?1— To + I3 =0
51171—3.7,‘2 —+ x4 =0
71171—4.7,‘2 +l‘5:0

PRIKLAD 31. V euklidovském prostoru R* (s obvyklym skaldrnim
sou¢inem) je dan podprostor W =[u;, us, us], kde:

u =(1,0,-1,2), us = (1,2,3,-2), us = (2,1,0,2).
Naleznéte ortonormalni bazi podprostoru W .

Reseni:
1. nejprve budeme hledat bazi W . VyuZijeme ptitom faktu, ze

1
X = (21,2,23,24) EW— < x L u,us, us

(viz cviceni [6.2.B13]) . Rozepsdnim odsud dostavame :

1 — x3+2x4 =0
x1 + 2254+ 3x3 —224 =0
2r1+ x9 +2x4 =0

a tuto soustavu linedrnich rovnic obvyklym zptisobem teSime:

10-12]0 10-1 210
12 3-2[0]— |02 4-4/0 —>[é ?_;_3‘8}
210 2|0 01 2-2|0

Zvolime: z3 =r, x4 = s odkud: x5 = —2r+2s, x;y =r — 2s. Potom
(volbou napt. r =1, s =0, resp. r =0, s = 1) dostavame bézi
ortogonélniho doplitku W+ :

Vi = (]—7 _27 ]-vO) ) Vo = (_2721071) .
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2. pomoci Gram-Schmidtova ortognaliza¢niho procesu najdeme orto-
gonalni bazi e;, es podprostoru W =[vy, vo]. Tedy:

e =vy =(1,-2,1,0)

ex=Fk-ei+vy = k=-2= —=2 =1, odkud dostévame:

es=e; +vo=(—-1,0,1,1).

3. vektory e;, e; normujeme. Ale |e; |= V6, | e |= V3, odkud
plyne, 7e hledanou ortonormélni bazi podprostoru W+ jsou napiiklad
vektory :

1 1
fl:%.(1’_2’1’0)’ f2:ﬁ(_1’0’1’1)

PRIKLAD 32. V euklidovském prostoru R® (s obvyklym skalarnim
sou¢inem) je ddn podprostor

W =L(ej,es), kde e; =(-1,2,3,2,1), e2 =(2,3,2,4,1).
Naleznéte ortogondlni projekci x vektoru u = (6,—-1,—7,3,4) do
podprostoru W .

Reseni: vime, Ze vektor u lze jednozna¢né vyjadiit ve tvaru:
u=x+y |, kdexeW,yeWt.
Ponévadz x € W, lze psat: x =1t; - e; + 12 - €3 odkud po dosazeni:
u =1=%-e + ta-e + Yy
Nyni, skaldrnim vynasobenim vektorem e;, resp. vektorem es (uvé-
domte si, Ze pfitom vyuZividme toho, ze e; -y = 0, resp. ex -y = 0)
dostavame soustavu 2 linearnich rovnic o 2 neznamych ¢, to tvaru:

el-u:tl-(el-el) +t2-(e1-e2) — —19:19t1 + 19t2
€eyru = tl . (eg-el) + tQ . (eg'eg) 11 = 19t1 + 34t2

odkud bezprostiedné vychazi, ze t1 = —3, to = 2. Tedy:
X = —3-e +2-e = (7,0,—5,2,—1)

je hledana ortogonalni projekce vektoru u do podprostoru W .
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PRIKLAD 33. Je dano linearni zobrazeni ¢ : R* — R® takto: pro
libovolné x = (z1,z2,z3,24) € R* je

o(x) = (@421, v2+23+24,0, 20 +T4, T3).

Naleznéte jadro Ker ¢ a obraz Im ¢ tohoto linearniho zobrazeni.

Reseni:
1. nejprve budeme hledat jadro Ker ¢, tzn. budeme hledat vSechny
vektory x = (x1, 9,73, 24) € R*, pro néz je

QD(X) = (1172+£134,:172+:123+:124,0,1‘2+1‘4,,$3) = (070:07050)'

Porovnanim odpovidajicich si slozek obou vektort dostavame sou-
stavu 4 linedrnich rovnic o 4 nezndmych 1, 2, 3, T4 tvaru:

T2 + x4 = 0
Tot+x3+2x4 =0
T +z4 =0
I3 =0
odkud okamzité plyne feSeni: z; =t, 2o = s, 23 =0, 24 = —t.

Tedy hledané jadro je tvaru:
Ker ¢ = {(t,s,0,-t)|t,s € R}.

2. nyni budeme hledat obraz Im ¢ = ¢(R?*). Vime, ze pro dimenzi
jadra a obrazu plati vztah:

dimImy = dimR* — dimKergp = 4-2 = 2

odkud vidime, Ze k urceni Im ¢ ndm stac¢i znat dva linearné
nezévislé vektory z p(R?*) = Im ¢. Vezméme napiiklad :

¢((0,0,0,1)) =(1,1,0,1,0) ; ¢((0,0,1,0)) =(0,1,0,0,1).
Ale je vidét, Ze oba tyto vektory jsou ziejmé linedrné nezavislé, a tedy
Im ¢ = [(1,1,0,1,0),(0,1,0,0,1)], coz jinak zapsdno znamend, 7e

hledany obraz je tvaru:

Ime = {(t,t+s,0,t,s)|t,seR}.
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PRIKLAD 34. Linearni zobrazeni ¢ : R* = R?® je definovano
zaddnim obrazl baze

u = (1,0,1,1), uz = (252a073)a uz = (3’15270)3 Uy = (0533332)
vektorového prostoru R* takto:
p(u) =(1,1,2), p(uz) = (1,1, -1), p(us) = (1,3, 3), ¢(uy) = (1,5,4) .
Naleznéte bazi jadra Ker ¢ a bézi obrazu Im ¢ zadaného linedrniho

zobrazeni .

Regeni:

1. nejprve popiSeme vektory ndlezici do jaddra Ker ¢. Jsou to vektory
X = t1uy + taus + t3uz + t4 uy, spliwgjici vztah ¢(x) = o. Uzitim
definice linedrniho zobrazeni odsud dostavame:

t-p(ur) +ta - @(ug) +t3 - p(ug) +ts - p(uy) = o
Dosazenim obdrzime :
tl . (15172) +t2 . (_1715_1) +t3 : (15373) +t4 . (15574) = (05050) .

Porovnanim odpovidajicich si slozek téchto vektort dostaneme sou-
stavu 3 linedrnich rovnic o 4 nezndmych t;, o, t3, t4, kterou ob-
vyklym zptisobem fesime:

1-1 1110 1-1 110
11350—)02240—)[3_}};‘8].
2-1341|0 01120
Zvolime: t3 =r,ty = s, odkud t3 = —r —2s, t; = —2r — 3s.
Vidime, %e dim Ker ¢ = 2 (nebot tato dimenze je rovna poctu

volnych nezndmych), tzn. bézi Ker ¢ ziskdme provedenim dvou
nezavislych voleb za volné nezndmé, napt. r =1, s =0, resp. r =0,
s = 1. Dostavame tak, ze bazi jadra Ker ¢ jsou napf. vektory:
(_27 -1,1, O) ) (_37 —2,0, ]-) :

2. budeme hledat bazi obrazu Im ¢. Ale vime, Ze obraz Im ¢ je
generovan vektory ¢(uy), p(us), p(us), p(us). Budeme tedy bazi
Im ¢ hledat mezi témito generdtory, tzn. mezi vektory :

(1,1,2), (-1,1,-1), (1,3,3), (1,5,4)
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obvyklym zpiisobem tak, ze matici utvorenou z uvedenych vektort
prevedeme elementarnimi Ffadkovymi Gpravami na schodovity tvar,
z néhoz vezmeme nenulové radky :

1 1 2 1 1 2 1 1 2
-1 1-1 . 0 2 1 _ 0 2 1
1 3 3 0 21 0 0 0
1 5 4 0 4 2 0 0 0

Dostavame tak, ze hledanou bazi obrazu Im ¢ jsou napft. vektory:
(1,1,2),(0,2,1).

PRIKLAD 35. Necht linedrni transformace ¢ prostoru R® m3
v bazi uy, us, uz matici
3-2-1
A= [4-3 2
8§ -7 6
Naleznéte matici X = (z;;) linedrni transformace ¢ v bazi:

V] = 2111+3112+113 , Vg = 3111+4112+113 , V3 = 111+2112+2113 . (1)

ReSeni: nejprve pfipomenme, 7e z definice matice A plyne, Ze

p(uy) = 3uy + 4uy + 8us
p(ur) = —2u; — 3uy — Tus (2)
p(us) —u; + 2us + 6ug.

Zadanou tlohu budeme fesit tak, Ze vektory o(vi), ¢(va), ¢(vs)
vyjadiime pomoci baze uj, us, ug dvéma zptsoby a vyuzijeme toho, ze
obé& vyjadfeni se musi rovnat (pro¢ ?). Pfi prvnim vyjad¥eni pouZijeme
vztahy (1), definici linedrniho zobrazeni a vztahy (2). P#i druhém
vyjadieni pouzijeme definici matice X a vztahy (1).

Nejprve tedy, uzitim (1), definice linedrniho zobrazeni a dosazenim ze
vztaht (2) po upravé dostavame:

(v1) = 2-p(u1) + 3-p(uz) + ¢(us3)

®(v2) = 3-p(u1) + 4-p(uz) + ¢(us3)
p(vs) = p(ur) + 2-p(uz) +2-p(u3)

—u; + u+us
2112+2113
—3U1+2u2+GU3.
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Dale, podle definice matice X , dosazenim z (1) po tpravé dostavame:

P(V1) = T11 V1 + X21 Vo + T31 V3 =

= (2$11+3w21+$31)-u1 + (3:611 +4x91 +2$31)-u2 + ($11+$21+2$31)-U3
P(V2) = T12 V1 + X2a Vo + Z32 V3 =

= (2z12+3222+232)-u1 + (3212 +4222+2232) Us + (T12+T22+2232) U3
p(vs) = 213 V1 + To3 Vo + T33Vy =

= (2z13+3za3+x33)- 1y + (3z13+4223+2233) Uz + (213+223+2233) U3

Porovndme-li nyni pravé strany obou vyjadieni vektord ((vi),
p(va), p(vs) a vyuZijeme jednoznacnosti vyjadieni vektoru pomoci
baze, dostaneme tii soustavy 3 linedrnich rovnic o 3 neznadmych :

2z11 +3w21 + 31 = —1 2z19 +3w22 + T32 =0
3x11 +4x91 +2231 = 1 3212 + 490 + 2230 = 2
Ti1+ Top +2x31 = 1 Tig+ T2 +2T39 = 2

21‘13 +3£1?23 + 33 = -3
3.’1713 + 4.’E23 + 2.’E33 2
T13+ T2z +2x33 = 6

Vsimnéme si pritom, ze na levych stranach vsech tii soustav vystupuji
stejné koeficienty a li8i se jenom oznaceni nezndmgych (jinymi slovy
fe¢eno — matice soustavy je ve viech tfech pripadech stejna). Reime tedy
vSechny t¥i soustavy pomoci Gaussovy metody najednou “tspornym
zpusobem” tak, Ze matici soustavy napiSeme pouze jednou a sloupce
absolutnich ¢lent od sebe oddélime svislymi ¢arami. Tedy :

[231—10—3] [112126]
3 42| 12| 2] — 10 1-3|-3|-4]|-15| —
[1 12| 172 GJ 0 1-4]| -2 | —4 —16J
11 2| 1] 2] 6
— |0 1-3| -3|-4|-15
00 1|-1| of 1

odkud po okamzitém vypoctu dostavame hledanou matici X ve tvaru:

9 6 16
X = |-6 -4 -12
-1 0 1
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PRIKLAD 36. Linearni transformace ¢ vektorového prostoru V
(nad R) je ddna matici A. Naleznéte vlastni hodnoty a vlastn{ vektory
linearni transformace ¢ je-li:

0 01
A=(0 1 0
1 00

Reseni:
1. vlastni hodnoty A ziskdme FeSenim rovnice |A — X-E3| = 0.
Dosazenim a rozepsanim dostavame :

-2 0 1
0 1-X 0 =A%(1-X) = (1=-X) = —=(A+1)-(A=1)2 =0
1 0 -\

odkud plyne, ze vlastnimi hodnotami linearni transformace ¢ jsou
hodnoty \y = -1 a A2 =1.

2. vime (odkud ?), Ze vlastnimi vektory linedrni transformace ¢ piislus-
nymi k dané vlastni hodnoté \; jsou pravé vSechna nenulova feSeni
x = (x1, 2, 3, £4) homogenni soustavy linedrnich rovnic

(A—)\i'Eg)'X = 0.

V nasem pripadeé tedy :
a) pro A\; = —1 dostdvame soustavu linedrnich rovnic:

I +£1?3:0
24 =0, tzn. pro z3 =t je 22 =0, 21 = —t
I +£1?3:0

odkud plyne, Ze vlastnimi vektory linedrni transformace ¢, pii-
slusnymi vlastni hodnoté A; = —1 jsou vSechny vektory tvaru
(—t,0,¢), kde 0£t€R.

B) pro Ay =1 dostéavame soustavu linedrnich rovnic:

—x1 +23 =0 _ s _

2 —25 =0 tzn. pro 3 =%, xo =5 jJe z1 =1
odkud plyne, Ze vlastnimi vektory linedrni transformace ¢ , prislus-
nymi vlastni hodnoté A\ = 1 jsou vSechny vektory tvaru (t, s, t),
kde t,s € R libovolné, které nejsou soucasné rovny nule.
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II. CVICENI

Tato druhd c¢ast textu obsahuje celkem 1764 nefesenych iloh a
prikladi k procvicovani a samostatnému studiu. Rozdéleni ptikladi
do kapitol a paragrafi odpovidé ¢lenéni latky provedenému v ucebnich
textech ze zdkladd matematiky a linearni algebry I. V rdmci jednotlivych
paragrafu jsou pak priklady razeny tak, aby toto fazeni pokud mozno
odpovidalo zpiisobu, jakym jsou studované pojmy budovany.

Priklady jsou v jednotlivych paragrafech obvykle rozdéleny na dvé
Casti, a to na:

— ptiklady "testového charakteru” (oznacené kromé ¢isla jesté pisme-
nem A), coZ jsou kratké tlohy, které by mél ¢tenaf vzdy prakticky
okamzité umét vytesit a které hlavné procvicuji spravné a tplné
pochopeni zakladnich pojmi a tvrzeni. Tyto tlohy jsou pocetné i
Casové nenarocné a kazdy by je mél projit a vyresit uplné vSechny.
Zkratka "U.p.” zde znamend ”Udejte piiklad” .

Ve vysledcich k této casti jsou zasadné uvadény vSechny negativni

odpovédi (tzn. kdyZ hledany piiklad neexistuje). Neni-li odpovéd

uvedena, znamena to, ze pozadovany piiklad lze sestrojit.

— ptiklady ”algoritmického charakteru” (oznacené kromé Cisla jesté
pismenem B), v nichZ je nutné vzdy néco spocitat, ¢ dokdzat. Ke
v8em témto piikladim jsou (tam, kde to dava smysl) vzdy uvedeny
vysledky a u znafné ¢asti z nich (zejména u dikazovych tloh) téz
struény navod k feseni. U obtiznéjsich prikladd je tento navod uve-
den jiz v zadani.

Vysledky cviceni a navody k jejich feSeni jsou uvedeny ve III.¢asti
tohoto textu. Mély by slouzit pouze ke kontrole zejména numerickych
vypoctu, resp. jako navod v situaci, kdy byly opravdu vyc¢erpany vsechny
pokusy o samostatné feseni daného problému. Jsou-li ve vysledcich ¢i
navodech uvedeny odkazy na tvrzeni a véty, pak se jedna o tvrzeni a
véty z ucebnich textl ze zdkladt matematiky a linearni algebry I.
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KAPITOLA 1:

OPAKOVANTI
A DOPLNENT STREDOSKOLSKE LATKY

§1: ZAKLADNI LOGICKE POJMY

[1.1.A1]. U.p. vyrokt A, B tak, aby konjunkce A A B byl pravdivy
vyrok a disjunkce A V B byl nepravdivy vyrok.

[1.1.A2]. U.p. vyroki A, B tak, aby konjunkce A A B a disjunkce
= AV =B byly nepravdivé vyroky.

[1.1.A3]. U.p. vyrokti A, B tak, aby A = B byl pravdivy vyrok a
B = A byl nepravdivy vyrok.

[1.1.A4]. U.p. vyrokt A, B tak, aby A = B byl pravdivy vyrok a
- B = —A byl nepravdivy vyrok.

[1.1.A5]. U.p. vyrokt A, B tak, aby obé implikace A == Ba B = A
byly pravdivymi vyroky.

[1.1.A6]. U.p. vyrokt A, B tak, aby obé implikace A == Ba B = A
byly nepravdivymi vyroky.

[1.1.A7]. U.p. vyrokové funkce, jejiz defini¢ni obor je roven oboru
pravdivosti.

[1.1.A8]. U.p. vyrokové funkce, jejimz oborem pravdivosti je prazdnd
mnozina.

[1.1.A9]. U.p. matematické véty, kterou znate ze stfedni skoly, a kterd
ma tvar ekvivalence dvou vyrok.

[1.1.A10]. U.p. matematické véty, kterou jste na stiedni skole dokazo-
vali matematickou indukei.

L L L
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[1.1.B1]. Rozhodnéte, kterd z uvedenych sdéleni jsou vyroky. U vyroku
pak urcete jeho pravdivostni hodnotu:

a) ”Kolik je hodin?” b) ”Cislo 2'° + 1 je prvoéislo.”

c) "Cislo z je sudé ¢islo.” d) ”Odboceni vpravo je zakizano!”
[1.1.B2]. Necht symboly A, resp. B, resp. C' znadi tyto vyroky:

"Cislo 210 + 1 je délitelné tfemi”, resp. ”Cislo 21 + 1 je délitelné péti”,
resp. " Cislo 210 + 1 je délitelné sedmi”.

Potom zapiste pomoci symboliu A, B,C a logickych spojek néasledujici
vyroky :

a) 7Je-li 210 + 1 délitelné 3, pak neni délitelné 7.”

b) ”Neni-li 2! + 1 délitelné 3 a je délitelné 5, pak je d&litelné 7.”

c¢) "Neni-li 210 + 1 délitelné 5, pak neni délitelné 3 nebo 7.”

d) 7210 + 1 je délitelné 5 pravé kdyz neni délitelné 3 ani 7.”

[1.1.B3]. Rozhodnéte o pravdivosti vyrokt A,B,C 7z predchoziho

prikladu a déle o pravdivosti sloZenych vyroka z a), b), c¢), d) pfed-
choziho prikladu.

[1.1.B4]. Dokazte, ze vyroky ~(A = B) a (A A =B) jsou ekvivalentni.
[1.1.B5]. Logickd spojka |, definovand tabulkou pravdivostnich hodnot :

p(4) p(B) | p(4]B)
0

O = O =

1
1
1

se nazyva Shefferiv symbol. Dé se dokazat, ze pomoci Shefferova symbo-
lu lze vyjadrit kazdou z logickych spojek =, A, V, =, & .
Rozhodnéte, kterd z uvedenych logickych spojek je vyjadiena vztahem:

a) A|(A|B) b) (A|B)|(A]B).

[1.1.B6]. Vyrok, jehoz pravdivostni hodnota je vidy 1, nezdvisle na
tom, jaké jsou pravdivostni hodnoty vyrokt, z nichZ je utvoren, se
nazyva tautologie.

Dokazte, ze nasledujici vyroky jsou tautologie :

a) 7 (AN (m4)) b) A= (B= (AAB))

c) (A= B) & (AA(—B)) d) As (AAN(AV B)).
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[1.1.B7]. Urcete obor pravdivosti nésledujici vyrokové formy, jejimz
defini¢nim oborem je mnozina R vSech redlnych ¢isel :

a) 2z -1 < |3 — x| b)z—6 > z-(z—3)
¢)z?—5x+6 >3-z d) (z+2)-(x—2) >2z-5

[1.1.B8]. Utvoite negaci (bez pouZziti obratu ”neni pravda, Ze...”)
vyroku:

a) ”Napsal to Petr nebo Pavel.”

b) ”Dnes bude prset a zitra nebude svitit slunce.”

c) " Jestlize se budu udit, pak zkousku z algebry udélam.”

d) ”Budu-li mit volno, pak ptjdu do kina nebo do divadla.”

[1.1.B9]. Utvoite negaci (bez pouZiti obratu ”"neni pravda, 7e ...”)
vyroku:

a) ”Z4dna kulicka lezici na tomto stole neni modr4.”

b) ” Alespon jedno celé ¢islo je sudé a zadné celé ¢islo neni liché.”

c¢) ”Pro v8echna kladnd redlnd ¢isla r,s plati, Ze r <r-s.”

d) ”Existuji celd ¢isla ¢y, ..., t,, z nichZ alespon jedno je rtizné od nuly,
tak, ze t1 +---+t, =0.7
e) "Pro libovolnd p¥irozend ¢isla ay, . ..,an, kde n > 5 a alespon jedno

z téchto Cisel je vétsi nez 5 plati: a3 +---+a, > 10.
f) ” Existuji komplexni ¢isla z1, 22, 23, kterd jsou véechna ryze imaginarni
tak, Ze jejich soucin 2z - 22 - z3 je Cislo realné.”

[1.1.B10]. Udejte podminku, ktera

a) je dostateénd, ale neni nutnd  b) je nutnd, ale neni dostateéna
c) je nutné a dostatec¢nd d) neni nutna ani dostate¢na
pro to, aby pfirozené ¢islo = bylo délitelné 66.

[1.1.B11]. Nésledujici tvrzeni dokazte jednak matematickou indukei a
jednak bez pouziti matematické indukce:
n-(n+1)
2
b) pro kazdé piirozené ¢islo n plati: 1+3+5+ -+ (2n — 1) = n?

a) pro kazdé p¥irozené ¢islo n plati: 1+2+ -4+ n=

[1.1.B12]. Matematickou indukci dokazte, Ze

a) prokazdé n € Nplati: 6-(12+22+---+n?)=n-(n+1)-(2n+1)
b) pro kazdé n € N plati : 277! < n!

c) pro kazdé celé ¢islon >3 plati : 2" >2n+ 1

d) pro kazdé celé &slo n > 4 plati : 3" > n?

e) pro kazdé celé ¢islo n > 5 plati : 2" > n?
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[1.1.B13]. Necht n znadi libovolné pfirozené ¢islo. Uvazme tvrzeni:

"2444--+2n=(n+2)(n—-1)".
Pak ukazte, ze
a) uvedené tvrzeni neplati pro zadné p¥irozené n
b) uvedené tvrzeni lze ”dokdzat” matematickou indukci, vynechdme-li
v ni 1. krok (tzn. vidime, Ze 1. krok nelze pfi dikazu matematickou
indukci vypustit).

[1.1.B14]. Posloupnost celych &isel ay,as,as,... je definovina reku-
rentné takto:
ar =3, ay=2>5; Ap = 3Ap_1 — 2Ap_o pro n > 3.
Matematickou indukci dokazte, ze pro Vn € N je: a, = 2" + 1.
[1.1.B15]. Posloupnost piirozenych éisel uq,us,us,... je definovina
rekurentné takto:
ur =1, wuy=1; Upy2 = Upp1 + Uy Pro n>1

(tato posloupnost se nazyva Fibonacciho posloupnost a jeji Cleny se
nazyvaji Fibonacciho ¢isla). Dokazte, Ze plati:

Upts = Up—1 * Us + Up * Ust1 pro Vn > 2 celé, Vs € N.

(Navod: dtikaz vedte matematickou indukei vzhledem k s.)

§2: ZAKLADNIf MNOZINOVE POJMY
[1.2.A1]. U.p. koneéné mnoziny M, jejimiz prvky jsou nekonecné
mnoziny.

[1.2.A2]. U.p. nekoneéné mnoziny M, jejimiz prvky jsou kone¢né
mnoziny.

[1.2.A3]. U.p. mnozin A, B tak, aby mnozina A x 28 méla 18 prvki.
[1.2.A4]. U.p. mnozZin A, B, C takovych,ze ANBC ANC a BZC.

[1.2.A5]. U.p. nekonefné mnoziny A a konefné mnoziny B tak, Ze
A—-B=1{.
[1.2.A6]. U.p. dvou riznych mnozin A, B tak,z2e A—BC B — A.
[1.2.A7]. U.p. mnoZiny A, kterd ma pravé 3 podmnoziny.

[1.2.A8]. U.p. mnozin A, B tak, aby mnoZina A x B méla pravé 32
podmnozin.
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[1.2.A9]. Necht A = {0,1,2}. Pie¢téte nahlas nésledujici vyroky a
rozhodnéte, které z nich jsou pravdivé a které nepravdivé:

a)0€A b {0}ed 0CA d){0}CA e)fecAd f)0CA

g{lted nW{}cA  D{2pe{2{2}} H{Bc{2.{2}}

[1.2.A10]. U.p. podminky, ktera

a) je nutnd, ale neni dostateénd  b) je dostatecnd, ale neni nutnd
¢) je nutna a dostatecnd d) neni nutna ani dostatetna
pro to, aby mnoziny A, B byly rizné.

L L L

[1.2.B1]. Dokazte, Ze pro libovolné mnoziny A, B, C plati:

a) A-B=(AUB)—-B=A-(ANB)

b)) ANB=A—-(A-B)

¢c) AUB=(A-B)U(B—-—A)U(ANB)
d)A-(BNnC)=(A-B)U(A-20C)
e)A-(B-C)=(A-B)U(An<QO)
f)An(B-C)=(ANnB)—(ANnC)=(ANB)-C

[1.2.B2]. Necht I je neprazdnd indexovd mnozina a necht A, B; jsou
mnoziny, pro kazdé ¢ € I. Dokazte, ze plati:

icl icl icl icl
C)A—ﬂB,:U(A—BZ) d)AX UBz:U(AXBz)
el i€l i€l i€l

[1.2.B3]. Necht 4,, B, (n € N) jsou mnoziny, splijici podminky:

(%) A, DA, Bp D Bpy pro kazdé n € N
Potom:

[ee] [ee] oo
a) dokazte, ze: () (A, UB,) = AU () Bn

n=1 n=1 n=1
b) ukazte, Ze pfedchozi rovnost neplati, vynechame-li pfedpoklad () .
[1.2.B4]. Necht I zna¢i mnozinu vSech prvodéisel. Pro kazdé prvoéislo
p € I oznatme: A, = {z € N| p déli z} . Dokazte, Ze pak plati:
a) U 4, =N-{1} b) N 4, =10
pel pel

c) je-li J # 0 libovolnd koneénd mnozina prvoéisel, pak (| A, # 0.
peJ
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[1.2.B5]. Dokazte, Ze pro intervaly na redlné ose plati:
(o]

a) N (-3 2+5)=(1.2) D) ﬁ;(l_#l’u%ﬂ):(%’%)
c) @1(1—%,2—%%):(0,3) d) @1(1_#’2+#):(0’3)

Definice. Necht A, B jsou mnoziny. Pak mnozina (A — B) U (B — A)
se nazyva symetrickd diference mnozin A, B a ozna¢uje se A + B.
Vidime tedy, Ze A + B je mnozina v8ech takovych prvki, které patii
pravé do jedné z mnozin A, B (nakreslete si obrazek !).

[1.2.B6]. Necht A, B, C jsou mnoziny. Dokazte, Ze plati:

a) A+ B=(AUB)—- (AN DB) b)A+B=B+ A

c) AUB=A+(B+(ANB)) d) A-B=A+(ANB)

e) AN(B=C)=(ANB)=+(ANC)

[1.2.B7]. Necht A, B,C jsou mnoziny. DokaZte, 7e plati:
a)A+B=0 < A=B b)A+C=B+C = A=B
[1.2.B8]. Necht A je konefné, n-prvkovd mnozina (n > 0). Dokazte,
7e mnozina 24 ma pravé 2" prvki.

[1.2.B9]. Necht A = {a,b, c,d}; naleznéte v8echny prvky X mnoZiny

24 pro které plati:

a) XN{a,b,d} ={a,d} b) X U{a,b,d} ={a,d}
[1.2.B10]. Necht A, B jsou mnoZiny. Dokazte, Ze:

a) 2A ) 2B — 2AﬁB b) 2A U 2B C 2AUB

¢) obecné neplati rovnost 24 U 28 = 24VB,

[1.2.B11]. Necht A = {1,2,3}, B = {3,7}, C = R. Popiste mnoziny:
A x B, resp. B x A, resp. B x B, resp. B x C, resp. B x 25.
[1.2.B12]. Necht A, B,C, D jsou mnoziny. Dokazte, Ze:

a) ACC,BCD =— AxXxBCCxD

b)) ACB = AxCCBxC

c¢) obecné neplati implikace: ACB = AXxC C BxC

[1.2.B13]. Necht A, B, C jsou mnoziny. Dokaite, 7e plati:

a) Ax (BUC)=(AxB)U(AxC(C)

b) (BUC)x A= (Bx A)U(C x A)

) Ax(BNC)=(AxB)Nn(Ax ()
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d) (BNC)x A= (BxA)N(CxA)

e) Ax(B-C)=(AxB)—-(AxC)
f)(B-C)xA=(BxA)—(CxA)

[1.2.B14]. Necht A, B,C, D jsou mnoziny. Dokazte, 7e plati:

a) (AUB)x (CUD)=(AxC)U(AxD)U(BxC)U(BxD)
b) (ANB)x (CND)=(AxC)N(BxD)=(AxD)Nn(BxC(C)
¢)(AxB)—(CxD)=((A-C)xB)U(Ax (B-D))
[1.2.B15]. Necht A, B, C jsou mnoziny. Dokaite, 7e obecné neplati:
a) A-B=B-A byA-(B-C)=(A—-B)-C
c) AUBXC)=(AUB) x (AUCQC)

d) AN(BxC)=(ANB)x (ANC)

63: ZAKLADNI VLASTNOSTI CELYCH CISEL

[1.3.A1]. U.p. celych ¢isel a,b,ctak, ze a |b-c,aleatbAatec.
[1.3.A2]. U.p. celych éisel z,y tak, ze 74 (21z — 56y).

[1.3.A3]. U.p. dvou rtznych celych ¢isel a,b tak, Ze a | b A b a.
[1.3.A4]. U.p. celého &isla a, které po déleni 8 dava zbytek —2.
[1.3.A5]. U.p. celych ¢isel a, b, k nim?7 neexistuje (a,b).

[1.3.A6]. U.p. dvou raznych celych ¢isel a,b tak, ze (a,b) = —a.
[1.3.A7]. U.p. celych ¢isel a,b tak, ze a = b (mod 9) A b # a (mod 9).

[1.3.A8]. Uvedte, kolik existuje zapornych ¢isel, kterd jsou kongruentni
s ¢islem 6 podle modulu 7.

[1.3.A9]. U.p. podminky, kterd
a) je nutnd, ale neni dostateénd  b) je dostate¢nd, ale neni nutnd
pro to, aby celd c¢isla a, b byla kongruentni podle modulu 6.

[1.3.A10]. U.p. podminky, kterd
a) je nutnd, ale neni dostateénd  b) je dostate¢nd, ale neni nutnd
pro to, aby cela ¢isla a, b nebyla nesoudélna.

L L L
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[1.3.B1]. Naleznéte podil ¢ a zbytek r po déleni ¢isla a ¢islem b, je-li:
a)a=0, b=7 bya=-5 b=T7

c)a=47, b=-11 d)a=-47, b=11
e)a=n>+1, b=n+1, kde n>2 je celé ¢slo

fla=n®>-1, b=n+1, kde n je piirozené &slo.

[1.3.B2]. Necht a je libovolné celé ¢islo. Dokazte, Ze
a) a® dava po déleni 4 zbytek 0 nebo 1
b) a* dava po déleni 8 zbytek 0 nebo 1.

[1.3.B3]. Dokazte, 7e zbytek po déleni druhé mocniny libovolného
celého ¢isla a ¢islem 12 muze nabyvat pouze ¢tyl hodnot a urcete tyto
hodnoty.

(Navod: nejprve vyjadiete déleni ¢isla a ¢islem 6.)

[1.3.B4]. Rozhodnéte, zda a = b (mod 16), je-li:
a)a="75b=139 b) a= —75,b=139
c)a=0,b=139 d)a=0,06=0

[1.3.B5]. Necht m je pfirozené ¢islo; a, b, ¢ € Z. Dokazte, 7e plati:
a) a = b (mod m) = b=a (mod m)
b)a=b (mod m) A b=c¢ (modm) = a=c (modm)

[1.3.B6]. Necht a = b (mod m), ¢ = d (mod m) a necht n je pfirozené
c¢islo. Dokazte, ze pak plati:

a) a4+ c=0b+d (mod m) b) a —c=b—d (mod m)
c)a-c=b-d (mod m) d) a™ = b" (mod m)

[1.3.B7]. Naleznéte zbytek po déleni ¢isla (380 + 789) éislem 100.
(Navod: uzitim pfedchozich dvou cvideni spoctéte s ¢im je ¢islo 389,
resp. 780 kongruentni podle modulu 100.)

[1.3.B8]. Dokaite, 7e pro kazdé n € N maji ¢isla n® a n (vyjaddiena
v dekadickém zapisu) stejné posledni cifry.

(Navod: vyjadiete ¢islo n dekadicky, tj. n = ay, - 10¥ +-- - + a;y - 10 + ay,
kde 0 < a; <9 a ukazte, Ze n® = ag (mod 10).)

[1.3.B9]. Necht pro celé ¢islo p > 2 plati: (p —1)! = —1 (mod p).
Dokazte, ze potom p je prvocislo.

[1.3.B10]. Necht m je pfirozené ¢islo; a, b, ¢ € Z. Dokazte, Ze:
a) obecné neplati: a-¢=b-c (mod m) = a =b (mod m)
b) plati: a-¢=b-c¢ (mod m) A (¢,m)=1 = a=0b (mod m)
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[1.3.B11]. Necht a,b,c € Z. Rozhodnéte, zda nasledujici tvrzeni plati,
¢i neplati a svoje rozhodnuti zdivodnéte:

a)alcAble = a-b|c? b)alcVb|lc = a-b|c?
c)a-b|c®> = alcAb|c d)a-b|c®> = alcVblec
[1.3.B12]. Necht a,b € Z. Rozhodnéte, zda nasledujici tvrzeni plati, ¢
neplati a svoje rozhodnuti zdivodnéte:

a‘) ((l,b) =1 = (a+ba a_b) =1

b) (a+b,a-b)=1 = (a,b) =1

[1.3.B13]. Dokazte, Ze pro kazdé n € N plati:

a) ¢islo 10"—1 je délitelné 9 b) ¢islo n®—n je délitelné 6.
[1.3.B14]. Naleznéte viechna pfirozena n, pro kterd plati: 72 | 10" +8.

(Navod: provedte zvlast pron = 1,2 a zvlast pron > 3.)

[1.3.B15]. Dokazte matematickou indukci, Ze pro kazdé n € N plati:
a) 133 ] 117+2 4 122n+L b) 7t2"+1
[1.3.B16]. Dokazte, Ze pro libovolné n € N existuje n po sobé jdoucich

prirozenych éisel, kterd jsou sloZzenymi ¢isly (tzn. v posloupnosti prvoéi-
sel jsou libovolné velké ”mezery”).

(Navod: za¢néte Cislem (n+ 1)!+2.)
§4: RELACE

[1.4.A1]. Necht M = {z,y,z}. Uvedte, kolik lze definovat rtznych
relaci

a) mezi mnozinami M a 2M b) mezi mnozinami M a §)

¢) na mnoziné M d) na mnoziné M x M.

[1.4.A2]. U.p. neprazdné relace ¢ mezi mnozinami N a Z a neprazdné
relace o mezi mnozinami Z a Q tak, ze slozend relace o o g je prazdnou
relaci.

[1.4.A3]. U.p. relaci g,0 na mnoziné M = {a,b} tak, Ze p,o nejsou
univerzalnimi relacemi, ale o o p je univerzalni relaci na M.

[1.4.A4]. U.p. mnoziny M a relace g na M, kterd je souc¢asné symetric-
k& a antisymetricka.

[1.4.A5]. U.p. mnoZiny M a relace p na M, kterd neni symetrickd a
neni antisymetricka.
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[1.4.A6]. U.p. relace g, rtizné od relace rovnosti, na mnoziné Z tak, Ze
o je reflexivni a neni Gplna.

[1.4.A7]. U.p. relace p na mnoziné N, kterd je iplnd a neni reflexivni.

[1.4.A8]. U.p. mnoziny A tak, aby relace inkluze C na mnoziné 24
byla tplnou relaci.

[1.4.A9]. Dokaite, 7e relace délitelnosti na mnoziné N je antisymet-
rickd, kdezto relace délitelnosti na mnoziné Z neni antisymetricka.

[1.4.A10]. Popiste, jak se z tabulky relace (na kone¢né mnoziné) pozna,
7e tato relace je, resp. neni

a) reflexivni b) symetricka
c) antisymetricka d) aplna.
L L L

[1.4.B1]. Uvedte piiklad dvou rtiznych relaci ¢ a o mezi mnoZinami
A ={a,b,c} a B = {1,2,3,4}. Potom popiste (mnozinové, graficky i
tabulkou) relace: o=, resp. o=, resp. pN o, resp. g U 0.

[1.4.B2]. Provedte mnoZinovy zépis relace ¢ na mnoziné N, kterd je

slovné popsana takto:

a) Cislo 3 je v relaci g se v8emi pfirozenymi Cisly a déle v8echna sudé
prirozena cisla vétsi nez 50 jsou v relaci g se vSemi lichymi pfirozenymi
Cisly

b) ¢&islo 3 je v relaci g s ¢isly 3 a 7 a dale, vSechna ¢isla vétsi jak 7 jsou
v relaci ¢ se vSemi prirozenymi Cisly, ktera jsou délitelna 3 a 7

c¢) kazdé pfirozené Cislo je v relaci ¢ se v8emi pfirozenymi ¢isly kromé
sebe sama

d) v relaci g jsou navzajem vSechna prvocisla a dale jsou v relaci o
navzajem ta slozend ¢isla, kterad jsou nesoudélna.

[1.4.B3]. Necht g je relace mezi mnozinami Z a N, definovan:
o={(z,32> +1) | proVz € Z} ,

resp. o je relace mezi mnozinami N a Z, definovana:
o={(a,b)|b=—a V b=a*>—-3 ,proa,be N} .

Pak popiste relaci 0 oo arelaci goo .

[1.4.B4]. Necht p je relace mezi mnozinami A a B; necht o; je relace

mezi mnozinami B a C pro kazdé i € I (kde I # () je n&jaka indexova

mnozina). Dokazte, Ze:

a) (Uai)oo=Ul(oioo) b) (N oi)eeC N(vioo)

icl il iel iel
c) ve vztahu b) obecné neplati rovnost.
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[1.4.B5]. Necht p; (pro kazdé i € I) je relace mezi mnozinami A a B.
Dokazte, ze pak plati:
a)(Ue)" =Ug! b) (Ne)™ =Net

i€l il il iel
[1.4.B6]. Necht M = {a,b}. Vypiste:
a) vSechny relace na mnoziné M  b) vSechny tranzitivni relace na M
c¢) v8echny relace na M, které nejsou tranzitivni.
d) v8echny relace na M, které nejsou antisymetrické
[1.4.B7]. Necht M je n-prvkovd, neprazdnd mnozina. Urcete, kolik
celkem existuje
a) reflexivnich relaci na M b) symetrickych relaci na M
c) antisymetrickych relaci na M d) aplnych relaci na M
e) relaci na M, které jsou soucasné reflexivni a symetrické
f) relaci na M, které jsou soucasné reflexivni a antisymetrické.
[1.4.B8]. Na mnoziné M = {a,b, c} udejte (tabulkou) p¥iklad relaci gy,
02, 03, 04 tak, aby kazda z téchto relaci méla vzdy pravé jenom jednu
z vlastnosti: reflexivni, symetricka, antisymetricka, iplna.
[1.4.B9]. Je déna relace ¢ na mnoziné N. Rozhodnéte, zda g je
reflexivni relace, resp. symetrickd relace, resp. antisymetricka relace,
resp. tranzitivni relace, resp. uplnéa relace, je-li pro x,y € N:
a) zoy < =z -y je liché &islo
b) zpy <= =z,y jsou nesoudélna ¢isla
c)xoy < y=zxz V y=22z V y=3x
d) zoy <= |z—y| =3 V z=y.
[1.4.B10]. Je dana relace ¢ na mnoziné Z. Rozhodnéte, zda ¢ je
reflexivni relace, resp. symetrickd relace, resp. antisymetricka relace,
resp. tranzitivni relace, resp. iplna relace, je-li pro x,y € Z:
a) Ty < zl=y b) zoy <= 3| (z+ 2y)
c) zoy <= || <yl d) zoy < |z] > |y
[1.4.B11]. Je déna relace ¢ na mnoziné 24, kde A je neprizdna,
kone¢nd mnozina. Rozhodnéte, zda g je reflexivni relace, resp. symet-
rickd relace, resp. antisymetrickd relace, resp. tranzitivni relace, resp.
tplna relace, je-li pro X,Y € 24
a) XoYV < XUY =4 b) XoY <= XNY #0
c) XgY <= X =0 nebo Y =A
d) XY <= mnoziny X,Y maji stejny pocet prvki.
(Navod: uvédomte si, ze v nékterych piipadech milze vySetfovand
vlastnost zaviset na po¢tu prvkd mnoZiny A.)
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[1.4.B12]. Dokazte, Ze prinik libovolného poctu

a) reflexivnich relaci na M je opét reflexivni relaci na M

b) symetrickych relaci na M je opét symetrickou relaci na M

c) relaci na M, z nichZ alesponi jedna je antisymetrickd, je antisymet-
rickou relaci na M

d) tranzitivnich relaci na M je opét tranzitivni relaci na M

e) Uplnych relaci na M nemusi byt Gplnou relaci na M.

[1.4.B13]. Dokazte, Ze sjednoceni libovolného poctu

a) relaci na M, z nichz alespon jedna je reflexivni, je reflexivni relaci na
mnoziné M

b) symetrickych relaci na M je opét symetrickou relaci na M

c¢) antisymetrickych relaci na M nemusi byt antisymetrickou relaci na

mnoziné M

tranzitivnich relaci na M nemusi byt tranzitivni relaci na M

relaci na M, z nichz alespon jedna je Gplnd, je Gplnou relaci na M.

d

—_—

)
e)
1.4.B14]. Necht g, 0 jsou relace na M. Dokazte, Ze:
a) jsou-li g, o reflexivni, pak relace o o g je reflexivni
b) jsou-li g, 0 symetrické, pak relace o o p nemusi byt symetricka
c) jsou-li g, o antisymetrické, pak relace o o ¢ nemusi byt antisymetricka
d) jsou-li g, o tranzitivni, pak relace o o ¢ nemusi byt tranzitivni
e) jsou-li g, 0 Gplné, pak relace o o g je Gplna.

[1.4.B15]. Necht g, 0 jsou tranzitivni relace na M. Dokazte, 7e pak:
oU o je tranzitivni relace <= (poo)U(009) C (0Uo0).

[1.4.B16]. Necht p, o jsou symetrické relace na M. Dokaite, 7e pak:

0 o p je symetricka relace <= ocop=poo.

Definice. Relace g,0 na mnoziné M se nazyvaji zdménné relace,
jestlize plati: cop=poo.

[1.4.B17]. Udejte piiklad dvou rtiznych relaci g, na dané mnoziné
M = {a, b} tak, ze relace g, 0 :
a) jsou zaménné b) nejsou zadménné.

[1.4.B18]. Dokazte, 7e nasledujici vyroky jsou ekvivalentni:
(i) na mnoziné M jsou kazdé dvé relace zdménné
(ii) mnozina M je jednoprvkova.

[1.4.B19]. Necht g, o jsou tranzitivni a ziménné relace na M. Dokazte,
7e pak o o p je tranzitivni relaci na M.
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§5: ZOBRAZENI

[1.5.A1]. U.p. zobrazeni f : Z — N, které
a) je injektivni a neni surjektivni  b) je surjektivni a neni injektivni.

[1.5.A2]. U.p. injektivniho zobrazeni f : A x A — 24 | je-li:

a) A = {a,b} b) A ={a,b,c}.

[1.5.A3]. U.p. injektivniho zobrazeni

a) f:Z — 2N b) f: N — NN,

[1.5.A4]. U.p. surjektivniho zobrazeni

a) f:NxN-—>Z b) f:2N — N.

[1.5.A5]. Uvedte, co v8echno lze ¥ici o po¢tu prvki koneéné k-prvkové
mnoziny A, vite-li, ze

a) existuje injektivni zobrazeni 24 — A x A

b) neexistuje zadné surjektivni zobrazeni A x A — A4 .

(Névod: pii a) vyuzijte vysledku cviceni [1.1.B12]e).)

[1.5.A6]. U.p. mnoziny B, jeji vlastni podmnoziny A (t.j. A C B) a
bijektivniho zobrazeni f : A — B.

[1.5.A7]. U.p. zobrazeni f : NxN >NxN, g:NxN->NxN
takovych, ze fog#gof .

[1.5.A8]. Necht je A = {a,b} ; u.p. zobrazeni f:24 — A4 tak, 7e
k tomuto zobrazeni neexistuje inverzni zobrazeni.

[1.5.A9]. U.p. podminky, ktera

a) je nutnd, ale neni dostatend  b) je dostatecnd, ale neni nutnd
pro to, aby zobrazeni f : A — B nebylo surjektivni.

[1.5.A10]. U.p. podminky, ktera
a) je nutnd, ale neni dostatend  b) je dostate¢nd, ale neni nutnd

pro to, aby zobrazeni f : A — B bylo bijektivni.

L L L

[1.5.B1]. Rozhodnéte, zda zadany pfedpis f urcuje zobrazeni mnoZiny
A do mnoziny B, je-li:
a)A=Z,B=N, f(z)=|z| proVzeZ

222 — 3

b)A=Z,B=Q, f(x):m

proVz € Z
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1 pro2|z
c)A=Z,B=7Z, f(z)=< —1 pro3|z
0 pro2fz A 3tz

sin x rox <0
Yya-R.B-R. j0={7" "

tgx proz >0
[1.5.B2]. Nakreslete vSechna zobrazeni A — B a uvedte, kterd z nich
jsou injektivni, resp. surjektivni, resp. bijektivni. Pfitom
a)A:{a,b,c},B:{z,y} b)A:{a,b}aBZ{w,y,Z}-
[1.5.B3]. Zadejte (vy¢tem prvkil) mnozinu A® a mnozinu B4, je-li:
a) A={a}, B={z,y,2} b) A=B={z,y}.
[1.5.B4]. Necht A je n-prvkovd mnozina, B je s-prvkovd mmnoZina
(n,s € N). Dokazte, ze pocet v8ech zobrazeni A — B je roven s"
(Navod: dtikaz vedte matematickou indukei vzhledem k n.)
[1.5.B5]. Rozhodnéte, zda dané zobrazeni f : N — N je injektivni,
resp. surjektivni, je-li pro kazdé = € N :
a) f(z) =5z —3 b) f(z) = 2> +1

-~ 6 prox <6 _ Jx—1 proxsudé
C)f(x)_{x—G prox > 6 d)f(m)_{a:+1 pro x liché

) 1) = |25 ] 0 1) = | 252

kde symbolem [¢] se oznacuje tzv. celd ¢éast ¢isla t , coZ je nejvétsi celé
¢islo, které neptevysuje cislo ¢.

[1.5.B6]. Rozhodnéte, zda dané zobrazeni f je injektivni, resp. surjek-
tivni, je-li:

a) f:R-{0} = R, f(z) = b) f:R* = R, f(z) = 2?
c) f:Q—{0} > Q" f(z) = d) f:R—=R, f(z) = 22+T2+12
z+2
. [ 535 proz#-3
) f:Z2Q, _{ 1 proz=-3
z pro x sudé

o

f)yf:N—=>Z, f(x)

{

kde R , resp. QT zna¢i mnozinu viech kladnych redlnych &sel, resp.
kladnych raciondlnich ¢isel.

w

T

pro z liché

V)
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[1.5.B7]. Rozhodnéte, zda dané zobrazeni f je injektivni, resp. surjek-
tivni, je-li:

a) [ NxN->N, f((z,y)=2+y

b) f: N>NxN, f(z)=2x22z+1)

o) frNx N2V f((z,y) = {z,y}
(£,1) proz=0(mod3)

d) f:Z—>7Zx{1,2,3}, fl@)=1¢ (35%,2) proz =1(mod3)
(2HL3)  pro x = 2 (mod 3)

x) pro y sudé, pfirozené

O f:ZxNS2xZ, f(@a)={ 2 e, privorent
(=3%,x)  pro y liché, piirozené

ap kde ag je nejmensi &slo z A, je-li A # ()

f:28 =N, f(A):{l jeli A =10

[1.5.B8]. Necht A je n-prvkovd mnozina, B je s-prvkovd mmnoZina
(n,s € N). UrCete pocet vSech :
a) bijektivnich zobrazeni A — B b) injektivnich zobrazeni A — B.

[1.5.B9]. Necht f : A - B, g : B — C jsou zobrazeni. Dokazte, Ze
plati:

a) f,g jsou injektivni => g o f je injektivni

b) f,g jsou surjektivni = go f je surjektivni

c) go f jeinjektivni = f je injektivni

d) go f je surjektivni = g je surjektivni.

[1.5.B10]. Necht f: A — B je zobrazeni. Dokazte, ze plati:

a) f je injektivni <= existuje zobrazeni g : B — A tak, Ze go f =idy
b) f je surjektivni <= existuje zobrazeni h : B — A tak, Ze foh = idp.
(Navod: pii dtikazu ” =" v a), resp. v b) hledané zobrazeni g, resp.
h pfimo zkonstruujte.)

[1.5.B11]. Necht f : A — A je dané neidentické zobrazeni. Dokazte,
7e pak existuje zobrazeni g: A — A takové,ze fog#gof.

(Navod: z predpokladu plyne, Ze v mnoziné A existuji dva rzné prvky
a,b takové, ze f(a) = b. Této skutetnosti pak vyuzijte pii konstrukci
zobrazeni g.)
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[1.5.B12]. Dokazte, Ze zobrazeni f : A — B je bijektivni. Pfi tom:
a) A=NxN,B=N, f((z,y)=2""-(2y~1)

D) A=(a,b), B=(cd), fa)=ct+iC (z—a)

b—a
) A=(ab), B=R*, f@)=7—
d) A= (a,b) , B=R;resp. p je pevné redlné ¢islo takové, Ze a < p < b
- proa<z<p
_Jz—a
IOER
prop<z<b
b—x

kde R™ zna¢i mnozinu viech kladnych redlnych ¢&isel, resp. (a,b), (¢, d)
znadi oteviené intervaly na redlné ose.

(Navod: v a) vyuzijte vétu o rozkladu ¢isla na souéin prvodcisel.)

[1.5.B13]. Jsou déna bijektivni zobrazeni f,g: Q — Q takto :

flx) =3z -4, gla) =2x+3 proVz € Q.
Potom zadejte zobrazenti :
fogsgofi(feg)™ s(gof)~ i f g7 s f g™ty g7lo f7
[1.5.B14]. Necht A, B, C jsou mnoziny a necht ¢ : A — B je bijektivni
zobrazeni. Dokazte, ze bijektivnim zobrazenim je pak také zobrazeni:
a) F: A - B, definované : F(f) =¢o f proV f € A¢
b) G:CA — CB, definované : G(g) =goyp~! proVg € C4.

[1.5.B15]. Necht f: Z — Z je zobrazeni, spliiujici podminku:

(fof)lx)=—=z, pro kazdé z € Z.
Dokazte, ze pak plati :
a) f je bijektivni zobrazeni b) f(—z) = —f(z) proVxz € Z

c) fle)=0 <= z=0.

[1.5.B16]. Necht A, B jsou konefné mnoziny pfirozenych ¢isel; necht
f : A — B je injektivni zobrazeni s vlastnosti: = < f(x) pro Vz € A,
g : B — A je injektivni zobrazeni s vlastnosti: y < g(y) pro Vy € B.
Dokazte, ze pak plati: A=B a f=ida=g.

(Navod: oznadte h = g o f, ukazte, ze h je bijekce spliiujici podminku
x < h(z) pro kazdé x € A a dale (sporem) ukaZte, Ze h = id4 .)
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§6: USPORADANE MNOZINY

[1.6.A1]. Nakreslete hasseovsky diagram ¢tyfprvkové usporddané mno-
ziny, kterd ma dva maximalni prvky a nema nejmensi prvek.

[1.6.A2]. Nakreslete hasseovsky diagram ¢tyiprvkové usporadané mno-
ziny, v niz kazdy prvek je soucasné maximalnim prvkem i minimalnim
prvkem.

[1.6.A3]. Nakreslete hasseovsky diagram konetné usporddané mnoziny,
kterd mé tfi minimalni prvky a zadny maximalni prvek.

[1.6.A4]. U.p. usporddané mnoziny (M, g), kterd mé jeden maximalni
prvek a nema nejvétsi prvek.

[1.6.A5]. U.p. uspofddané mnoziny (M, g), kterd ma jeden nejmensi
prvek a tfi minimalni prvky.

[1.6.A6]. U.p. usporddané mnoziny (M, o), kterd obsahuje pravé dva
nesrovnatelné prvky a nemd pfitom zadny maximalni prvek ani mini-
malni prvek.

[1.6A7]. U.p. nekone¢né uspofddané mnoziny (M, p), kterd neobsahuje
zadné riizné srovnatelné prvky.

[1.6.A8]. U.p. linedrné uspofddané mnoziny (M, g), kterd ma dva mi-
nimalni prvky.

[1.6.A9]. U.p. mnoziny A tak, aby uspofddana mnozina (24,C) byla
linedrné usporadana.

[1.6.A10]. U.p. podminky, ktera
a) je nutnd, ale neni dostateénd  b) je dostatecnd, ale neni nutnd
pro to, aby v uspoiddané mnoziné (M p) neexistoval maximélni prvek.

L L L

[1.6.B1]. Na mnoziné M = {a, b, c,d} je dana relace p. Dokazte, Ze g je
relaci usporadani a nakreslete hasseovsky diagram usporddané mnoziny
(M, o), je-li:

a) ¢ = {(a,a), (b,0), (¢, ¢), (d, d), (b, a), (b,¢), (b,d) }
b) ¢ = {(a,a), (b, ), (¢, ), (d,d), (d, a), (b, c)}-
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[1.6.B2]. Usporddand mnozina (M, o), kde M = {a,b, c,d} je zadana
hasseovskym diagramem. PopiSte (vyctem prvki) relaci uspofddani g,
je-li:

b
d od o a
d
a) a b) °a c) /\‘1 d)
O O a
b ¢ b ¢ c b
C

[1.6.B3]. Je ddna mnozina M. Rozhodnéte kolik relaci uspofadéni lze

na mnoziné M definovat a nakreslete odpovidajici hasseovské diagramy

takto vzniklych usporddanych mnozin, je-li:

a) M = {a,b} b) M = {a,b,c}.

[1.6.B4]. Nakreslete hasseovsky diagram uspofddané mnoziny (24, C),

je-li:

a)A=10 b) A= {a} c) A= {a,b} d) A={a,b,c}.

[1.6.B5]. Na mnoziné M = {1,2,3,4,5,6} je definovéna relace g takto:
roy <= dpfirozené ¢islo n tak, ze x=n-y.

Dokazte, ze p je relaci uspordadéni a sestrojte hasseovsky diagram

uspofddané mnoziny (M, o).

[1.6.B6]. Rozhodnéte, zda (N, g) je uspofddand mnozina, resp. linedrné
usporadand mnozina a pokud tomu tak je, pak schematicky nakreslete
jeji hasseovsky diagram. Relace g je definovana pro x,y € N takto:

a) woy < y=4V y==zx b) zpy < x Z y (mod 5)

c) zpy <= pocet cifer ¢isla x je mensi nebo roven poctu cifer ¢isla y
d) zoy < (z=y)V(zjeliché A yje sudé)V (z+y je sudé A z < y).
[1.6.B7]. Rozhodnéte, zda (Z, p) je uspofddand mnoZina, resp. linedrné

usporadand mnozina a pokud tomu tak je, pak schematicky nacrtnéte
jeji hasseovsky diagram. Relace g je definovana pro z,y € Z takto:

a) zoy <= =<y b) zpy < y<z
c)xoy <= x|y (tj. Iz €Z:y=z2-1)
d) zpy <= (x=y) V (z,y jsou sudd ¢isla A z <y).
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[1.6.B8]. Necht M = {fi,f2, f3,---, fs, fo}, kde pro 1 < i < 9 je
fi : R = R zobrazeni, definované pro Vz € R takto:

fi(x) = |z -4, fol@) = || =3, fs(x) = |z = 2,
fale) = —la| + 4, fs(x) = —[z] +3, fo(x) = —la| +2,
fr(x) = —lal, fs() = |o + 2], fol@)=2.

Na mnoziné M je definovana relace g takto :

fiof; < prokazdéz € (—2,2) plati: f;(z) < fj(x).
Dokazte, Ze g je relace usporadani na M a nakreslete hasseovsky diagram
uspofddané mnoziny (M, o).
[1.6.B9]. Na mnoziné redlnych ¢isel R je definovana relace p takto: pro
z,y € R je

zoy < dce R, c>1 tak,7e c-z=y.

Dokazte, Zze p je relace usporddani na R a nacrtnéte schematicky
hasseovsky diagram uspofddané mnoziny (R, ).
[1.6.B10]. Necht g, o jsou relace usporadddni na mnoziné M. Dokazte,
Ze potom:
a) relace o' je usporadéni na M
b) relace p N o je usporddani na M
c) relace o U o obecné neni uspofddani na M
d) relace o o g obecné neni usporddéani na M.
[1.6.B11]. Vypiste vSechny minimélni prvky, resp. maximalni prvky,
resp. nejmensi prvky, resp. nejvétsi prvky vsSech usporaddanych mnozin
ze cviceni

a) [1.6.B2] b) [1.6.B6] ¢) [1.6.B7] d) [1.6.B8].

[1.6.B12]. Necht o je relace uspordddni na koneéné mnoZiné M.
Dokaite, ze pak v (M, ) existuje alespon jeden minimdlni a alespon
jeden maximalni prvek.

[1.6.B13]. Necht g je relace usporddéani na kone¢né mnoziné M a necht

v usporddané mnoziné (M, g) existuje jediny minimélni prvek w .

Potom:

a) dokaZte, Ze wu je nejmensim prvkem v (M, o)

b) rozhodnéte, zda stejné tvrzeni plati i v pfipadé, Ze mnoZina M je
nekonecna.
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[1.6.B14]. Necht A je konefnd, neprazdnd mnozina pfirozenych ¢&isel.
Na mnozing M = 24 — {}} definujeme relaci p takto: pro X,Y € M je
XoY praveé kdyz

3 injektivni zobrazeni f: X — Y takové, Zze = < f(x) pro Vz € X .

Potom:

a) dokaZte, Ze o je relace usporddani na M

b) nakreslete hasseovsky diagram usporddané mnoziny (M, g) pro pii-
pad, ze A =1{1,2,3}

c) dokazte, ze pro X, Y € M plati: X CY = XpYV

d) ukazte, ze pfedchozi implikaci nelze obratit.

(Navod: pii dikazu a) vyuzijte cvi¢eni [1.5.B16].)

[1.6.B15]. Necht (A,p), (B,o) jsou uspofddané mnoziny, pfi¢emz
ANB = (. Na mnoziné¢ AUB definujeme relaci T takto: pro z,y € AUB
je

xry <= (r,y € A AN zoy) V (x,y € B A zoy) V (z € A,y € B).

Potom:

a) dokaZte, Ze 7 je relace usporddani na AU B

b) dokazte, ze 7 je linedrni uspoiddédni <= ¢ i o jsou linedrni
usporadani

c) nakreslete hasseovsky diagram uspofddané mnoziny (A U B, 1),
je-li (A, p) uspofddand mnozina ze cviceni [1.6.B4] c), resp. (B, o) je
usporiddand mnozina ze cviceni [1.6.B2]c)

d) nakreslete schematicky hasseovsky diagram uspofddané mmnoziny
(AU B,7), jeli A mnozina vSech sudych pfirozenych disel, B
je mnozina vSech lichych pfirozenych c¢isel a o i ¢ jsou obvykla
usporadani ¢isel podle velikosti.

§7: EKVIVALENCE A ROZKLADY
[1.7.A1]. U.p. relace ¢ na mnoziné Z, kteréd je soucasné ekvivalenci i

usporadanim. Déle uvedte, kolik takovych relaci existuje.

[1.7.A2]. U.p. relace o na mnoziné N, kterd je reflexivni a tranzitivni,
ale neni ekvivalenci ani usporadanim.

[1.7.A3]. U.p. relace ekvivalence p na mnoziné R tak, aby rozklad R/g
(tj. rozklad na R, pfisludny ekvivalenci ¢ ) mél pravé 3 tiidy rozkladu.

[1.7.A4]. U.p. rozkladu na R, ktery mé kone¢né mnoho tid, pfi¢emz
kazda trfida obsahuje kone¢né mnoho prvki.

[1.7.A5]. U.p.rozkladu na N, ktery mé nekone¢né mnoho t¥id, pfi¢emz
kazda tfida obsahuje nekone¢né mnoho prvki.
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[1.7.A6]. U.p. zobrazeni f : R — Z tak, aby rozklad pfislusny
zobrazeni f mél nekone¢né mnoho tiid rozkladu.

[1.7.A7]. U.p. zobrazeni f : R — Zj tak, aby rozklad pfislusny
zobrazeni f mél
a) 2 tfidy rozkladu b) 4 t¥idy rozkladu.

[1.7.A8]. Uvedte viechny hodnoty modulu m pro které ¢isla —7 a 7
patii do stejné zbytkové tridy podle tohoto modulu m.

[1.7.A9]. U.p. podminky, ktera

a) je nutnd, ale neni dostatend  b) je dostatecnd, ale neni nutnd

pro to, aby relace p na mnoziné M byla ekvivalenci.

[1.7.A10]. U.p. podminky, ktera
a) je nutnd, ale neni dostatend  b) je dostate¢nd, ale neni nutnd

pro to, aby systém mnoZin M = {A, B}, kde A, B C N, byl rozkladem
na N.

L L L

[1.7.B1]. Na mnoziné M = {a,b,c,d} je definovina relace p. Roz-
hodnéte, zda p je relaci ekvivalence na mnoziné M a pokud tomu tak
je, pak sestrojte rozklad M/p (tj. rozklad na mnoziné M piislusny
ekvivalenci g ). Pfitom:

a) 0 ={(a,a),(b,b),(c,¢),(d,d),(a,c), (c,a),(d,c), (c,d)}

b) ¢ ={(a,a),(b,b),(c,¢), (d,d), (a,b), (b, a), (a,d), (d, a), (b,d), (d, ) }.
[1.7.B2]. Urcete, kolik riznych rozkladi 1ze utvofit na mnoziné M a
v8echny tyto rozklady vypiste. Pritom:

a) M = {a,b} b) M = {a,b,c} c) M ={a,b,c,d}.
[1.7.B3]. Na mnoziné M = {u,v,z,y, 2} je didn rozklad R. Sestrojte

tabulku relace ~gx (tj. relace ekvivalence na mnoZind M, piisluiné
rozkladu R ). Pfitom:

a) R = {{u}v {‘T}v {Z}7 {v,y}} b) R = {{u,y}, {’U,.T,Z}}.

[1.7.B4]. Na mnoziné M = {1,2,3,...,18,19,20} definujeme relaci p
takto:

x oy <= Cdisla xz,y maji stejny soucet cifer.
Pak dokazte, 7e o je relaci ekvivalence na M a sestrojte rozklad M/p
(tj. rozklad na M , pfislusny ekvivalenci o).
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[1.7.B5]. Na mnoziné M je definovana relace g. Rozhodnéte, zda g je
relaci ekvivalence na M, je-li

a) M=7Z ; o={(z,y)€ZxZ|y=zxzneboy=z+1}

b) M=R ; o={(z,y) e RxR|z—-y€Z}
c) M=2N; o={(A,B) € 2N x 2V | (A — B) je kone¢ns mnozina}
d) M=2N; o={(A,B) € 2N x 2N | (A + B) je kone¢ns mnozina}

kde A + B je symetrickd diference, tj. A+ B=(A—-B)U(B— A4).

[1.7.B6]. Na mnoziné Z je definovana relace g. Dokazte, Ze g je relaci
ekvivalence na Z a popiSte rozklad Z/g (tj. rozklad na Z, p¥islu$ny
ekvivalenci ¢ ). P¥itom pro z,y € Z je:

a)roy < IJke€Z:y=x+4k b) zoy < 2?=9? (mod 7)

c) oy <= 22 +2x=9y>+2y d)zoy <= 2| (2% —y?).
[1.7.B7]. Na mnoziné R x R je definovina relace p. Dokazte, Ze o
je ekvivalenci na R x R a nalrtnéte, jak vypada rozklad R x R/p

(zde R x R chépeme jako mnozinu v8ech bodl v roving). Pfitom pro
(#,9), (w,v) € R xR je:

a) (z,y)o0(u,v) <= z—u=0
b) (z,y)e
c) (z,9)e
d) (z,9)e
[1.7.B8]. Je zadéan systém M jistych podmnozin mnoziny R. Rozhod-

néte, zda M je rozklad na R a pokud tomu tak je, pak definujte relaci
~m (tj. relaci ekvivalence na R, pfislusnou rozkladu M ). Pfitom:

a) M= {{a,a+1)|acZ} b) M = {{a,a+2)|a€Z}
C) M= {{0},(—00,0),(0, OO)} d) M= {R}

[1.7.B9]. Dokaizte, ze

a) inverzni relace k ekvivalenci na M je opét ekvivalenci na M

b) prinik libovolného poctu ekvivalenci na M je opét ekvivalenci na M
c¢) sjednoceni dvou ekvivalenci na M nemusi byt ekvivalenci na M

d) slozeni dvou ekvivalenci na M nemusi byt ekvivalenci na M.

u,v) <= y—v=2z—u)
u,v) = (z—u)(z+u)=@-y)(v+y)
u,v) &= 2 +y’+z+y=u’+v>+u+o.

A~ N NN

[1.7.B10]. Necht g, o jsou relace ekvivalence na mnoziné M .
Dokazte, ze pak relace g U o je ekvivalenci na M pravé kdyz pro kazdé
X eM/o akazdé Y € M/o plati:

X CY nebo YCX nebo XNY =40.
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[1.7.B11]. Necht p, o jsou ekvivalence na mnoziné M. DokaZte, Ze pak
relace g o o je ekvivalenci na M pravé kdyz goo = o op (tzn. relace
0, 0 jsou zaménné).

[1.7.B12]. Necht g,o jsou relace ekvivalence na M, resp. necht R,S
jsou rozklady na M. Dokazte, ze plati:
a)o#o = M/o#M/o b)R#£S = ~g # ~s.
(Navod: dtikazy vedte nepiimo.)
[1.7.B13]. Je dano zobrazeni f : A — B. DPopiste rozklad M na
mnoziné A, prislusny zobrazeni f, je-li:
a) 'A = {a7bﬁc7d7e}7 B = {x’y7z}7
fla)==z, fb)=y, fl)=2, fld=z, [fle)=y
b) A=R,B=7Z, f(z)=][z], proVz€R
c) A=R,B=7, f(z)=|[z]|, proVz€E€R
—1  je-li X konecnd, neprazdna
d) A=2N B=7Z, fX)={ 0 jelix=90
1 jeli X nekonecna
pfitom symbol [2] v b), ¢) znadi celou ¢ast ¢isla z, tj. nejvétsi celé Eislo,
které neprevysuje cislo .
[1.7.B14]. Necht R je rozklad na mnoziné M. Definujme zobrazeni
f: M — R, tak, ze kazdému prvku z € M prifadime tu tfidu rozkladu
R, v niz prvek zx lezi, tj.
flx)=X, kde X eR AN z€X.

Pak:

a) dokaZte, Ze f je surjektivni zobrazeni

b) udejte nutnou a dostate¢nou podminku pro to, aby zobrazeni f bylo
injektivni

c) sestrojte rozklad na M, p¥islugny zobrazeni f .
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KAPITOLA 2:

ZAKLADNI ALGEBRAICKE STRUKTURY

§1: STRUKTURY S JEDNOU OPERACT

[2.1.A1]. Uvedte, kolika riznymi zptisoby je mozno definovat operaci
na mnoziné G = {z,y,z}.

[2.1.A2]. U.p. grupoidu (G, ) tak, Ze tento grupoid méa jednickou, ale
neni pologrupou.

[2.1.A3]. U.p. grupoidu (G,-) tak, 7e v tomto grupoidu neplati zdkony
o déleni.

[2.1.A4]. U.p. koneéné pologrupy, kterd nema neutralni prvek.

[2.1.A5]. U.p. nekonecné pologrupy, ve které neplati zdkony zdkony o
kréaceni.

[2.1.A6]. U.p. pologrupy s jedni¢kou, v niz k nékterému prvku existuji
dva prvky inverzni.

[2.1.A7]. U.p. dvou riznych grup tak, ze kazda z téchto grup ma 10
prvki.

[2.1.A8]. U.p. dvou nekomutativnich grup tak, Ze jedna je konefnd a
druhd je nekonecna.

[2.1.A9]. U.p. pologrupy, ve které plati zdkony o déleni a neplati zdkony
o kraceni.

[2.1.A10]. U.p. podminky, ktera

a) je nutnd, ale neni dostateénd  b) je dostatecnd, ale neni nutnd
c) je nutna a dostateénd d) neni nutna ani dostate¢na

pro to, aby pologrupa (G, -) byla grupou.

L L L



§1: Struktury s jednou operaci 63

[2.1.B1]. Je ddna mnoZina G a piedpis o. Rozhodnéte, zda tento

predpis definuje operaci na G. Pritom:

a) G={-1,0,1}; zoy=2z+y b)G={-1,0,1}; zoy=z-y

¢)G=R;zoy=cotgzx+3y) d)G=Q; zoy=(2%+7y?!
T+y

e) G = S (mnoZina vSech sudych celych ¢isel) ; zoy = 5

Y jeliz=3
YG=Z; zoy=< z+1 jeliy=3
3 jeliz#3 N y#3
[2.1.B2]. Na mnoziné G = {a,b,c,d} je ddna operace o tabulkou.

Rozhodnéte, zda grupoid (G, o) je komutativni, resp. asociativni, resp.
zda méa neutralni prvek. Pritom:

o | a b ¢ d o | a b ¢ d
a a b ¢ d a b a b D
a) b a b ¢ d b) b a b ¢ d
c a b ¢ d c b ¢ b b
d a b ¢ d d b d b b

[2.1.B3]. Je dan grupoid (G,o) . Rozhodnéte zda tento grupoid je
komutativni, resp. asociativni, resp. zda ma neutralni prvek. Pritom:

a) G=Z7Z, zoy=|z| b)G=R, zoy=(z+y)(1+ay)
dGzBﬁ,xow=ﬂ+w d)G=N, zoy=(z,9)
e)G:{17213745678112724}7 :EOy:(iE,y)

0 jeliXNY =0

) ’ ° {N jeli XNY #0

kde RT zna¢i mnoZinu vSech kladnych redlnych &isel, resp. symbol (z, y)
v d), e) znadi kladny nejvétsi spolecny délitel ¢isel z, y.

[2.1.B4]. Necht (G, ") je grupoid; necht a,b,c,d € G. Potom:

a) vypiste vSechny moZné soudiny prvki a, b, ¢, d v tomto pofadi (tj. p¥i
v8ech moznych uzdvorkovanich)

b) je-li (G,-) navic pologrupa, pak pouze s vyuzitim asociativniho
zdkona dokaZzte, ze v8echny moZné souciny prvkd a,b,c,d (v tomto
pofadi) se nazdjem rovnaji.
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[2.1.B5]. Necht G je libovolnd mnoZina, kterd méa alespon 2 prvky. Na
G definujeme operaci o takto: zoy =z, proVz,y € G. Potom:
a) dokazte, Ze (G, o) je nekomutativni pologrupa, kterd nemé neutralni
prvek
b) uvedte, co se zméni na predchozim tvrzeni, je-li mnozina G jedno-
prvkova.
[2.1.B6]. Dokazte, ze dany grupoid (G,o) mé neutrdlni prvek. Daéle
pak naleznéte ke kazdému prvku z G vSechny prvky inverzni (pokud
existuji). Pfitom:
a)G=Z; zoy=x+y+z-y b)G=Q; zoy=x-y
y jeliz=3
c)G=17; roy=< x jeliy=3
3 jelizc#3 ANy#3
[2.1.B7]. DokaZte, 7e dana pologrupa (G, o) ma neutralni prvek. Déle

pak naleznéte kazdy prvek z G, k némuz existuje prvek inverzni a tento
inverzni prvek urcete. Pritom:

a)G=Z; zoy=x+y—-ay b)G=Q; zoy=a+y—ay

c) G =Z¢ ; o jenasobeni zbytkovych tiid podle modulu 6

d) G =7Z7; o jenésobeni zbytkovych t¥id podle modulu 7.

[2.1.B8]. Je dan grupoid (NN, o) . tj. mnozina viech zobrazeni N — N
s operaci skladani zobrazeni. Dokazte, ze (N, 0) je pologrupa s jednic¢-
kou, ve které neplati zakony o kraceni.

[2.1.B9]. Rozhodnéte, zda v daném grupoidu:

a) (Zz,+) b) (Zss, ) ) (N, +) d) (2¥,n)
plati zakony o déleni, resp. plati zdkony o kraceni.

[2.1.B10]. Necht (G, ") je koneény grupoid. Dokazte, Ze pak:

v (G, -) plati zdkony o déleni <= v (G, -) plati zdkony o kraceni.
[2.1.B11]. Necht (G,-) je nekone¢ny grupoid. Ukazte, 7ze pak v gru-
poidu (G, -)

a) z platnosti zdkont o kraceni obecné neplyne platnost zdkont o déleni
b) z platnosti zdkont o déleni obecné neplyne platnost zdkont o kraceni.
[2.1.B12]. Necht grupoid (G, o) , kde G je koneénd mnozina, je zadan
tabulkou. Popiste, jak se z této tabulky pozna, ze

a) operace o je komutativni b) (G, o) ma neutralni prvek

c) v (G, o) plati zdkony o déleni  d) v (G, o) plati zdkony o kraceni.
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[2.1.B13]. Necht G = {z,y,z}. Napiste vSechny mozné tabulky
operace o na G tak, aby (G, o) byl komutativni grupoid, v némz plati
zékony o kraceni.

[2.1.B14]. Urcete, kolika zpisoby se da doplnit tabulka operace o na
mnoziné G = {z,y, z} tvaru

o T Yy 2z
z z x
) )
z
tak, aby (G, o)
a) byl grupoid b) byl komutativni grupoid
¢) byl grupoid s jednic¢kou d) byla komutativni pologrupa
e) byla pologrupa s jednickou f) byla grupa.

[2.1.B15]. Necht (G, -) je grupoid s jedni¢kou e. Dokazte, Ze nasledujici
vyroky jsou ekvivalentni:

(i) operace - je komutativni a asociativni

(ii) pro kazdé z,y,u,v € G plati: (z-y)-(u-v) =(x-u)- (y-v)
(iii) pro kazdé z,y,z € G plati: z-(y-2)=(z-2)-y
[2.1.B16]. Na mnoziné G = {e,a,b, ¢, d} je ddna operace - tabulkou 1.
Dokazte, Ze (G,-) je nekomutativni grupoid s jednickou, v némz plati
zékony o déleni, ale ktery neni grupou.

e T s t u v

e a b ¢ d e e r s t u v

e e a b ¢ d r r s e uwu v t
a a ¢ e d b s s e r v t w
b b d a e ¢ t t u v s r e
c c e d b a u u v t r e s
d d b ¢ a e v v t u e s r

Tabulka 1 Tabulka 2

[2.1.B17]. Na mnoziné G = {e,r,s,t,u, v} je ddna operace - ta-
bulkou 2.

Dokazte, ze (G,-) je komutativni grupoid s jedni¢kou, v némZ plati
zékony o déleni a ke kazdému prvku existuje prvek inverzni, ale pfitom
(G, -) neni grupou.
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[2.1.B18]. Necht (G,-) je pologrupa. Dokazte, Ze nésledujici vyroky
jsou ekvivalentni:
(i) (G.) je grupa
(ii) existuje prvek j € G tak, ze a-j=a proVae G A
ke kazdému prvku a € G existuje prvek y € G tak,ze a-y=17 .

[2.1.B19]. Je dén komutativni grupoid (G, o). Rozhodnéte, zda (G, o)
je komutativni grupou.
Ptitom :
a) G =Q%; o jenésobeni &sel
b) G=Q—{0}; zoy=|z-y|
G={zeR|z#0 A |z|] <1}; o jendsobeni ¢isel
d) G=(0,1); woy=a+y—[z+y]
)
) G

o

e) G={a+b-i|abeZ}; o jescitani komplexnich ¢isel

f ={a+V5:b-i|abeQ A (a®>+b* #0}; o jenisobeni

komplexnich ¢isel,

kde Q* zna¢i mnozinu vSech kladnych racionélnich &sel, resp. [z + y]
znaci celou Cast redlného cisla = + y, tj. nejvétsi celé Cislo, které
neprevysuje ¢islo z + y .

[2.1.B20]. Na mnoziné Z, x Z» definujeme operaci + takto:
(Ci, Cj) +(Cr, C5) = (Ci + Cr , Cj +Cy)
kde symbol 4+ na pravé strané znaci s¢itani zbytkovych t¥id podle modulu
2.
Pak:
a) napiste tabulku vy$e definované operace
b) dokazte, ze (Zs X Zs,+) je komutativni grupa (tato grupa se téz
nazyva Kleinova étyigrupa).

[2.1.B21]. Definujeme zobrazeni f;:R—{0,1} — R —{0,1} pro
1=1,2,...,6 takto:

filz) == fa(z) = fa(z)=1—2z
fula) = fala) = 21 fol@) = —

z—1 x T 1-z

Dokazte, ze pak mnozina G = {f1, fo, f3, fa, f5, fe} s operaci skladani
zobrazeni je nekomutativni grupa.
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[2.1.B22]. Na mnoZiné G = Zs X Zs X Z, definujeme operaci o takto:
(C,Cj,Cr) 0 (Cy,Cy, C.) = (Ci+C +C-Cyy , C;+Cy , Cr+Cs)
kde + , resp. - na pravé strané znaci s¢itani, resp. nasobeni zbytkovych
tfid podle modulu 2. Pak:
a) sestrojte tabulku operace o (pfitom pro jednoduchost misto C; piste
vzdy stru¢né pouze i)
b) dokazte, ze (G, o) je nekomutativni grupa, kterd ma 8 prvki
c¢) zobecnénim uvedeného prikladu naleznéte pro libovolné m > 2, s > 3
nekomutativni grupu, kterd ma pravé m?® prvki.
[2.1.B23]. Je dana pologrupa (G, o). Rozhodnéte, zda (G, o) je grupa,
resp. komutativni grupa, je-li:
a) G = R(®" (tj. mnozina viech zobrazeni (0,1) — R); o je s¢itéani
realnych funkci, tj.
pro f,g€ Gje: (fog)(z) = f(z)+g(z) ,proVze(0,1)
b) G = RO (tj. mnozina viech zobrazeni (0,1) — R); o je ndsobeni
realnych funkci, tj.
pro f,g€ Gje: (fog)(x) = f(z)-g(z) ,proVze(0,1)
c) G = RR(tj. mnozina vSech zobrazeni R — R); o je skladani
zobrazeni
d) G={f|f:R — R je bijektivni zobrazeni}; o je sklddani zobrazeni.
[2.1.B24]. Je dan grupoid (G, o). Dokazte, ze (G, o) je nekomutativni
grupa. Pritom:
2) G=Z; zoy=a+ (-1 y
b) G=R-{0}) xR; (2,y)0(u,v) =(zu, 2v+y)
c) G=RxRxR; (z,y4,2)0(a,b,c)=(z+a, y+b, z+c+zxb).
[2.1.B25]. Necht (4,0), (B,*) jsou dané grupy. Na mnoziné A x B
definujeme operaci © takto:
(al,bl) Q (a2,b2) = (0,1 oas , by b2) ,pro V(al,bl), (ag,bg) € Ax B
Dokazte, ze:
a) (Ax B, Q) je grupa
b) grupa (A x B, Q) je komutativni <= obé grupy (4, o), (B, *) jsou
komutativni.
[2.1.B26]. Necht (G,0) je grupa; necht p € G je pevny prvek. Na
mnoziné GG definujeme operaci * takto:
Txy=xopoy pro Vz,y € G.
Rozhodnéte, zda (G, *) je grupa.
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[2.1.B27]. Necht (G,-) je grupa; e je jeji neutralni prvek. Dokazte, Ze:
a) jestlize z -z = e , pro Vz € G, pak operace - je komutativni
b) jestlize (z-y)? = 22 -y? , pro Va,y € G, pak operace - je komutativni
c) jestlize (z-y)? = y-22-y , pro Vz,y € G, pak operace - je komutativni
d) jestlize 3 pfirozené ¢islo k tak, Ze pro Vz,y € G je:
(z-y)* = 2k yb A (z-y)FHl = gt gkt A (gog)kt2 = ght2 . gkt
pak operace - je komutativni.
(Navod: pii dikazu d) vyuzijte toho, Ze lze psat
(@-y)t =z (y-2) -y , resp. (x 9T =z-(y )y )
[2.1.B28]. Dokazte, 7e kazd4 ¢tyfprvkova grupa musi byt komutativni.
(Navod: vysetiete zvlast piipad, kdyz 22 = e pro Vz € G a zvI4st
piipad, kdyZ existuje x € G tak, ze 22 £ e .)
[2.1.B29]. Necht (G, ") je koneénd grupa, kterd ma sudy pocet prvka.

Dokazte, ze pak existuje prvek a € G, rtzny od neutrélniho prvku e,

takovy, ze a’® =e.

(Navod: vyuzijte toho, 7e je-li a®> # e, pak je a™! #a .)
§2: PODSTRUKTURY STRUKTUR S JEDNOU OPERACT
[2.2.A1]. U.p. dvou disjunktnich podgrupoida v grupoidu:
a) (N, ) b) (N, +).
[2.2.A2]. U.p. nekomutativniho podgrupoidu v grupoidu (Z2, ).

[2.2.A3]. U.p. grupoidu (G, ) s jednic¢kou e a jeho podgrupoidu (H,-),
ktery
a) nemé jednicku b) m4 jednicku, riznou od e.

[2.2.A4]. U.p. grupy (G,-) a jejich dvou rtiznych podgrup (Hy,-),
(Ha,-) takovych, ze (Hy U Hs,-)

a) neni podgrupou v (G, ) b) je podgrupou v (G, -).

[2.2.A5]. U.p. 17-ti prvkové podgrupy v grupé (C — {0}, ) .
[2.2.A6]. Urcete vSechny podgrupy grupy celych ¢&isel (Z,+), které
obsahuji ¢islo 63.

[2.2.A7]. Popiste (vy¢tem prvka) v8echny netrividlni podgrupy:

a) v grupé (Zi2,+) b) v grupé (Zq3,+).

[2.2.A8]. U.p. netrividlni podgrupy v grupé (Zi¢,+), kterd

a) neobsahuje prvek Csg b) neobsahuje prvek Cs.
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[2.2.A9]. U.p. piirozeného ¢isla m tak, aby grupa (Z,,, +) méla pravé
a) 4 podgrupy b) 5 podgrup
¢) k podgrup, kde k je libovolné pevné ptirozené ¢islo.

[2.2.A10]. Necht (G, ) je grupa; necht H C G. U.p. podminky, ktera
a) je nutnd, ale neni dostatend  b) je dostatecnd, ale neni nutnd

c) je nutné a dostatecénd d) neni nutna ani dostatetna
pro to, aby (H,-) byla podgrupou grupy (G, -).
& ) &

[2.2.B1]. Je dan grupoid (N, +) a podmnozina H C N. Rozhodnéte,
zda (H, +) je podgrupoidem grupoidu (N, +), je-li

a) H=N—{1,2,4,5} b) H=N - {1,2,5,6}

c) H je libovolna, neprazdna koneéna podmnozina v N

) H={zeN]| 3|z V 7|z }.

[2.2.B2]. Je déna grupa (C — {0},-) a dale neprazdnd podmnozina
H C C—{0}. Rozhodnéte, zda (H,-) je podgrupoidem, resp. podgrupou
grupy (K —{0},), je-li:

a) H={z€C||z|] >1} b)) H={a+b-iec C|b>0}

¢) H={a+b-ila,beZ A (a®+b?) # 0}

d) H = {z € C—{0} | z je redlné ¢islo nebo z je ryze imaginarni ¢islo}.

[2.2.B3]. Na mnoziné G = {a, b, ¢, d} je ddna operace - tabulkou

b ¢

UL O o
Q@ oo
SOOI S
SOS N
Q@ 2 Q |

V grupoidu (G,-) pak naleznéte vSechny podgrupoidy, resp. vSechny
podpologrupy, resp. vSechny podgrupy.

[2.2.B4]. Necht (G,-) je grupoid. Dokazte, 7e prtnik libovolného

systému podgrupoidi grupoidu (@G,-) je bud prizdnd mnozina nebo

podgrupoid v (G, -).

[2.2.B5]. Dokazte, 7Ze

a) v grupoidu (N, +) neexistuji zddné dva disjunktni podgrupoidy

b) v grupoidu (IN,-) existuje nekonené mnoho po dvou disjunktnich
podgrupoidd.
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[2.2.B6]. Je dan grupoid (N,o), kde zoy=y+1, proVz,y € N.
Pro kazdé prirozené ¢islo ¢ oznacme :

Hi={i,i+1,i+2,...}.
Dokazte, ze pak:

a) (Hy,0), (Hs,0), (Hs,0), ... jsou pravé vSechny podgrupoidy za-
daného grupoidu (N, o)
oo

b) N Hi=0
i=1

c¢) prinik neprizdného systému podgrupoidi grupoidu (N, o) je pod-
grupoidem v (N, o) pravé kdyZ tento systém je konecny.

[2.2.B7]. Necht (G,-) je komutativni pologrupa s jednickou e. Necht
dale je :

H={zeG |z z=2}.
Dokazte, ze pak (H,-) je podpologrupou pologrupy (G, -).

[2.2.B8]. Je déna grupa (Q,+) a neprazdnd podmnozina H C Q.
Rozhodnéte, zda (H,+) je podgrupou grupy (Q,+), je-li:

a) H:{%MGZ; kZ()celééislo}

b) H = {% | a,b € Z jsou nesoudélnd A a < b}
c) p je pevné prvocislo ; H = {% | a,b € Z jsou nesoudélnd A p+¢ b}
d) H= {% | (a,b) =1 A b neni délitelné ¢tvercem zadného prvoéisla}

[2.2.B9]. Je dana nekomutativni grupa (G, o),
kde G =R — {0} x R, resp.

(2,9) 0 (u,0) = (au , 20 +3y) , pro ¥ (z,9), (u,0) € R— {0} x R
(viz cvifeni [2.1.B24]Db) ). Rozhodnéte, zda (H,o) je podgrupa, resp.
komutativni podgrupa grupy (G, o), je-li:

a) H ={(1,0),(-1,0)} b) H = {(1,b) | b € R libovolné }
OH=Q-1{0}xQ ) H=R-{0}xQ.

[2.2.B10]. Necht (G,-) je grupa. Potom :

a) dokaZte, Ze prunik libovolného neprazdného systému podgrup grupy
(G,-) je opét podgrupou grupy (G, -)

b) ukaZte, Ze sjednoceni dvou podgrup grupy (G, -) obecné neni podgru-
pou grupy (G, ).
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[2.2.B11]. Necht (G,-) je grupa a necht M je libovolnd podmnoZina
mnoziny G. Oznacme:

(M) = H; (H; je podgrupav G N H; D M}
Dokazte, ze ({(M),-) je nejmensi (vzhledem k inkluzi C ) podgrupa
grupy (G, -), obsahujici mnozinu M .
(Podgrupa ((M),-) se nazyva podgrupa generovand mnozinou M .)
[2.2.B12]. V grupé (Z,+) popiste podgrupu ({(M), +), je-li:
a) M =10 b) M={4,5}
c) M =412, 21} d) M ={a€Z]|a>10.000}.
[2.2.B13]. Necht (G, ") je grupa. Oznacéme :

H={aceG|a-z=z-a proVzeG}.

Dokazte, ze pak :

a) (H,-) je podgrupou grupy (G, )
b) H =G <= grupa (G,-) je komutativni.

(Podgrupa (H,-) se nazyva centrum grupy (G,-).)
[2.2.B14]. Necht (G, ") je komutativni grupa. Oznac¢me :
H={acG|a-a=¢}

(tj.- H je mnozina v8ech prvka z G, které jsou samy k sobé inverzni).

Dokazte, ze :

a) (H,") je podgrupou grupy (G, -)

b) predpoklad komutativnosti grupy (G, ) nelze vypustit, tj. je-li (G, -)
nekomutativni grupa, pak (H,-) nemusi byt podgrupou v (G, -).

(Navod: pfi b) uvazujte nap¥. nekomutativni grupu vsech bijektivnich

zobrazeni N — N s operaci sklddani zobrazeni.)

[2.2.B15]. Necht (G, ") je komutativni grupa. Oznacme :
H = {a € G| existuje n € N tak, ze a" = e}

(tj- H je mnoZina téch prvka z G, jejichz nékterd pfirozend mocnina je

rovna jednicce grupy (G,-)).

Dokazte, ze :

a) (H,") je podgrupou grupy (G, -)

b) predpoklad komutativnosti grupy (G, ) nelze vypustit, tj. je-li (G, -)
nekomutativni grupa, pak (H,-) nemusi byt podgrupou v (G, -).

(Navod: pfi b) uvazujte nap¥. nekomutativni grupu v8ech bijektivnich

zobrazeni N — N s operaci sklddani zobrazeni.)
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[2.2.B16]. Necht (G,-) je pevna grupa. Necht B(G) oznacuje mnozinu

vSech bijektivnich zobrazeni G — G, resp. o oznacuje skladani zobrazeni.

Dale, pro kazdé a € G definujeme zobrazeni f, : G — G takto:
fa@)=a-z-a7! |, proVzeq@

Mnozinu téchto zobrazeni ozna¢me H(G) , tj. H(G) = {f. | a € G}.

Dokazte, ze pak :

a) (B(G),0) je grupa

b) f. je bijektivn{ zobrazeni (pro Va € G)

¢) (H(G),°) je podgrupou grupy (B(G), o)

d) H(G) je jednoprvkovd mnozina <= (@, -) je komutativni grupa.

(Navod: pii c) ovéfujte m.j., 7e fu © fy = fa.b , resp. (fo)™ ' = fo-1 .)

[2.2.B17]. Necht G = Z3 x Z3 x Z3 a necht na mnoziné G je definovina
operace o takto:

(Ci,Cj,Ck) 0 (Cr,Cs,Ct) = (Ci + Cr, Cj+ 05, Cp+ Cy)

kde + na pravé strané znaci scitdni zbytkovych tiid podle modulu 3.
Déle oznac¢me:
€= (Co,Co,C()) , & = (00,01,02) , Yy = (00,02,01) , &= (CQ,CQ,CQ)
resp.
H, = {6,1‘} ) Hy = {e,m,y} 3 H;z = {6,1‘,y,2’}-

Potom:

a) urcete, kolik prvkd ma mnozina G

b) dokazte, ze (G, o) je komutativni grupa

c¢) rozhodnéte, zda (Hy,0), resp. (Ha,o), resp. (Hs,o) jsou podgrupy
v grupé (G, o)

d) rozhodnéte, zda v grupé (G, o) existuje dvouprvkové podgrupa

e) v (G, o) naleznéte nejmensi (vzhledem k inkluzi C) podgrupu, ktera
obsahuje prvek z = (Ca, Cs, Cs).

[2.2.B18]. V mnoziné zbytkovych tiid Z,, uvazujme podmnozinu
Hy={Cix|i=0,1,...,m —1}

pro kazdé prirozené k, které déli modul m. Dokazte, Ze :

(H,+) je podgrupou v (Z,,,+) < Ik e Ntak,zek| m N H = Hy.

[2.2.B19]. V dané grupé zbytkovych tiid (Z,,+) vypisté vSechny

podgrupy a dale pak nakreslete hasseovsky diagram uspoiadané mnoziny

(H,Q), kde H zna¢i mnozinu viech podgrup grupy (Z,,+). Pritom

dana grupa je:
a) (Z3,+) b) (Zs, +) ) (Z12,+) d) (Zo1, +).
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[2.2.B20]. V grupé (Zi2,+) naleznéte podgrupu ((M),+) (tj. pod-
grupu generovanou mnozinou M C Z,,), je-li:

a) M =10 b) M = {Co}

¢) M ={Co} d) M = {Cy, Cs,Cy}-

[2.2.B21]. Pro zadany modul m dokazte, 7e (Z,, — {Co},") je grupa.
Déle pak vypiste vSechny podgrupy této grupy a nakreslete hasseovsky
diagram uspofddané mmnoziny (P,C), kde P znaél mnoZzinu vSech
podgrup dané grupy (Z,, — {Co},-). Ptitom:

aym=>5 b) m=T1.

(Navod: pouzijte tabulku operace ndsobeni zbytkovych t¥id podle
daného modulu.)

§3: STRUKTURY SE DVEMA
OPERACEMI A JEJICH PODSTRUKTURY

[2.3.A1]. U.p. okruhu, ve kterém neplati omezené zakony o kraceni.
[2.3.A2]. U.p. okruhu, ktery nemd délitele nuly a pfitom neni oborem
integrity.

[2.3.A3]. U.p. konecného oboru integrity, ktery neni télesem.

[2.3.A4]. U.p. nenulového prvku v okruhu (Z17,+, ), k némuz neexis-
tuje prvek inverzni (vzhledem k operaci -).

[2.3.A5]. U.p. okruhu, ktery nemé jedni¢ku a jeho podokruhu, ktery
jednicku ma.

[2.3.A6]. Udejte, kolik existuje podokruhd v okruhu (Z,+,-), které
obsahuji ¢islo

a) 30 b) 45 c) 64.

[2.3.A7]. U.p. podokruhu okruhu (Z,+,-) tak, Ze tento podokruh
obsahuje ¢isla 76 a 77 a neobsahuje ¢islo 78.

[2.3.A8]. Popiste vSechny podokruhy okruhu

a) (Z87+7') b) (Z115+a')'

[2.3.A9]. U.p. pfirozeného &isla m tak, aby okruh zbytkovych t¥id
(Zyn, +,-) mél pravé 6 podokruht.

[2.3.A10]. U.p. podminky, ktera
a) je nutnd, ale neni dostateénd  b) je dostatecnd, ale neni nutnd
pro to, aby okruh (R, +,-) byl oborem integrity.

L L L
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[2.3.B1]. Rozhodnéte, zda mnozina M s operacemi oby¢ejného séitani
Cisel a obycejného nasobeni ¢isel je okruhem, je-li:

a) M={%|a€Z,k>0celé} b)M={a+bV5|abeQ}

) M={a+b%55 |abeZ}  d) M={a+b2|qabeZ).

[2.3.B2]. Rozhodnéte, zda (M, @, o) je okruh, resp. obor integrity, resp.

téleso. Pritom mnozina M a operace &, o jsou zadany takto:

a) M=Z; z®y=z+y+3, xzoy=-3

by M=Z; zoy=z+y—-1, zoy==z-y-—1

c) M=7; rdy=x+y—1, zoy=zx4+y—z-y

d M=Q; z&y=z+y, zoy=y

) M=Q; ze&y=z+y+l, zoy=zt+y+z-y

f) M=Q; =zeéy=z+y-1, zoy=zt+y+z-y.

[2.3.B3]. UvaZzme podmnozinu G mnoZiny vSech komplexnich éisel :
G={a+b-i|a,beZ}

(mnozina G se nazyvd mnoZina Gaussovyjch celych cisel), s operacemi

obycejného s¢itani komplexnich ¢isel a obycejného nasobeni komplexnich

Cisel. Dokazte, ze

a) (G, +,-) je obor integrity, ktery nenf t&lesem

b) v (G, +, ) existuji inverzni prvky (vzhledem k operaci-) pravé jenom

k ¢islim 1,—1,4, —i.

(Navod: pii dikazu b) prejdéte k absolutnim hodnotédm z komplexnich

Cisel a vyuzijte pravidel pro pocitani s nimi.)

[2.3.B4]. Na mnoziné Q x Q, resp. na mnoziné R x R definujeme

operace + a - takto :

(2,9) + (w0) = @+, y+0)5 (5,9) - (w,0) = (G + 290, 20+ yu)

Dokazte, ze pak :

a) (QxQ,+,-) je téleso
b) (RxR,+,") je komutativni okruh s jednic¢kou, ktery ma délitele nuly
(tzn. neni télesem).

[2.3.B5]. Na mnoziné Z, X Z, definujeme operace + a - takto:
(Ci,Cj) + (Cr,C5) = (C; + Cy , C +C)
(Ci,Cj) . (Cr,cs) = (OZC’I“ +Cj -C y Ci-Cs +Cj -C, +Cj Cs)
kde +, resp. - na pravych strandch znacéi scitdni, resp. nasobeni
zbytkovych tfid podle modulu 2. Potom:

a) napiste tabulky operaci + a - na Zs x Z»
b) dokazte, ze (Za x Zs,+,-) je t&leso.
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[2.3.B6]. Necht (R,+,), (S,®,0) jsou okruhy. Na mnoziné R x S
definujeme operace O a * takto:
(r1,81) O (r2,82) = (r1 + 72, 81 D 82)
(Tlasl) * (7“2,32) = (Tl T2, 510 82)
Dokazte, ze plati:
a) (RxS,9,x%) je okruh
b) (R x S,90,%) je komutativni okruh <= (R,+,-) a (S,®,0) jsou
komutativni okruhy
c) (RxS8,9,%) je okruh s jednitkou <= (R,+,-) a (S,®,0) jsou
okruhy s jednickou
d) (RxS,9,x) je okruh bez déliteld nuly = (R, +,-) a (S, @, o) jsou
okruhy bez déliteld nuly
e) jestlize (R, +,) a (S, ®, o) jsou okruhy bez délitelti nuly, potom okruh
(R x 8,9, %) nemusi byt okruhem bez déliteld nuly.
[2.3.B7]. Necht R[z] zna¢i mnozinu vSech polynomu (tj. mnohoclent)
neurcité z, s redlnymi koeficienty. DokaZte, Zze mnozina R[z] s operacemi
obvyklého scitani polynomil a obvyklého nasobeni polynomt je oborem
integrity, ktery neni télesem.

[2.3.B8]. Necht (T, +,) je libovolné, pevné téleso. Necht
M={f:Z —T]| f(z) # 0; pouze pro konetné mnoho z € Z}.
Dale, pro Vf, g € M definujeme f&g:Z — T, resp. fog:Z — T takto:
pro Vz € Z je
(f@g)(z) =f(z) +9(z) , resp. (fog)z)= 2 f(a) g(b)

at+b=z

Dokazte, 7e pak (M, ®, o) je oborem integrity.

[2.3.B9]. Necht (R, +,-) je netrividlni okruh s jedni¢kou. Dokazte, Ze

pak tato jednicka a nulovy prvek daného okruhu musi byt rizné.

(Névod: pouzijte nepiimy dikaz.)

[2.3.B10]. Necht (R,+,-) je netrividlni okruh s jedni¢kou. Oznalme:
J ={z € R | k prvku z existuje prvek inverzni (vzhledem k -)} .

Dokazte, ze potom :

a) mnozina J neobsahuje zadné dé&litele nuly okruhu (R, +,-)

b) (J,-) je grupa (tj. je to podgrupa multiplikativni pologrupy (R, "))

¢) (J,+,-) neni podokruhem okruhu (R, +,-).

[2.3.B11]. Necht (R,+,-) je okruh. Potom :

a) dokazte, Ze prtnik libovolného neprézdného systému podokruht
okruhu (R, +, ) je opét podokruhem tohoto okruhu

b) ukaZte, Ze sjednoceni dvou podokruht okruhu (R, +,-) obecné neni
podokruhem tohoto okruhu.
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[2.3.B12]. Necht (R,+,-) je okruh. Ozna¢me :
S={a€R | prokazdé z € Rplati: a-z =z -a}.
Dokaite, Ze pak (S, +, ) je podokruhem okruhu (R, +,-).

[2.3.B13]. UvaZme mnozinu R® (tj. mnoZinu vech zobrazeni R — R.)
apro f,g: R — R definujme zobrazeni f+ g, f-g: R — R takto:

(f+9)(x) = f(x)+g(z), resp. (f-g)(x) = f(z)-g(z) proVz €R.
Pro kazdé i € N ozna¢me symbolem S; mnozinu vSech zobrazeni
R — R, kterd mimo interval (—i,4) nabyvaji pouze nulovych hodnot,
tj.

Si={f:R—=R| f(z) =0 proVz € R —(—i,i)}.

Déle ozna¢me S = |J S;. Potom dokazte, Ze:
i=1
a) (RR,+,-) je komutativni okruh s jedni¢kou, ktery ma délitele nuly
b) pro kazdé i € N je (S;,+,-) podokruhem v (RE,+,:) a tento
podokruh ma jednicku
¢) (S,+,) je podokruhem v (RR, +,-) a tento podokruh jedni¢ku nema.
[2.3.B14]. Na mnoziné R x R x R x R definujeme operace + a - takto:
(a1,az,az,a4) + (b1, b2,b3,b4) = (a1 + b1, az +by , az +bs , as + by)
(a1,az,az,aq) - (by,b2,b3,bs) =
= (a1b1 + a2b3 , a1b2 + a2b4 , a3b1 + a4b3 3 a3b2 + a4b4)
Potom:
a) dokazte, ze (R x R xR xR, +,-) je nekomutativni okruh s jednickou,
ktery ma délitele nuly
b) oznacime-li S = {(a,b, —b,a) | a,b € R}, pak dokazte, ze (S,+,") je
podtélesem okruhu (R x R x R x R, +,-).

[2.3.B15]. Necht M oznac¢uje mnozinu vech nekone¢nych posloupnosti
redlnych ¢isel. Na mnoziné M definujeme operaci ¢ jako ”sé¢itani po
slozkach” a operaci o jako "nasobeni po slozkach”, tj.,:
(al,ag,...)@(bl,bg,...) = (a1 +b1 3 a2+b2 ,)
(al,ag,...)o(bl,bg,...) = (a1 'b1 , a2 'bQ ,)
Potom:
a) dokazte, ze (M, ®, o) je komutativni okruh s jedni¢kou
b) ukazte, ze v (M, @, o) existuji délitelé nuly a popiste je
c¢) rozhodnéte, zda (S,®,0) je podokruhem okruhu (M, ®,0), jeli S
mnozina vSech nekonec¢nych posloupnosti redlnych ¢isel, majicich
a)) kone¢né mnoho sloZek rtiznych od nuly
B) kone¢né mnoho slozek rovnych nule
v) prvni dvé slozky rovné nule
0) prvni dvé slozky rovné jedné.
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[2.3.B16]. V daném okruhu zbytkovych tiid vypoctéte (pokud lze
vypoclet provést) vyrazy x,y, z. Z diivodl stru¢nosti budeme psét misto

C; pouze i, resp. misto C; - (C;) ™! pouze % . Pritom:

a) v (Z105+7')
4 5. 0l3, L 806-79 —5-88
—1 0 YT 0 fT T 7
b)V(Z13a+’)
11 1 1 6 2 4

[2.3.B17]. Naleznéte v8echny podokruhy v okruhu zbytkovych t¥id
(Zy,+,-) a rozhodnéte, které z nich jsou navic podtélesy. Pfitom:

a)ym=29 b) m = 10 c)m=11 d) m = 12.

[2.3.B18]. V okruhu zbytkovych tfid (Z,,+,:) naleznéte vSechny

prvky, k nimZ existuje prvek inverzni (vzhledem k - ). Pfitom:

a)m=29 b) m = 10 c)m=11 d) m = 12.

[2.3.B19]. Dokazte, Ze v kazdém okruhu zbytkovych t¥id (Z,,+, ),

kde m > 3, plati:

a) k prvku Cp,—; existuje vzdy prvek inverzni, a sice sdm prvek C,,—;

b) je-li m liché ¢&islo, pak k prvku Cs existuje inverzni prvek, kterym je
prostiedni ¢len posloupnosti  Cy,Cs,...,Chp_1,Co

c) jestlize m je tvaru: m = 3k + 2, pak k prvku C; existuje prvek
inverzni, a sice prvek CmTJrl

d) jestlize m je liché ¢islo tvaru m = 3k + 1, pak k prvku CmTJrs existuje
prvek inverzni, a sice prvek C mi2

[2.3.B20]. Dokazte, Ze v okruhu zbytkovych t¥id (Z,,,+,-) jsou nésle-
dujici vyroky ekvivalentni:

(i) k prvku C; € Z,, existuje prvek inverzni

(i) C; # Co A C; neni délitelem nuly v (Z,, +, )
(iii) (i,m) = 1.
[2.3.B21]. Necht m > 2; dokazte, Ze pak v okruhu (Z,,, +, -) pro kazdé
Ci 7é CO plati : 022 = C?nfz .
[2.3.B22]. Necht p > 2 je prvodislo. Dokazte, ze v télese (Z,,+,")
plati:

-1
o) 1<ij<iomnitj = £

b) pro pevné C; € Z, A C; # Co mé rovnice: C2 = C; bud 2 feseni
nebo nem3d zadné feseni.
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[2.3.B23]. Nechf p je prvoéislo. Rekneme, ze prvek C; € Z,, je ctvercem
v télese (Z,,+,-), jestlize existuje C, € Z, tak, ze: C; = C2.

Urcete v8echny prvky C; , které jsou ¢tvercem v télese (Z,,+,-), je-li:
a)p=3 byp=5 c)p="T d) p=11
[2.3.B24]. Necht p > 2 je prvocislo. Dokazte, ze pak v télese (Z,,+, )

. + oL o -
vzdy ;DT prvki je ¢tvercem a b prvki neni ¢tvercem.

(Navod: vySetfujte zvlast prvek Cqy a zvlast v8echny nenulové prvky
z télesa (Zp,+,-), u nichz vyuzijte vysledek cvifeni [2.3.B22]a) a vy-
sledek cviceni [2.3.B21].)
[2.3.B25]. Necht T je kone¢né téleso takové, ze char T' # 2 (tj. 1 # —1).
Dokazte, ze potom mnozina T' ma lichy pocet prvki.
(Navod: nejprve sporem dokazujte, Ze pro prvek a € T , a # 0,1, -1
musi byt a=! #a.)
[2.3.B26]. Urcete charakteristiku nasledujicich okruhti, resp. téles:
a) okruhu Gaussovych celych ¢isel (G, +,-) ze cvideni [2.3.B3]
b) télesa (Q x Q,+,-) ze cviceni [2.3.B4]a)
c) télesa (Zy x Zo,+,-) ze cviceni [2.3.B5]
d) okruhu (RR, +,) ze cviceni [2.3.B13].
[2.3.B27]. Necht (R,+,") je netrividlni okruh, v ném? plati:
r-r=2x prokazdér € R .

Dokazte, ze pak okruh (R, +,-) méa charakteristiku 2.
[2.3.B28]. Necht (R, +,-) je obor integrity, ktery mé charakteristiku
p # 0 (tzn. p je prvoéislo). Necht 0 # a € R, resp. m,n € N. Dokazte,
ze pak plati:

m-a=n-a < p|(m-—n).
[2.3.B29]. Necht (R, +,-) je obor integrity, ktery mé charakteristiku
p # 0 (tzn. p je prvocislo). DokaZte, Ze pak pro kazdé z,y,€ R a kazdé
prirozené ¢islo n plati:
a) (z+y)P =af +y” b) (x —y)P =aP —y”
c) (x+y)P" =" +y*" d) (x—y)P" =a?" —y?".
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§4: CISELNA TELESA

[2.4.A1]. U.p. télesa, které neni ¢iselnym télesem.
[2.4.A2]. U.p. &iselného télesa, které neni oborem integrity.
[2.4.A3]. U.p. ¢iselného télesa, které neobsahuje ¢islo 13.
[2.4.A4]. U.p. &iselného t&lesa, které neobsahuje &islo v/13.

[2.4.A5]. U.p. ¢iselného télesa, rizného od (K, +,-), které obsahuje
¢islo (1 4 4).

[2.4.A6]. Udejte, kolik existuje riznych ¢iselnych téles.

[2.4.A7]. U.p. &iselného télesa (T, +,-) tak, ze plati: Q C T C R.
[2.4.A8]. U.p. kone¢ného ¢iselného télesa.

[2.4.A9]. U.p. ¢iselného télesa, které ma charakteristiku rovnu 2.

[2.4.A10]. U.p. podminky, ktera

a) je nutnd, ale neni dostatend  b) je dostatecnd, ale neni nutnd
c) je nutna a dostateénd d) neni nutna ani dostate¢na
pro to, aby (T',+,-) bylo &iselné téleso.

L L L

[2.4.B1]. Doka’te, ze jedinymi ¢iselnymi télesy obsahujicimi vSechna
realnd ¢isla jsou pouze télesa (R, +,-) a (C,+, ).

[2.4.B2]. Dokazte, Ze pro a,b,c € Q plati:

a)a+b/2=0 < a=0Ab=0

b)a+bv2=0 < a=0Ab=0

)a+bv/2+cv/3=0 ¢ a=0Ab=0Ac=0
d)a+bV2+c/4=0 < a=0Ab=0A c=0.

(Navod: vyuzijte toho, ze v/2, v/3, /2, ¥/4 nejsou racionalni &isla.)

[2.4.B3]. Ukazte, 7e ani jedno tvrzeni z predchoziho cviceni neplati,
jestlize misto a,b,c € Q predpokladame, ze a,b,c € R.
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[2.4.B4]. Rozhodnéte, zda (T,+,-) je Ciselné téleso, jestlize + , resp. -
znaci obycejné scéitani, resp. nasobeni ¢isel a je-li:

a) T ={a+bJ/7|a,beQ} b) T = {a+b/7|a,be Z}
c)T:{%MEZ,kEOceIé} d) T={a+b/2+cV3]|a,bceQ}
e) T ={a+by4]a,beqQ} f) T ={a+b/2|a,bcQ}

g) T ={a+bvV2+cV/3+dV6|a,b,cde Q}

h) T ={a+by/2+c¥4|a,b,ceQ}.

[2.4.B5]. Rozhodnéte, zda (T, +,-) je ¢iselné téleso, jestlize + , resp. -
znadi obycejné s¢itani, resp. nasobeni Cisel a je-li:

a)T ={a+bi|abeZ} b) T ={a+bi|abeQ}
¢)T={a+bi|lacR,beQ} AT={b-i|beQ}
e)T={zeC]| |z|=1} f) T = {a+b/5i | a,b€ Q}.

[2.4.B6]. Necht (T, +,) je ¢iselné téleso; necht z € C je libovolné pevné
komplexni ¢islo. Symbolem T'(z) ozna¢me mnozinu

ap +arz+ -+ apz™

|‘v’m,n€N;az~,bjET/\b0+---+bnz"7$0}

Dokazte, ze pak:

a) (T(z),+,-) je Ciselné téleso by TCT(z) N z€T(2)

c) (T'(z),+,-) je nejmensim ¢iselnym télesem obsahujicim mnoZinu T a
dané ¢islo z (tzn. je-li (S,+,-) néjaké Ciselné téleso s vlastnostmi:

TCS AN zeS,pakje T(2)CS).

[2.4.B7]. Pfi pouziti oznaceni z predchoziho cviceni dokaZte, Ze:

a) R(V3) =R b) Q(V3) = {a+bv3 | a,b € Q}
¢) Q(V2) = Q(V/4) d) Q(vV2) = Q(:52) = Q(F)
¢) Q(V2) = {a+ b2 +c¥/A| a,b,c€ Q)

£) Q(iv/3) = {a+bv/5i | a,b € Q}.
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KAPITOLA 3:

VEKTOROVE PROSTORY

§1: VEKTOROVY PROSTOR NAD CISELNYM TELESEM

[3.1.A1]. U.p. vektorového prostoru nad ¢éiselnym télesem, ktery ob-
sahuje konec¢né mnoho vektort.

[3.1.A2]. U.p. vektorového prostoru nad ¢iselnym télesem, ktery ob-
sahuje pravé 8 vektora.

[3.1.A3]. Popiste vektorovy prostor Q(v/2)>.
[3.1.A4]. Popiste vektorovy prostor Q(i)3.
[3.1.A5]. Popiste vektorovy prostor Ry[z].
[3.1.A6]. Popiste vektorovy prostor C°.

[3.1.A7]. Necht (T',+,-) je libovolné ¢iselné téleso. Popiste, jak lze T
chéapat jako vektorovy prostor nad 7.

[3.1.A8]. U.p. vektorového prostoru V' nad T a dvou riznych vektorti
u,v € V takovych,ze 3-u=3-v.

[3.1.A9]. U.p. dostatetné, ale nikoliv nutné podminky pro to, aby
soucin ¢isla t s vektorem u byl nulovy vektor.

[3.1.A10]. U.p. nutné a dostate¢né podminky pro to, aby souéin ¢isla
t s vektorem u byl nenulovy vektor.

L L L

[3.1.B1]. Je déno ¢iselné té€leso T' a mnozina ¢isel V. S¢itani vektort
definujeme jako obycejné scitdni ¢isel a nasobeni c¢isla s vektorem
definujeme jako obycejné nasobeni cisel.

Rozhodnéte, zda V je pak vektorovy prostor nad T, je-li:

a)T=C; V=C b)T=R; V=C

)T=R; V={a+b/2|a,beQ}

)T=Q; V={a+b/2]a,becQ}.
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[3.1.B2]. Uvazme mnozinu R*Y  (t.zn. mnozinu viech zobrazeni
(0,1) = R). Pro f,g € R{%Y a pro r € R definujeme f 4+ g € RO,
resp. r - f € ROV takto:

(f +9)(x) = f(z) + g(z) , resp. (r- f)(z) =7 (f(x)) , pro Vz € (0,1).
Dokazte, ze pak RO je vektorovy prostor nad R.

[3.1.B3]. Uvazme mnozinu R® (tj. mnozinu viech zobrazeni R — R).
Pro f,g € RR a pro r € R definujeme f + g € R®, resp. r- f € RR
takto:

(f+9)(@) = f(z) +g(x) ,resp. (r- f)(z) =r-(f(z)) ,proVeeR.

Dokazte, ze pak R® je vektorovy prostor nad R.

[3.1.B4]. Necht S(R) zna¢i mnozinu v8ech spojitych redlnych funkei
(tj. spojitych zobrazeni R — R). Pro f,g € S(R) apror € R
definujeme f + g, resp. r - f takto:

(f+9)(@) = f(z) +g(x) ,resp. (r- f)(z) =r-(f(z)) ,proVeeR.
Potom:
a) zduvodnéte, ze f+ge SR), r-feSR)
b) dokazte, Ze S(R) je vektorovy prostor nad R.

[3.1.B5]. Necht D™(0,1) znadi mnoZinu v8ech redlnych funkci defino-
vanych na uzavieném intervalu (0, 1) a majicich na tomto intervalu spo-
jité derivace az do faddu n véetné (kde n je pevné piirozené ¢islo). Pro
f,g € D™{0,1) a pro r € R definujeme f + g, resp. r - f takto:
(f+9)(x) = f(x) +g(x) ,resp. (r-f)(z) =r-(f(z)) ,pro vz €(0,1).
Potom:

a) zduvodnéte, ze f+ g€ D"(0,1), r-f € D"0,1)

b) dokazte, ze D"{0,1) je vektorovy prostor nad R.

[3.1.B6]. Uvazme mnozinu T4 (tj. mnozinu viech zobrazeni A — T,
kde A je libovolnd neprizdnd mnoZina a T' je libovolné Ciselné téleso.
Pro f,g € T* aprot € T definujeme f+g € T4, resp. t- f € T takto:

(f+9)a) = f(a) +g(a) ,xesp. (r- f)(a) =7 (f(a)) ,proVa€ A.
Dokaite, 7e pak T je vektorovy prostor nad 7.
[3.1.B7]. Necht P(R) zna¢i mnozinu vSech posloupnosti redlnych ¢isel.
Pro (z1,z2,...), (Y1,¥2,...) € P(R) a pro r € R definujeme:
(z1,29,...) + (W1,92,... ) =(x1 + Y1, T2+ Y2,...)
re(x1,29,...)=(r 21,7 Ta,...).

Dokazte, ze pak P(R) je vektorovy prostor nad R.
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[3.1.B8]. Necht Vi, V5 jsou vektorové prostory nad ¢iselnym télesem 7.
Pro libovolné (u,us), (vi,ve) € Vi x Vo at € T definujeme:

(ug,u9)+(vi,ve) = (ug+vy, up+vy) , resp. t-(uy,uy) = (t-uy, t-uy).

Dokazte, ze pak Vi x V5 je vektorovy prostor nad 7.

[3.1.B9]. Je dano diselné téleso T' a mnozina V s operaci ¢. Dale je
déan soucin o ¢isla z T' s prvkem z V.

Rozhodnéte, zda V je vektorovy prostor nad télesem T, jestlize:
a)T=Q, V=R

prou,v € Rje: udv=u-+o, prot€e Q. ueRje: tou=u

b) T =R,V = R" (tj. mnozina viech kladnych redlnych ¢isel)
prou,v € RT je: u®v=wu-v, prot€R,ucRTje: tou=1ut
¢) T =R,V =R" (tj. mnozina vSech kladnych realnych &isel)

prou,v € RT je: u@v=u+v, proteR,uc Rt je: tou=u'
d)T=R, V=27

prou,v €Z je: ud®v=u+v prot€e R,u€eZje tou=/[tu]
kde [t-u] znadi celou ¢&st z redlného cisla t-u, tj. nejvétsi celé dislo,
neprevysujici ¢islo t-u

e)T=R,V=RxR

pro (z1,22), (y1,92) € RX R jer (z1,22) @ (y1,2) = (z1+y1, T2+y2)
prot € R, (z1,22) € R x R je: to(x1,22) = (tx1,0)
HT=R,V=RxR

pro (z1,22), (y1,y2) € R x R je: (21,22) ® (y1,92) = (2191, T2-Y2)
prot € R, (z1,22) € R x R je: to(x1,z2) = (t-x1, t-za).

[3.1.B10]. Necht V je vektorovy prostor nad T'; necht u,v € V| resp.
r,s € T. Dokazte, ze plati:

a) (-1)-u=-u b) (—r)-(—u)=7r-u
cJr-u=s-u < r=sVu=o

d)r-u=r-v < r=0V u=v.

[3.1.B11]. Necht V je vektorovy prostor nad 7. Dokazte, 7e pro

libovolny nenulovy vektor u € V' a pro libovolna dvé rizna ¢islat,s € T
jsou vektory tu a s-u také rizné.

[3.1.B12]. Dokazte, Ze v definici vektorového prostoru lze axiom (iv)
(tj- axiom : 1-u=u proVu € V) nahradit axiomem

(*) tru=o0 = t=0 V u=o.

(Navod: pifi dikazu ”(x) = (iv)” nejprve uzitim axiomu (i),(ii),(iii)
vektorového prostoru ukazte, 7e prot #0 jet-(lu—u) =0 .)
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§2: PODPROSTORY VEKTOROVEHO PROSTORU

[3.2.A1]. U.p. podmnoziny M vektorového prostoru Q*, kterd
a) je nekone¢né a neni podprostorem v Q*
b) je kone¢né a je podprostorem v Q*.

[3.2.A2]. U.p. netrividlniho podprostoru ve vektorovém prostoru R[z].

[3.2.A3]. U.p. podprostoru W ve vektorovém prostoru Q? tak, ze

a) (1,4,2) e W A (1,1,1) ¢ W b) W obsahuje pravé 3 vektory.
[3.2.A4]. U.p. dvou raznych podprostora Wy, Wy ve vektorovém pros-
toru R? tak, Ze:

a) Wi, Wy jsou disjunktni b) Wi N W, C {(1,4,2)}

c) WinW, ={(1,4,2)} d) Wi nW, D {(1,4,2)}.

[3.2.A5]. U.p. podmnoziny M ve vektorovém prostoru R* tak, aby
platilo:

a) M C[M] b) M =[M] c) M D>[M]

d) [M]={(0,0,0,0),(1,1,1,1),(-1,-1,-1,-1)}.

[3.2.A6]. U.p. nekone¢né mnoziny M C Q2 tak, ze [M ] = Q2.
[3.2.A7]. U.p. dvou podmnozin M, L ve vektorovém prostoru R? tako-
vych,ze M #L, ale [M]=][L].

[3.2.A8]. U.p. dvou riiznych podprostori Wy, W, v R? tak, Ze jejich
soucet Wy + W5 neni piimym souctem.

[3.2.A9]. U.p. dvou rfiznych podprostortt Wy, Wy v R? tak, ze:
a)W1UW2CW1+W2 b)WlUWQDW1+W2

C) WlUW2:W1+W2 d) WlUWQZWl‘i‘WQ.

[3.2.A10]. U.p. podminky, ktera

a) je nutnd, ale neni dostatend  b) je dostatecnd, ale neni nutnd

c) je nutna a dostateénd d) neni nutna ani dostate¢na

pro to, aby soucet dvou podprostori Wy, W5 ve vektorovém prostoru V
byl pfimym souc¢tem.

L L L

[3.2.B1]. Rozhodnéte, zda podmnozina W C R? je podprostorem vek-
torového prostoru R3, je-li:

a) W = {(5,9.2) | 2 = 2y + V3z)

b) W = {(0,sinz,cosz) | x € R}

) W={(z,y,2) |]lt=0V y=0 V z=0}
d) W = {(r, —2r,+/2r) | r € R libovolné}.
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[3.2.B2]. Rozhodnéte, zda podmnozina W C C? je podprostorem vek-
torového prostoru C3, je-li:

a) W ={(0, (1+i)-r 0) | proVr € R}
b)W={(z,i-2,(2—1)-2)| proVze C}

¢) W={(z1, Z2a23)| |21 = [22] = |zs| }

d) W ={(z1,22,23) | (1+1d)z1 +(2—1)za — 323 =0}.

[3.2.B3]. Rozhodnéte, zda podmnozina W C Q* je podprostorem vek-
torového prostoru Q*, je-li:

a) W ={(0,0,0,0),(1,1,1,1),(-1,-1,-1,-1)}
b) W = {(x1, 22,23, 24) | 1 + 22 + 23 + 24 > 0}
) {(l‘ .7,‘2,.7,‘3,11?4) | Ty = T3 = -7:4}

d)W={2s+t,s—t,t,s)]|ts€ Q libovolné}.

[3.2.B4]. Rozhodnéte, zda podmnozina W C R" je podprostorem vek-
torového prostoru R”, je-li

a) W={(x1,...,2pn) |21 + - + 2 =0}

b) W={(z1,...,20) |21 +---+ 2, =1}
)W ={(z1,...,2n) | 21,..., 20 € Z}
d)W={(r,2- r,...,n-r)| proVr e R}.

[3.2.B5]. Rozhodnéte, zda podmnozina W C R(%!) je podprostorem
vektorového prostoru R(V (viz cviceni [3.1.B2]), je-li:

a) W={f:(0,1) - R| f(1) = 0}

b) W={f:(0,1) > R[f(0)- f(1) =0}
) W={f:(0,1) > R| f(z) >

AW ={f:(0,1) > R| f(z) = f(1—x) pro Vz € (0,1)}.

[3.2.B6]. Rozhodnéte, zda podmmnozina W C RFE je podprostorem
vektorového prostoru R® (viz cviceni [3.1.B3]), je-li:

a) W={f:R— R| f(z) # 0 pouze pro kone¢né mnoho z € R}

b) W ={f:R — R| f(z) = 0 pouze pro kone¢né mnoho = € R}

c) W={f:R— R| f je nespojitd funkce}

d) W ={f:R — R| f je shora ohranic¢ena funkce}.

> 1 pro koneén& mnoho z € (0,1)}
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[3.2.B7]. Rozhodnéte, zda podmnozina W C R]z] je podprostorem
vektorového prostoru R[z], je-li:

a) W={az?+bzx+c|abce R A a#0}
b) W = {az® + bx?® + cz | a,b,c € R}
c)W={feR[z]|3geRlz] tak, ze f = (2> +1)-g }
d) W={feR[z]| f(-2) = —f(x) , pro Vo € R}.
[3.2.B8]. Necht W;,W,, W5 jsou podprostory ve vektorovém prostoru
V' . Rozhodnéte, zda nasledujici mnoziny jsou také podprostory ve V :
a) (Wl +W2)0W3 b) (Wl +W2) — Ws
C)(Wl—WQ)ﬂW3 d) W1XW2XW3.
[3.2.B9]. Doka’te, ze vektorovy prostor R[z] nemiize byt generovin
kone¢né mnoha vektory (tj. polynomy).
(Navod: dtikaz vedte sporem, s vyuzitim vlastnosti stupné polynomu.)
[3.2.B10]. Necht W,, kde a € I # , jsou podprostory ve vektorovém
prostoru V' (nad 7T'). Ozna¢me :
H=NWy (¢ €l).

Dokaite, ze pak H je nejvétsi (vzhledem k C) podprostor ve V, ktery je
obsazen v kazdém podprostoru W,.
[3.2.B11]. Necht M,L jsou podmnoZiny ve vektorovém prostoru V.
Dokazte, ze plati:
a) [0] = {o} b) [[M]] =[M]
O MCL = [M]C[L] Q) MCLC[M] = [M]=][L].
[3.2.B12]. Necht Wy, W5 jsou podprostory ve vektorovém prostoru V.
Dokazte, ze pak plati:
a) WiUWy =Wy 4+ Wy <= W; C W, nebo Ws Cc Wy
b) WiuWy =V <= W7 =V nebo Wy, =V.
[3.2.B13]. Necht Wy, Wy, W3 jsou podprostory vektorového prostoru
V. Dokazte, ze pak plati:

Win (WQ + (Wl N W3)) = (W1 n WQ) + (W1 n Wg)
[3.2.B14]. Necht W;,W,, W5 jsou podprostory vektorového prostoru
V. Pak dokazte, Ze:

a) W1 + (W2 n Wg) Q (W1 + WQ) N (Wl + Wg)

b) v inkluzi a) obecné neplati rovnost

c) jsou-li Wy, Wy v inkluzi, pak v a) plati rovnost

d) jestlize v a) plati rovnost, pak Wy, W nemusi byt v inkluzi.
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[3.2.B15]. Necht Wi, W,, W5 jsou podprostory vektorového prostoru
V. Pak dokazte, 7e

a) W1 n (WQ + Wg) 2 (Wl n WQ) + (W1 N W3)

b) v inkluzi a) obecné neplati rovnost

c) jsou-li Wy, Wy v inkluzi, pak v a) plati rovnost

d) jestlize v a) plati rovnost, pak Wy, W nemusi byt v inkluzi.

[3.2.B16]. Ve vektorovém prostoru V jsou dany podprostory Wy, Wa.
Rozhodnéte, zda soucet Wy + W je pfimym souctem, je-li:

a) V=R3
Wy ={(z,y,2) |z =2y + 32}, Wo ={(r,—2r,—3r)| proVr € R}
b) V =R?

Wy = {(m,y,z) |x—2y—3z = O}a Wy = {(m,y,z) |.7,‘ = Z}
c) V=R"(n2>2)

Wi ={(z1,...,zn) |21 +-- -+ z, = 0},

Wo ={(z1,...,2n) |21 =20 =--- = 2, }
d) V=R" (n>2)

W1 = {(.’El,...,(lﬁn) | 1 = 2(17n},

Wy = {(z1,...,2,) | 321 + 622 = 0}
e) V =RV (viz cviceni [3.1.B2])

Wy :{f<071>_>R|f(1):0}1

Wo={f:(0,1) = R | f(z) = f(1 — =) proVz € (0,1) }
f) V = RO (viz cviceni [3.1.B2])

Wiy ={f e R | f(1) =0},

Wy = {f € R | f je konstantni funkce} .
[3.2.B17]. Ve vektorovém prostoru R[z] jsou dany podprostory:

Wi ={(z—1)-g(z) | proV g(z) € R[z] }
Wy ={(z—2) h(z)| proV h(z) € R[z]}.
Dokaite, ze pak R[z] = W, + Wa, pficemZ souet neni pfimym souctem.
(Névod: ukazte nejprve, ze 1 € Wy + Wa, resp. ¥ € Wy + W, pro kazdé
pfirozené ¢islo k .)
[3.2.B18]. Ve vektorovém prostoru R|[z] jsou dédny podprostory:
Wi ={f(z) € R[z] | f(z) = f(-2) proVz € R}
Wa = {f(z) € Rfz] | f(x) = —f(~2) proVz € R}.

Dokazte, ze prostor R[z] je pfimym souctem podprostort Wy, Wa.
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[3.2.B19]. Necht W, W, W, jsou podprostory vektorového prostoru V
a déle necht V = W;+W,. Potom:

a) jestlize (W D Wy V W D Ws), pak W = (W NW,)+(W N Ws)
b) ukazte na piikladu, Ze pfedpoklad (W D Wy V W D Ws) nelze v a)

vypustit.

(Navod: piiklad pro b) hledejte napi¥. v prostoru V = R?.)

[3.2.B20]. Necht Wy,..., Wy (k > 2) jsou podprostory vektorového
prostoru V. Potom dokazte, ze:

a) soucet Wy + - + Wy, je ptimy = W, NW; = {o} proVi#j
b) je-li k = 2, pak plati i opa¢nd implikace

c) je-li k > 3, pak opa¢nd implikace nékdy plati a nékdy neplati.
(Navod: ¢ast ¢) ukazte na piikladech, napi. v prostoru V =R3.)
[3.2.B21]. Necht Wy, Wa, W3 jsou podprostory nenulového vektorového
prostoru V. Rozhodnéte, zda nasledujici vyrok je ¢i neni nutnou
podminkou, resp. zda je ¢i neni dostateénou podminkou pro to, aby
soucet W7 + Wy + W3 byl pfimym souctem:

a)W1+W2+W3:{o} b)W]ﬂWQﬂWSZ{O}-

C) Wi4+We=W1+W3=Wo+W3=V

d) Wlﬂ(W2+W3) :WQQ(W1+W3) :W30(W1+W2) = {0}
[3.2.B22]. Necht Wy,...,W}, (k > 2) jsou podprostory vektorového
prostoru V. Dokazte, ze nasledujici vyroky jsou ekvivalentni:

(i) soucet podprostori Wy + - + Wy je piimym souctem

(i) y+---+uy,=o0o,kdew; €W, = uy=---=u,=o

(iii) existuje vektor u € Wy + - - - + Wy, ktery lze vyjadfit jedinym zpu-

sobem ve tvaru u=u; +---+ug, kde u; € W;.

[3.2.B23]. Necht Wy,..., Wy (k > 2) jsou podprostory vektorového
prostoru V. Dokazte, ze jestlize soucet podprostora Wy + - - - + Wy, neni

primym souctem, pak zadny vektor u € Wy +- - -+ W}, nelze jednoznacné
vyjadiit ve tvaru u=u; +---+uy, kdeu; € W;.

§3: LINEARNI ZAVISLOST A NEZAVISLOST VEKTORU

[3.3.A1]. U.p. tif riiznych vektort u,v,w € R?, které

a) generuji prostor R? b) negeneruji prostor R2.

[3.3.A2]. U.p. riznych vektort (tj. polynomt) fi, fo, f3, f1 € Ra[z],
které

a) generuji prostor Ra[z] b) negeneruji prostor Ra[x].
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[3.3.A3]. U.p. riiznych vektort u,v,w € R* tak, Ze vektor u generuje
tentyz podprostor v R*, jako vektory v, w.

[3.3.A4]. U.p. vektoru u € R? tak, aby vektor u generoval jiny
podprostor v R?, nez vektor v/2 - u.

[3.3.A5]. U.p. nenulovych vektort u,v € Q? tak, aby
a) L(u,v) = L(u+v) b) L(u,v) # L(u+ v,u—v).

[3.3.A6]. U.p. vektorti us,us,uz € R*, které jsou linedrné zavislé a
pritom vektor u; nelze vyjadiit jako linedrni kombinaci vektord us, us.

[3.3.A7]. U.p. tif vektorii u,v,w € Q* takovych, ze
a) u, v jsou linedrné zavislé a u,v,w jsou linedrné nezavislé
b) u, v jsou linedrné nezdvislé a u,v,w jsou linedrné zavislé.

[3.3.A8]. U.p. nekoneéné mnoha vektori uj,us,...,u,,... z vek-
torového prostoru R? tak, aby kazdé dva z nich byly linedrné nezavislé.

[3.3.A9]. U.p. vektort z R3, které

a) jsou linedrné nezavislé a negeneruji prostor R3
b) jsou linedrné nezavislé a generuji prostor R3
c) jsou linedrné z4vislé a negeneruji prostor R3
d) jsou linedrné z4vislé a generuji prostor R?.

[3.3.A10]. U.p. podminky, ktera

a) je nutnd, ale neni dostateénd  b) je dostatecnd, ale neni nutnd

c) je nutna a dostateénd d) neni nutna ani dostate¢na

pro to, aby dva vektory u,v z vektorového prostoru V byly linedrné
nezavislé.

L L L

[3.3.B1]. Rozhodnéte, zda vektory u;,us a vektory vi,ve generuji
tentyz podprostor ve vektorovém prostoru R?, je-li:

a) u; = (11 17010)7 Uz = (110711 ]-)7 Vi = (21 _11373)’ Vo = (01 ]-7_]-7_1)
b) u; = (17_1725 _3)’ uz = (1715270)’ Vi = (1507150)5 Vo = (0527053)

[3.3.B2]. Rozhodnéte, zda dané vektory uy,...,us generuji vektorovy
prostor Q*, je-li:
a) —(1 2,1,2) w=(2,1,2,1),u3 = (1,1,1,1)

2,0,-1,-3), us = (~1,1,0, -2

v

= (= ;
( 1517 3 ) uz = (2705173
(253745 ) = (1’_3557_7
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[3.3.B3]. Rozhodnéte, zda dané vektory (polynomy) fi, o, f5 generuji
vektorovy prostor Ro[z], je-li:
a)fi=z+1,fh=22+22+3,f3 =22 223

b)fi =2 +22+3,f,=2>-22 -3 ,f; =22+ 3.

[3.3.B4]. Necht uj,uy,u3,uy jsou vektory z vektorového prostoru V
(nad T") takové, Ze plati:

2u; + 3us + 4uz = o N 5us + 6uz + Tuy = o
Dokazte, ze pak vektory u;,u, generuji tentyz podprostor ve V | jako
vektory us, uy .

[3.3.B5]. Naleznéte viechna r € R, pro kterd vektor w = (r, 1,2) lezi
v podprostoru W = [uy, us, uz] vektorového prostoru R?, je-li:

a)u = (1,2,-1) ,uy = (1,1,0) u; = (2,-1,3)

b) u ( ) (2’ ) uz = (_11 172)

c)u = (1,2 —2) u = (1,1, —1) =(-2,-1,1)
d)u; =(1,1,-4) ,us =(0,1,r) ,uz = (—r, —4,72).

[3.3.B6]. Ve vektorovém prostoru R® (viz cviceni [3.1.B3]) jsou dény
vektory (tj. zobrazeni R — R):

fi(z) =1, fa(x) = cosz, g1(z) :sin2§, g2() :‘3052%-
Potom:
a) popiSte mnozinu [ f1, fa ] b) dokazte, Ze [ f1, f2] =[91,92].

[3.3.B7]. Necht V je vektorovy prostor (nad T'), necht u,v,w € V.
Dokazte, ze plati :

a) [u,u-v,w] =[u,v,w-u] b) [u,v,w]=[u+v,u-v,v-w].

[3.3.B8]. Necht V je vektorovy prostor (nad T'); necht u;, us, v,w € V
jsou vektory spliwjici : w ¢ [ug,u2] A W€ [ug,ug,v].
Dokazte, 7e pak je v € [ug,us, w

[3.3.B9]. Necht V je vektorovy prostor (nad T); necht u,v,w € V jsou
vektory splijici: tyu + tov + t3w = o , pricemz t; - t3 # 0. Potom:
a) dokazte, 7e [u,v]=[v,w]

b) ukazte, Ze bez predpokladu #; - t3 # 0 predchozi rovnost neplati.

[3.3.B10]. Necht W;, W, jsou podprostory vektorového prostoru V
(nad T) takové, ze W) je generovan vektory uy,...,u,, resp. Wy je
generovan vektory vi,...,vs. Dokazte, ze pak soucet podprostori
Wy + W5 je generovan vektory uy,...,u,, vy, ..., Vg.
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[3.3.B11]. Rozhodnéte, zda dané vektory z vektorového prostoru V

jsou linearné zavislé, ¢i linearné nezévislé, je-li:

a‘) V= Q3 s = (1527_2) , Uy = (_25_3’ 1) , U3 = (_17252)

b) V= Q3 s = (1537_2) , Uy = (17152) , Uz = (_1527_8)

C) V= R4 yup = (01_11273) , U2 = (2711_11_2) , U3 = (1701171)

d) V= R4;111 = (1117_]-72) , U2 = (_411711_3) , U3 = (27_3711_1)7
uy = (1711 171)

e) V==C?;u; =(10,8—14i,2+4i) ,ups = (2+1i,3 —2i, 1)

) V=C3;u =(2,2+2,2i) ,us = (1 —4,1+3i,-1+1),
uz=(1+1i,1—4,1+1)

g) V=Rglz];fi =222 +2—-4,f,=2>-3,f3 = (z+1)?

h) V=Ra[z];fi=2>+z+1 . Hh=a-(2®+2+1),f5=(z+1)%

[3.3.B12]. Uvazme mnozinu komplexnich ¢isel K jako vektorovy pros-
tor nad télesem R (viz cviceni [3.1.B1]b)).
Dokazte, ze v tomto vektorovém prostoru jsou kazda t¥i komplexni ¢isla
linearné zavisla.
[3.3.B13]. Ve vektorovém prostoru R{®!) (viz cvicenf [3.1.B2]) uvai-
me dva rizné vektory (tj. zobrazeni (0,1) - R) f#g.
Potom:
a) dokazte, Ze kdyz existuje o € (0, 1) tak, Ze
f(xo) = g(zo) # 0,
potom jsou f,g linedrné nezavislé
b) ukaZzte na piikladech, Ze kdyZ neexistuje zadné zo € (0,1) takové, Ze
f(zo) = g(xo) # 0, pak f,g mohou byt jak linedrné zdvislé, tak i
line4drné nezavislé.
[3.3.B14]. Ve vektorovém prostoru R® (viz cvideni [3.1.B3]) jsou dé4-
ny vektory (tj. zobrazeni R — R) f, g, h.
Dokazte, ze f, g, h jsou linearné zavislé. Pfitom :

a) f=1, g=cosz, h=cos®%

b) f=v2, g=sin®’z, h=cos’z

c) f=sinz, g=cosz, h=cos(z+ %)

d) f=e", g=sinzx+cosz, h=cos(z—7F).

(Navod: pfimou upravou, uZitim zndmych vztahl pro goniometrické
funkce, sestavujte rovnici t1-f +t9-g+t3-h =0.)
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[3.3.B15]. Dokazte, ze dané vektory uj,us,uz € R? jsou linedrné
zavislé a naleznéte mezi nimi vSechny vektory, které nelze vyjadrit jako
linearni kombinaci zbyvajicich.

Pritom:

a) u = (11\/_5 _\/5) ; U2 = (11\/_7_2) ; U3 = (_\/_7_272)

b) u; = (1711 _1) , U2 = (11371) , U3 = (1107_2)

¢)u = (11\/57_\/5) ,ug = (0,0,0) , uz = (27\/571)'

[3.3.B16]. Ve vektorovém prostoru R? jsou dény vektory u,v,w.
Urcete vSechny hodnoty parametru a € R, pro které jsou tyto vektory
linedrné zavislé, resp. linedrné nezavislé.

Pritom:

aju=(1,1,1),v=(1,a1), w=(2,2q)

b) u= (0,2,0) , V= (_17332) y W = (25_470)

c)u=(a,4,11) , v=(1,2,3) , w=(3,1,4).

[3.3.B17]. Rozhodnéte, pro které hodnoty parametri jsou zadané
vektory z Q* linedrné zavislé:
a) uy = (1,2+4a,4,6) ,us =(1,2,3—-0,3) ,u3 =(2,4,b—6,7) ,

u =(1,2—a,2-0,1)

b) w; = (a, bcd) = (b,—a,d,—c) ,u3 = (¢,—d, —a,b) ,
uy = (d, )

c) u1:(1,1a1) =(1,b,1,1) , uz = (¢, 1,1,1)

d) v, =(1,1,a+1,a* +3a ),us = (1,a+1,1,a® + 3a®) ,

uz = (a+1,1,1,a® + 3a).

[3.3.B18]. Necht u,v,w jsou linedrné nezavislé vektory ve vektorovém
prostoru V' (nad T'). Rozhodnéte, zda néasledujici vektory z V jsou
linedrné zavislé, ¢i linearné nezavislé:

a) (u+v), (u+w), (v+w)

b) 2u+3v+3w), (u+4v—w), (Bu+5v+4w)

c) (Bu+4v+5w), (du+3v+iw), (bu+4v + 3w)

d) (u=—2v+w), Bu+v—2w), (Tu+ 14v — 13w).

[3.3.B19]. Necht uj,us, ..., u; jsou linedrné nezavislé vektory ve vek-
torovém prostoru V' (nad T'). Rozhodnéte, zda vektory:
wi, (W +2u2) , (ur +2up +3u3) 5., (W + 200+ k)

jsou linearné zavislé, ¢i linearné nezavislé.
[3.3.B20]. Necht V je vektorovy prostor (nad 7') a necht u € V.
Dokazte, ze plati : vektor u je linearné zavisly <= u = o.
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[3.3.B21]. Necht V je vektorovy prostor (nad T'); necht a,b,c,d € V.

Dokazte, 7ze potom plati:

a) vektory a,b,c jsou linedrné nezavislé A vektory a,b,c,d jsou
linedrné zavislé = d € [a, b, c]

b) vektory a,b,c jsou linedrné zavislé A ¢ ¢ [a,b] = a = o nebo
dteT : b=t-a.

[3.3.B22]. Necht uy, ..., u; (k> 2) je konecnd posloupnost vektort
z vektorového prostoru V' (nad T') takova, ze u; # o. Dokazte, Ze pak:

vektory wuy,...,u; jsou linedrné zavislé <= existuje vektor u;
(2 < i < k), ktery je linedrni kombinaci pfedchazejicich vektori
(tj. vektort uy,...,up_1).

[3.3.B23]. Necht uy, ..., u; (k> 2) je konend posloupnost vektort
z vektorového prostoru V' (nad T') takova, Ze uy # o. DokaiZte, Ze pak:
vektory uj,...,u; jsou linedrné zavislé <= existuje vektor u;
(1 <1 < k—1), ktery je linedrni kombinaci nasledujicich vektori
(tj. vektort witq,...,ug)-

[3.3.B24]. Necht ve vektorovém prostoru V (nad T") jsou dany linedrné
nezavislé vektory uy, ..., uy a vektor w # o. Dokazte, Ze potom nejvyse

jeden vektor z posloupnosti vektord w,uy,...,u; je linedrni kombinaci
predchozich vektorii.

(Navod: dtikaz vedte sporem .)

[3.3.B25]. Necht Wi, W, jsou podprostory ve vektorovém prostoru
V (nad T) takové, Ze jejich soucet je pfimym souCtem. Necht déle

uj,...,u, € Wi jsou linedrné nezavislé vektory a vy,...,vs € Wy jsou
linedrné nezavislé vektory.
Dokazte, ze pak vektory uy,...,u,,vy,...,vg jsou linedrné nezavislé.

§4: BAZE A DIMENZE VEKTOROVEHO PROSTORU

[3.4.A1]. U.p. vektori z vektorového prostoru Rslz], které
a) jsou generdtory, ale nejsou bazi vektorového prostoru Ra[x]
b) jsou linedrné nezavislé, ale nejsou béazi vektorového prostoru Ra[z].

[3.4.A2]. U.p. vektori u,v,w € Q?, které
a) jsou linedrné nezévislé b) negeneruji vektorovy prostor Q2.

[3.4.A3]. Uvedte, co vSechno muZete fici o Cisle n, vite-li, Ze vektory
up, u2,us,uy

a) generuji vektorovy prostor Q™

b) jsou linedrné nezavislé vektory ve vektorovém prostoru Ry [z].
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[3.4.A4]. Uvedte, co v8echno mtizete Fici o ¢isle s, vite-li, ze vektory
ug,...,Ug

a) generuji vektorovy prostor Rs|z]

b) jsou linedrné nezavislé vektory ve vektorovém prostoru C®.

[3.4.A5]. U.p. dvou riznych podprostort Wi, Ws vektorového prostoru
R? takovych, Ze prinik W; N Ws
a) nema bézi b) mé bazi u=(1,1,1), v=(3,2,1).

[3.4.A6]. U.p. jednodimenziondlniho podprostoru W ve vektorovém
prostoru Ry[z].

[3.4.A7]. U.p. dvoudimenziondlniho podprostoru W ve vektorovém
prostoru R* tak, Ze:

a) W obsahuje vektor (v/2,3,v/5,7)

b) W obsahuje vektory (1,1,1,1), (0,1,0,0), (0,0,1,0) .

[3.4.A8]. U.p. podprostorit Wy, Ws ve vektorovém prostoru Q? tako-
vych, ze

a) dim W1 = dim W2 A W1 7é W2

b) dim Wy = dim Wo A Wy C W.

[3.4.A9]. U.p. dvou t¥idimenzionélnich podprostora Wi, Wy ve vek-
torovém prostoru R® takovych, Ze jejich soucet je pfimym souctem.

[3.4.A10]. U.p. podminky, ktera

a) je nutnd, ale neni dostateénd  b) je dostatecnd, ale neni nutnd
c) je nutnd i dostateéna d) neni nutna ani dostate¢na
pro to, aby dva vektory u,v byly bazi vektorového prostoru R2.

L L L

[3.4.B1]. Rozhodnéte, zda zadané vektory tvoii bazi vektorového pros-
toru V, je-li

a) V=R3, uy =(2,1,2), up = (-3,0,1) , uz = (5,4, 3)
b) V:R4; w = (1,5,5,-4), us =(1,2,3,-1),
u; =(1,-1,1,2) , uy = (1,8,7,-7)
c) V=Rsolz]; fi=222+32-5, =22 —x+1, f3 =322 +22 -2
d) V=Ra[z]; fi=2’+2, h=03+222, =0+ -2-1,

f4:(lﬁ3—1.
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[3.4.B2]. Necht vektory u, v, w tvorii bazi vektorového prostoru V' (nad
T). Rozhodnéte, zda nésledujici vektory také tvori béazi tohoto vektoro-
vého prostoru V:

a) (u+v), (v—w), (u+w)

b) (u+v), (v+w), (u+w)

c) Qu+v+3w), (v+2w), (u—v+7Tw)

d) (u+v+2w), Bu+2v+w), (Bu+v—4w).

[3.4.B3]. Urcete vSechny hodnoty parametrid, pro néz zadané vektory
tvoii bazi vektorového prostoru V, je-li:

a) V=R3; uy =(2,3,a), us = (3,4,2a) , uz = (5,8,1+ 2a)

b) V=R?; u; = (1,a,b) , us = (0,1,¢) , uz = (0,1,1)

) V=Ryz]; fi=ar? —dr -1, =422 —6x—-3 , fr=2’+2—a
d) V=Rglz]; fi=32°—2a2?+1, hH=2> -1, 3 =22+ 2+ 1.
[3.4.B4]. Ve vektorovém prostoru R*

a) naleznéte bézi, kterd obsahuje vektor u; = (1,2, 3,4)

b) naleznéte dvé baze, které maji spoleéné pravé vektory
u; = (1,1,0,0), wuy=(0,0,1,1).

[3.4.B5]. Ve vektorovém prostoru R*? mnecht je zadédn podprostor
W = L(u;,us,us3) a vektor v € W.
Naleznéte bazi podprostoru W, ktera obsahuje vektor v, je-li:

a) uy = (1,0,-2,-1), us =(1,2,1,1) , uz = (2,-1,-2,0) ;
v=(2,1,1,2)

b) wy =(1,1,4,3) , ua =(—1,4,6,5) , uzg = (-2,3,2,2) ;
v=(3,-2,21).

[3.4.B6]. Naleznéte bézi a dimenzi vektorového prostoru V', je-li

a) V = C, nad télesem C (viz cvieni [3.1.B1]a) )

b) V = C, nad télesem R (viz cvieni [3.1.B1]b) )

¢) V={a+b/2|a,be Q} nad télesem Q (viz cviceni [3.1.B1]d) )

d) V=RA kde A = {ay,...,a,} (viz cviceni [3.1.B6])

) V= C x C, nad télesem R, pfi¢em? s¢itdni{ vektort a ndsobeni
realného ¢isla s vektorem je definovano ”po slozkéach”.

e

[3.4.B7]. Dokazte, ze vektorovy prostor V nemd béazi. P¥itom :

a) V = R[z] b) V = RO (viz cviceni [3.1.B2])
c) V=S®R) (viz cviceni [3.1.B4]) d) V = P(R) (viz cvifeni [3.1.B7]).
(Navod: ukaZte, Ze pro kazdé pt¥irozené n lze ve V vidy sestrojit n
linedrné nezavislych vektort .)
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[3.4.B8]. Necht uy,...,u, (n > 2) je baze vektorového prostoru V
(nad T'). Dokazte, Ze potom:

a) vektory u; , uy+us, ..., wy+us+---+u, jsou bazi prostoru V
b) vektory w; , ug, ..., Wy—1, U+t + - +t,_1u,—1  jsou

pro libovolnd t1,...,t,_1 € T také bazi prostoru V.

Definice. Rekneme, ze kone¢n4 posloupnost vektorti uy,...,u, € V je
minimdlni systém generdtoru prostoru V, jestlize :

() [ug,...,u,] =V

(11) [111,...,lli_l,lli_i_l,...,lln] cVv pro kazdé ¢ = 1,...,’[],

tzn. jinymi slovy feceno: vektory uy,...,u, generuji prostor V, ale
vynechame-li libovolny z nich, pak zbyvajici vektory jiz prostor V
negeneruji.

[3.4.B9]. DokaZte, 7e konetna posloupnost vektorti uy,...,u, je bazi
vektorového prostoru V' praveé kdyz je minimalnim systémem generatorid
prostoru V.

[3.4.B10]. Ve vektorovém prostoru V je ddn podprostor W. Naleznéte
bézi a dimenzi tohoto podprostoru W, je-li:

a) V—R5, W = {(z1, 22,23, 24,25) | &1 + 22 =0 A x4 + 25 = 0}

b) V=R"(n>2); W={(z1,....2) | 21 = 20}
c) V=R"(n>2); W={(z, Tp) |1 =20 = =2}
d) V=R"(n>2); W={(z1,...,2p) | 21 + 22+ --- + 2, = 0}
e) V=R"(n>2); W={(z, Zn) | ; = 0 pro sudé i}

|

f) V.=Rs[z] , W ={f(z) | f(z) = f(—z) pro Vz € R}.

[3.4.B11]. Ve vektorovém prostoru R* je dan podprostor
W ={(z1,22,23,24) | 1 + 222 = T3 + 224} .
Pak:
a) ukazte, ze vektory u; = (1,0,1,0), us = (0,1,0,1) jsou linedrné
nezavislé a lezi ve W
b) urcete dimenzi podprostoru W
c¢) doplitte vektory uy, us na bazi podprostoru W.

[3.4.B12]. Ve vektorovém prostoru Q* necht je zadan podprostor W =
[u1,us,u3,uq]. Z generdtori uy,us,us,uy podprostoru W vyberte
vSechny mozné baze W. Pritom:

a) u; = (1,2,0,0) ,u2 = (0,0,0,0) , us = (1,2,3,4) , ugy = (3,6,0,0)

) wy _(1,2,3 4) , ur =(2,3,4,5), uz =(3,4,5,6) , ugy = (4,5,6,7)
c) u =(2,1,-3,1), UQ—(4,2,—6,2),113:(6,3,—9,3),114:(1,1,1,1)
) (1,1,1 1) =(1,-1,1,1),us = (1,1,—-1,1),us = (1,1,1, - 1)

=

o

u; =
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[3.4.B13]. Ve vektorovém prostoru R* necht je zaddn podprostor
W = [uj,u2,u3,u4,u;5]. Z generdtori uy, us, uz,us, us podprostoru
W vyberte néjakou bazi W a potom kazdy z vektort uj, us,usz, uy, us
vyjadiete pomoci této baze. Pritom:
a) u; = (27_]-7315) , U = (41 _31 173) , Uz = (37_27314) )

uy = (47 -1,15, 17) , U5 = (77 -6, _770)
b) u; = (172137 _4) , U = (2137 _47 1) , Uz = (27 _5781 _3) )

u = (5,26,-9,-12) , us = (3,—-4,1,2).
[3.4.B14]. V zévislosti na parametrech urcete dimenzi podprostoru W
ve vektorovém prostoru V, je-li:
a) V=R3; W= L(u,us,u3), kde

u; = (15151) , U2 = (laaa 1) , U3 = (2,2,0)
b) V=R3?; W= L(uj,us), kde u; = (5,7,-1) , uy = (2a,1,-2)
c) V=R*; W= L(uj,us,u3), kde

u; = (1711(]’71) , U = (Lbala]-) , Uz = (C,].,l,].).

[3.4.B15]. Necht V je vektorovy prostor nad T' takovy, ze dim V = n.
Dokazte, ze pro kazdé k = 0,1,...,n existuje ve V podprostor, jehoz
dimenze je rovna k.

[3.4.B16]. Necht Wy, W5 jsou podprostory vektorového prostoru V
(nad T'). Dokazte, Ze plati:

dim (W] + Wz) = dim (W] ﬂWQ) +1 = W; C W5 nebo Wy C Wh.
(Navod: dtkaz vedte sporem.)

[3.4.B17]. Urcete bazi a dimenzi priniku podprostort Wy N Wy ve
vektorovém prostoru V, je-li:

a) V=R?; Wi =[u,u], Wo =[vy,va,v3], kde u; =(1,1,-3),

ur = (17252) , V1 = (1517_1) , V2 = (15271) , V3 = (15373)

b) V = R4 ; W] = [111,112,113] , W = [Vl,VQ,Vg] , kde

ul:(1725072)au2_(1 251:2)1 :(311:311):
_(1117111) ’ ( 3 a 7 ), :(1733173)
C) V= R W1 = [111, 2] s W2 = [Vl,Vg] 5 kde
ul_(1715171)5u2_(7 517 )a
Vl = (1’ 17]‘50) ) ( b 70’ )
d) V= R5 ; W] = [111,112,113] , W2 [Vl,VQ,Vg] , kde

25 53) , U3 = (1547 _4775_1) 3
2,1,2,4) , vs = (2,6,-5,12,3).

)

u; = (1525 _15351) ) (

Vi = (0527_3745_2) (
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[3.4.B18]. Necht W, W, jsou podprostory vektorového prostoru V,
pficemz : dim V =2, dim W; = dim W, = 1.
Dokazte, ze pak je bud W; =W, nebo V =W 4+W,.
[3.4.B19]. Necht Wy, W5 jsou podprostory vektorového prostoru V
takového, ze dim V = 3.
Dokazte, ze pak plati:
a) dim W7 = dim Wy =2 —

— W7 =W5 nebo (W1+W2:V/\ dim(WlﬁWg)zl)
b) dim Wi =1 ,dim Wo =2 = W; C Wy nebo V =W;+W,
C) dim Wi, =dim Wr =1 =

— W; =W>5 nebo (WlﬂWQZ{o}/\dim (W1+W2):2).
[3.4.B20]. Necht Wi, W, jsou podprostory ve vektorovém prostoru V

takové, ze prostor V je jejich pfimym souctem (tj. V = W;1+Ws). Necht
uy,...,u, je baze Wi | resp. vy,...,vg je baze Ws.

Dokazte, ze pak uy,...,u,, vy, ..., v je baze prostoru V.

[3.4.B21]. Necht V' je n-dimenzionélni vektorovy prostor (n > 1) a
necht W je libovolny podprostor ve V.

Dokazte, ze ve vektorovém prostoru V existuje podprostor W takovy,
7e plati: V = Wi+W,.

[3.4.B22]. Necht V' je n-dimenzionélni vektorovy prostor (n > 1) a
necht U, Wy, W5 jsou podprostory ve V takové, ze plati:

Wi CWe A UNWi=UnWy AN U+W,=U+W,.

Dokazte, ze potom je Wp = Ws.
(Navod: staci dokazat (pro¢?), ze dim Wy = dim W .)

[3.4.B23]. Ve vektorovém prostoru R* jsou dény linedrné nezavislé
vektory

w = (1,111, up=(0,1,1,1), u3=(0,0,1,1), us=(0,0,0,1).

Vyjadiete pak souradnice vektoru w = (2,1, 1,4)
a)vbézi u;, U2, Uz, Uy

b)VbéZl uz, Uz, Uy, Uug.
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[3.4.B24]. Ve vektorovém prostoru Rs[z] naleznéte souradnice vektoru
(tj. polynomu) f =2z° — 2> — 522 +4 v bazi :

a) 2°+ 2z, 2t +22°, 22%+ 322, 322+ 42, 4x+5, z+1

b) 25+ 222, 2*+4, 2+, 325+ =2, 2'+ 322, 22+ 1

)1, (z—-1), (z—12, (z—-1)3, (z - 1)*, (z —1)°.

(Navod: pii c) vyuzZijte Taylorovu vétu, kterou znate z analyzy.)

[3.4.B25]. Naleznéte bazi e;,es,e3 vektorového prostoru R3, v niz
vektor u = (1,0,0) mé soufadnice (1,1,1) a vektor v = (1,1,1) méa
soufadnice (1,0,0).

Uvedte, kolik takovych bézi existuje.
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KAPITOLA 4:

MATICE A DETERMINANTY

§1: PORADI A PERMUTACE

[4.1.B1]. Urcete pocet inverzi v daném poradi z 9-ti prvki:

a) (2’1’77 9’ 876’ 573’ 4) b) (9’8’ 77 6’ 574’ 37 2’ 1)'
[4.1.B2]. Urcete pocet inverzi v daném poradi z 2n prvki:

a) (1,3,...,2n—1,2,4,...,2n) b) (2,4,...,2n,1,3,...,2n—1)
c) (2n,2n—1,2n-2,...,2,1) d) 2n—1,2n,...,3,4,1,2).
[4.1.B3]. Urcete pocet inverzi v daném potadi z 3n prvki:

a) (3,6,...,3n,1,4,...,3n-2.2.5,..., 3n—1)

b) (1,4,...,3n-2,2,5,...,30—1,3,6,...,3n)

) (2,5,...,3n—1,3,6,...,3n,1,4,...,3n-2).

[4.1.B4]. Necht v pofadi (r1, r2, ..., ) je celkem I inverzi.
Urcete pocet inverzi v poradi (ry, 71, ..., r2, 1) -

[4.1.B5]. Prvky 1,2,...,n rozdélme na dvé ¢asti takto:

ri<---<rp , resp. $1<---<Sp-p , kdel<k<n-1
Urcete pocet inverzi v pofadi (1, ..., Tk, S1, .- s Sn—k) -
[4.1.B6]. Necht (ry,ra,...,7,) je pofadi z n prvki, v némz je I inverzi.
Utvofime-li z prvka rq,7r9,...,7, pofadi (1,2,...,n) , pak indexy

téchto prvka utvori jisté poradi, v némz je rovnéz I inverzi. Dokazte.
[4.1.B7]. Urcete z,y tak, aby potradi

a) (1,2,7,4,2,5,6,,9) bylo sudé  b) (5,1,5,8,9,4,z,6,3) bylo liché.
[4.1.B8]. Rozhodnéte, kdy dana dvé potradi z n prvki (n > 3) :

(ri,r2, o, Tne1, n) a (ro, 73, -uy Tn, T1)

maji stejnou paritu, resp. riznou paritu.
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[4.1.B9]. Sefadte vSechna poradi ze 4 prvki tak, Ze kazdé poradi

obdrzite z predchazejiciho poradi provedenim jedné transpozice. Pritom:

a) poradi (4,2,1,3) bude napséno jako prvni

b) pofadi (1,3,4,2) bude napsdno jako posledni

c) poradi (4,2,1,3) bude napséno jako prvni a poradi (1,3,4,2) bude
napsano jako posledni.

[4.1.B10]. Vypiste vSechny formalné rizné zapisy dané permutace:
123 1234
a)<312> b)<2431>'

[4.1.B11]. Zjistéte paritu permutace P, je-li:

1 2 ... n—=1n
a)P_<n n—1 ... 2 1)
1234 2n—1 2n
b)P_<2 143 2n 2n—1>
¢) P= 36 ... 3n 14 ...3n-225 ... 3n—-1
“\14...3m-225...3n—-136 ... 3n
d) P= 12...n nt+tl n+2 ... 2n 2n+l 2n+2 ... 3n
“\36...3n 2 ) . 3n—1 1 4 ...3n-2)"
[4.1.B12]. Naleznéte permutace RoP a PoR , jelidéno:
12345 12345
a)P_<34152> R_<15324>
4213567 7531246
b)P_<1725463> R_<1562473>'
[4.1.B13]. Necht jsou ddny permutace :
P_1234567 R_1234567
T\5314627)° “\7163425)"
Pak naleznéte permutaci :
a) P o R? b) PoRo P! c) P"2oR.
[4.1.B14]. Necht jsou diny permutace :
12345 12345 12345
R_<53421>’S‘<41352>’T_<13254>'

Pak naleznéte vSechny permutace X, spliujici vztah:

a) RoXoS=T

b) SoXoR=T.
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[4.1.B15]. Pro zadanou permutaci P naleznéte vSechny permutace X
takové, 7ze plati: Po X = X o P. Prtitom:

1234 1234
a)P“<2 3 4 1) b)P“<2 14 3)

12345 12345
C)P“<3 4 5].2) d)P“<3‘45 2 1)'
[4.1.B16]. Necht S3 = {e,r,s,t,u,v} znaé¢i mnoZinu vSech permutaci
3-prvkové mnoziny, pricemz

(123 (123 (123
¢=\123)" "=\132)" =\213)"
(123 Lo (123 s (123
“\231)° “\312)° “\321)"

Potom:

a) napiste tabulku operace grupy (Ss, o)

b) naleznéte vSechny podgrupy v grupé (Ss, o)

c) znafi-li P mnozinu vSech podgrup grupy (Ss,o), pak nakreslete
hasseovsky diagram usporfddané mnoziny (P, C).

(Névod: pii b) vyuzijte faktu, ze v (Ss,0) neexistuje zadna 4-prvkova,

ani 5-prvkova podgrupa.)

[4.1.B17]. Necht S, resp. T zna¢l mnozinu v8ech sudych, resp. vSech

lichych permutaci 3-prvkové mnoziny; necht o znadi sklddani permutaci.
Rozhodnéte, zda (S, o), resp. (T,0) jsou grupy.

[4.1.B18]. Necht G je mnozina vSech sudych permutaci na 4-prvkové
mnoziné, pfi¢emz prvky mnoziny G oznacime takto:

(1234 (1234 (1234
€= \1234)> ™7 \1342)> """ \1423)"
(1234 (1234 (1234
= \2143) P=7\2314)° 17 \2431)"
(1234 (1234 L (1234
"T\3124) T \3241)" “\3412)"
(1234 (1234 (1234
“=\4132) "7 4213/~ " \4321)"

Necht o znaéi sklddéni permutaci. Potom:
a) napiste tabulku operace o a dokazte, Ze (G, o) je nekomutativni grupa
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b) vite-li, Ze v (G,0) kromé trividlnich podgrup existuji jesté prévé
3 dvouprvkové, 4 tiiprvkové a jedna ctyiprvkova podgrupa, pak
naleznéte vSechny tyto podgrupy

c) necht P zna¢i mnoZinu v8ech podgrup grupy (G,o). Nakreslete
hasseovsky diagram uspofddané mnoziny (P, C).

§2: DETERMINANTY

[4.2.A1]. U.p. ¢tvercové matice A (nad R) takové, ze det A md pravé
16 clend.

[4.2.A2]. U.p. ¢tvercové matice A ¥adu 5 (nad Q), jejiz vSechny prvky
jsou nenulové, ale det A =0.

[4.2.A3]. U.p. matice A ¥ddu n (nad K) tak, aby det A =c , kde ¢ je
libovolné, pevné komplexni ¢islo.

[4.2.A4]. U.p. matice A fddu 3 (nad R) tak, aby | A'| = —| A4].

[4.2.A5]. Necht A je matice ¥adu 5 (nad R) takové, 7e | A| = V2.
Necht matice B vznikne z matice A tak, Ze kazdy jeji prvek vynasobime
¢islem  —+/3. Uvedte, ¢emu se rovna | B]|.

[4.2.A6]. Necht A je matice fadu 6 (nad R) a necht jsou pevné zvoleny
3 jeji sloupce. Uvedte, kolik submatic fadu 3 lze ze zvolenych sloupcii
vybrat.

[4.2.A7]. Necht A je matice fddu n (nad T') a necht 0 < k < n je celé
¢islo. Uvedte, kolik submatic fadu & lze v matici A sestrojit.

[4.2.A8]. U.p. matice A fddu 3 (nad R)) takové, 7e | A| # 0 a v8echny
minory faddu 2 v matici A jsou nulové.

[4.2.A9]. U.p. matice A fddu 3 (nad R) takové, ze | A| = 0 a v8echny
minory fadu 2 v matici A jsou nenulové.

[4.2.A10]. U.p. podminky, kterd
a) je nutnd, ale neni dostateénd  b) je dostatecnd, ale neni nutnd
pro to, aby determinant ¢tvercové matice A byl nenulovy.

& L) &
[4.2.B1]. Rozhodnéte, zda se dany soulin vyskytuje v determinantu
matice A = (a;;) faddu n, resp. s jakym znaménkem :
a) n="06; a3 a3 ais-as2 - g6 * Q25
b)
c)n=_8; Q2 - Q17 * G43 * Q21 ° Q64 - G35 * A56
)

d

n==6; 13 - G24 * Q41 * A56 * Ae5 - G22

n=3=8; a72 " Gg1 * A58 * Aa7 * Ag4 * A16 * A35 * (23 .
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[4.2.B2]. Urcete (v zavislosti na 4, j, resp. k) znaménko daného ¢lenu
determinantu matice A = (a;;) fadu n je-li:

a) n=>5;  az -ai;-Gs4- 043 - A2j
b) n=5;  aja-aj-a-ay-asg
¢c) n==6; Q23 - A14 - A42 - Qg5 - A3j5 - A5
d)n:6; a3s - Gg6 - 24 - A5j5 - A1k ° 41 -

[4.2.B3]. Uvedte vSechny ¢leny determinantu dané matice A = (a;;)
radu 4, které:

a) obsahuji prvky ais , as4

b) obsahuji prvek as3 a maji znaménko minus.

[4.2.B4]. Urcete znaménko, s nimz se v determinantu matice A = (a;;)
radu n vyskytuje soucin prvki

a) hlavni diagondly b) vedlejsi diagondly .

[4.2.B5]. Uzitim pouze definice determinantu spoctéte:

ailz a2 Gi13 ai4 Aais

11 ai2 a3 Gi4
a1 Qa22 G23 Q24 0425

a) aO 8 323 aO b) asp  as9 0 0 0
31 33 34 as s 0 0 0
asr 0 a3 O

as1  as2 0 0 0

[4.2.B6]. Bez uziti definice determinantu dokazte, ze plati:

a+b a+c b+c a b ¢
ay +b1 a1 + ¢ b1 +c | = —2- ajq b1 C1
as+by as+coy by 4o as by ¢

[4.2.B7]. Spoctéte determinant :

3 -2 4 -2 1 =3
a) | 1 3 2 b) | 3 2 -1
-2 —4 6 -4 3 -1
4 -3 5 3 -1 4
o |-3 2 -8 d) -1 3 -2
1 -7 =5 2 4 1
[4.2.B8]. Spoctéte (nad télesem komplexnich ¢isel) determinant:
1 =i 14 240 144 1421
a) |—i 1 0 b) | 1—i 3-2i 1-i
1-¢ 0 4 2-3i 14¢ 142
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1 1 =z 11
c) |1 1 22| | d) |1 2z 22| |
22z 1 1 22 2
_ 2 s i 2T _ A7 s s Am
kde z = cos 5" + i sin 5 kde 2z = cos 5~ +isin 3 .
[4.2.B9]. Necht je ddna matice
1 -3 -2 7
4 -1 5 0
4= =7 1 2 4
1 0 -8 2

Pak spoc¢téte minor | B|, resp. doplnék minoru | B |, resp. algebraicky
doplnék minoru | B|, jestlize submatice B je vytvofena

a) 1. a3. fddkem a 2. a 3. sloupcem matice A

b) 2., 3., 4. fadkem a 1., 2., 4. sloupcem matice A.

[4.2.B10]. Necht je ddna matice A = (a;;) z pfedchoziho cviceni.
Spoctéte algebraicky doplnék Aas, resp. Ass, resp. Ay .

[4.2.B11]. Spoctéte determinant

3 -2 1 -2 3 9 3 6
3 -5 2 0 5 8 2 7
A R bl oy L5 3 9
1 0 3 1 7 -8 —4 -5
2 1 -1 2 -1 2 1 0 2 1
4 3 2 -1 1 10 2 1 2
| 3 5 —2 1 -2 |1 2 1 0 2
2 2 -1 3 -1 0 2 2 1 1
1 2 3 1 3 21 1 2 0

[4.2.B12]. Pouze uzitim Laplaceovy véty a definice determinantu
spocCtéte :

1 2 3 4 5 6 102 0 3 0
6 5 4 3 2 1 5 1 4 2 7 3
a) 1 23 400 b) 1040 90
4 3 2100 8 1.5 3 7 6
12 00 00 91 5 4 3 8
2100 00 107 0 9 0
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[4.2.B13]. Uzitim Laplaceovy véty spoctéte determinant

a, —1 0 0 0 0
Ap_1 z -1 0 0 0
ajq 0 0 0 =z -1
ag 0 0 0 0 T

(Navod: nejprve provedte rozvoj podle 1. sloupce.)

[4.2.B14]. Necht A = (a;;) je matice fddu n > 3 (nad T') takovd, ze
a1; # 0. Dokazte, Ze pak plati :

a11 a2 ail ais ail Qin

a21 a22 a1 a3 a1 a2n

1 ail ai2 apy ais ail Gin

|A| = n—2 | |as1 asz asy ass asy asp
aq

a11 a2 ail a13 ail Qain

Ap1 Ap2 apl An3 apl Ann

(Névod: determinant | A| upravujte tak, aby pod prvkem ay; vznikly
samé nuly a potom pouZijte Laplaceovu vétu.)

[4.2.B15]. Opakovanym uzitim vysledku pfedchoziho cvi¢eni a Gpravou
(vytknutim z jednoho fadku, resp. sloupce) vypoététe determinanty ze
cviceni [4.2.B11].

[4.2.B16]. Necht A = (a;j) je matice fadu n (nad T) a necht p € T
je pevny prvek. Utvorme matici B tak, Ze ke kazdému prvku matice A
pricteme ¢islo p , tzn. B = (a;; + p) . Dokazte, ze pak :

n n
|B| = [A| + p'ZZAij
i=1 j=1
kde A;; znaci algebraicky doplnék prvku a;; v matici A .
[4.2.B17]. Necht n > 2; uzitim Cauchyovy véty vypoctéte determinant:

r1 — Y1 1 — Y2 T1 — Yn
T2 —Y1 T2 —Y2 ... T2 —Yn

a)

Tp — Y1 Tp — Y2 oo I — Yn
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sin(z1 + yn)
sin(za + yn)

sin(z1 + y2)
sin(xa + y2)

sin(z1 + y1)
sin(xza + y1)
sin(zp, +y1) sin(x, + y2) sin(zy, + yn)

(Navod: danou matici vyjadfete nejprve jako souéin dvou vhodnych
matic .)

[4.2.B18]. Uzitim uprav, které neméni hodnotu determinantu, spoc¢téte
determinant dané matice radu n > 2:

0 1

1 11 1 2 3... n—1 n
aa 1 0 ... 0 O -1 0 3... n—1 n
a) | a3 0 1 0 0 b) -1 -2 0... n—1 n
a, 0 0 0 1 -1 -2 -3...—n+1 0
2 2 2 2 3 1-n 1 1
2 2 2 3 2 1 1—n 1 1
o |: : d) :
2 3 2 2 2 1 1 1-n 1
3 2 2 2 2 1 1 1 1—-n
[4.2.B19]. Spoctéte determinant dané matice fadu n > 2:
ag 1 2...n—2 n-1 —a;  a 0... O 0
ai ay 1..n—3 n-—2 0 —as ay... O 0
O SRR '
a; a2 Aasg...0anp-—1 1 0 0 0... —Anpn—-1 An—-1
ai Gz Qag...Qap_1 an 1 1 1... 1 1
0 1 1 1 1 T a1 a3 Ap—o QAp_1
1 0 =z T T ap T Qa2 ap—2 Qap—1
c) 1 2 0 T T d|& a2 z Ap_2 Qp_q
1 =z =z z 0 a; as as Qn_1 T
T+a; as an, 1 2 3...n—-1 n
a; T+ ao an 2 3 4 n 1
e) : f) :
al as an n—1n 1...n—-3 n-—2
ai as T+ ap n 1 2...n—-2 n-1
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[4.2.B20]. Necht A, zna¢i matici ¥ddu n. Dokazte, Zze pro kazdé
prirozené n plati:

320 0 0
3 2 ... 00
a)|A,| =2 -1, kde A,=1(0 1 3 ... 0 0
0 0 0 1 3
7 5 0 00
2 7 5 00
b)|An|:%(5n+1_2n+1), kde A,=10 2 7 00
0 0 0 2 7
n+1 _ , n+l
) An|=ZT——Y | prow#y, kde
rT—Yy
T+y x-y 0 0 0
1 T+y z-y 0 0
A, = 0 1 T+y 0 0
0 0 0 o 1o z4y
d) |Ap| =2 +2" 1+ +2+1 , kde
z+1 T 0 ... 0 0
1 z+1 T ... 0 0
A, = 0 1 z+1 ... 0 0
0 0 0 o1 o z+1
[4.2.B21]. Necht Aj znadi matici fddu k; dokazte, Ze
a) pro kazdé n > 2 a x # y plati:
0 z = ... =
y 0z ... =z et 1 et

r—Yy
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b) pro kazdé n > 1 plati:

z 0 0 v
0 =z y O
| Aon | = | =@y
0 y z 0
y 0 0 =z
c¢) pro kazdé n > 1 plati:
1 1.0 0 0 0
1110 00 1 pron=0,1 (mod 6)
|4, =10 1 1 1 0 0= 0 pron=2,5(mod 6)
: -1 pron = 3,4 (mod 6)
00 o0o0 ... 11

[4.2.B22]. Dokazte, Ze pro kazdé ptirozené n plati:

a, —1 0 0 ... 0 O
an—1 « —1 0 ... 0 O
: N =anr" +ap1z™ 4+ az + ag
a O 0 0 ... -1
ag O 0 0 ... 0 =

tzn. kazdy polynom stupné n > 1 se uvedenym zpusobem da vyjadrit
ve tvaru determinantu matice fadu n + 1.

[4.2.B23]. Necht A4,, zna¢i matici fddu n . DokaZte, Ze pro kazdé n € N
plati:

a) je-li x # kn (k € Z), pak

2cosz 1 0 0 7
. 1 1 2cosz 1 0
|An|:w, kde A, = 0 1 2cosz 0
sinzx . .
0 0 0 ... 2cosz
cosr 1 0 ... 0 0 7
1 2cosz 1 ... 0 0
b) |A,| =cosnz, kde A, = 0 1 2cosz ... O 0
0 0 0 ... 1 2cosz]

Navod: pfi vypoctu b) rozvijejte determinant podle posledniho fadku .
y
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[4.2.B24]. Dokazte, ze pro kazdé piirozené n plati: | A, | = | B, |, kde

ap bl 0 0 ap b1c1 0 0
C1 as bg e 0 1 as bQCQ e 0
A, = 0 ¢ a3 ... O , B, = 0 1 a3 ... O
0O 0 0 ... an 0 0 0 ... an

(Névod: sta¢i ukdzat, Ze posloupnosti {|A,|} a {|B,|} maji stejny re-
kurentni vzorec a stejné prvni dva ¢leny .)

[4.2.B25]. Necht A je dana matice fddu n. NapiSeme-li fadky matice
A v opa¢ném poradi, dostaneme matici B.

Vyjédrete determinant | B | pomoci determinantu | A|.

[4.2.B26]. Necht A = (a;;) je matice fddu n nad C a necht B = (a5 ),
tj. prvky matice B jsou c¢isla komplexné sdruzend k odpovidajicim
prvkiim matice A.

Dokazte, 7e pak plati: | B| = | A|, tj. determinant matice B je ¢islo
komplexné sdruzené k determinantu matice A .

[4.2.B27]. Necht A = (a;;) je matice fddu n nad C. Pak:

a) dokazte, ze je-i a;; =a;; pro Vi,j, potom |A| je redlné &islo
b) ukazte, Ze predchozi implikaci nelze obratit .

[4.2.B28]. Necht A = (a;;) je matice lichého fadu 2k+1 nad R takovi,
ze plati: a;; +a;; =0 pro kazdé ,i,7.

Dokazte, ze pak je |A| = 0.

[4.2.B29]. Necht A je matice fddu n (nad T'); necht 1 < k < n — 1.
Dokazte, Ze plati: jsou-li vSechny minory fadu k& v matici A nulové, pak
jsou v8echny minory vSech fadu vétsich nez k téz nulové.

[4.2.B30]. Dokazte, 7e pro kazdé p¥irozené ¢islo n > 2 plati:

2 n—1
1z zy ... 2 .
2 n—
1 =z x5 ... z,
2 n—1
1 =z, =, ... =z
= (o —z1)(w3 —x2) (w3 — 1) .. (T — Tp1) oo (T — 1) -
Uvedeny determinant se nazyva Vandermonduv determinant a oznacuje
se V(z1,...,2,). MiZeme tedy dokazovanou rovnost struc¢né psat ve

tvaru:

V(wl,...,wn): H ([Ej—xi) .

1<i<j<n
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(Navod: pii odvozovéni rekurentniho vzorce nejprve od kazdého sloupce
(poc¢inaje poslednim) odectéte x,-ndsobek predchoziho sloupce, pak
rozvinte podle posledniho Fadku a dale z kazdého radku vytknéte ¢islo

(=1) - (zn = 2i) )

[4.2.B31]. Uzitim vysledku pfedchoziho cviceni spoététe determinant:

1 1 1 -1 1 1 1 1 1
9 9 9 9 21 -2 3 -1
a) b) | 4 1 4 9 1
1 2 4 8
1 9 4 _g 8§ 1 -8 27 -1
16 1 16 81 1
1 1 1
) 3+ 1 T3+ 19 cee 2Rty
et 4P el L Tl g gn?
n S1 S e Sn—1
S1 S S3 e Sn
dy | s2 83 84 ... Sng1 | | kde sp =2 +ak+.- 42k
Sp—1 Sn Sp+1 ... S2p—2

(Navod: pfi d) nejprve danou matici vhodné vyjddiete jako soucin dvou
matic. )

[4.2.B32]. Dokazte, Ze pro kazdé n > 2 je:

1 x 2 ... 2% a4y
2 n—2 n
1 =z x5 ... =z, 5
|An| =]. C =@t ta)- H (7j—m;)
: : 1<i<j<n
1 @z, 22 ... 272 a7

(Navod: nejprve od posledniho sloupce ode¢téte z2-ndsobek piedchoziho
sloupce, pak od predposledniho sloupce odectéte x,,-nasobek predchozi-
ho sloupce a dale postupujte podobné jako ve cviceni [4.2.B30].)

§3: ALGEBRA MATIC

[4.3.A1]. U.p. matic 4, B (nad R), které nejsou Ctvercové a piitom
existuji oba souéiny A-B i B-A.
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[4.3.A2]. U.p. matice X € Mat,,,(T) tak, aby X - A =1¢- A, kde
A € Mat,,,(T) je dand matice a t € T je dané dislo.

[4.3.A3]. U.p. baze vektorového prostoru Mats,(Q) .

[4.3.A4]. U.p. generatort vektorového prostoru Matas (R), které nejsou
bazi tohoto prostoru.

[4.3.A5]. U.p. dvou regularnich matic A, B , které jsou déliteli nuly
v okruhu (Mats3(R), +,) .

[4.3.A6]. U.p. dvou singulérnich matic A, B € Matas(R) takovych, Ze
matice A - B je regularni.

[4.3.A7]. U.p. nenulové matice A € Mats4(Q), k niZ neexistuje matice
inverzni.

[4.3.A8]. U.p. matice A € Mats3(Q), k niZ existuje vice neZ jedna
inverzni matice.

[4.3.A9]. U.p. matic A, B € Matas(R) takovych, 7e A-B = E, a
B-A+#E,.

[4.3.A10]. U.p. podminky, ktera

a) je nutnd, ale neni dostatend  b) je dostatecnd, ale neni nutnd
c) je nutna a dostateénd d) neni nutna ani dostate¢na

pro to, aby k matici A € Mat,,,,(R) existovala matice inverzni.

L L L

[4.3.B1]. Pro dané matice A, B (nad C) spoltéte matici A- B :

3 2 1 7
a)A:[_ng B=|-4 0 6 1
2 11 1 -2
1+i
b) A=|3—i B=[1+3i 1+2i 2]
—i
i 140 —1+i
c) A=B=|0 i —1+i
i 0 1+i
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[4.3.B2]. Pro dané matice A, B,C (nad K) spoctéte matici A- B -C :

- - 1 2
3 2 1 0 3
a) A= ] , B = ] , cC=13 4
110 12 1 2 50
[1 -1 0 (2 1 1 0 3 1
by A=12 1 -3 , B=1[3 2 0 , C=1[1 0 -2
[0 2 1 |1 -1 0 2 1 0
1—i
c) A=[1+i 2—i 1-i] B=1] 0 , C=[142i 2+i]
1—i
1—i 1—i
d A=1] 0 , B=[1+i 2—-i 1-i] , C= |1+
1—1 2—i
[4.3.B3]. Spo¢téte matici A-B-B-A ,jeli:
(8 -5 (2 5
9 A= —4] B=15 6}
[ 5 7
b) A= 3.2 - B=1_-3 4-|
-2 5 8
- | 1 2
[1 -2 0 [1 0 0
c) A=12 -3 0 B=(0 1 0
|4 12 3 [3 1 2
[4.3.B4]. Dokazte, ze pro kazdé ptirozené ¢islo n plati :
a) [cosz —sinz]" | cosnx —sinnz
| sinz  cosz|  |sinnz cosnz
(1 1 0]" [1 n 22U
b) 01 1] =101 n
|10 0 1] 10 0 1
1 a ¢]" (1 na 22(n-1) +nc-|
c) 01 b; =170 1 nb
|0 0 1] [0 0 1 J

E dé _
d) A":{ 2 POmEIEE T e A:[2 1] .
A pron liché 3 -2
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[4.3.B5]. Naleznéte vSechny matice X, které jsou zaménitelné s danou
matici A (tj. plati A- X=X -A4), je-li:
7 _3 1 00 8
a) A= b) A=|0 1 0 c) A=
5 =2 0
3 1 2 0

[4.3.B6]. K dané matici A € Mats3(R) naleznéte vSechny matice X,
resp. Y, resp. Z, splaujici vztah :
X-A=033 , resp. A-Y =033 , resp. Z-A=A-7Z =033

(kde O33 znadéi nulovou matici fadu 3). P¥itom:

3 4 2 2 4 1 0 0 1
a)A=|-2-1-1|, b A=|[1 3 2|, A=|0 0-1
1 3 1 31 4 00 1

[4.3.B7]. Reste maticovou rovnici (tj. naleznéte viechny matice X, kte-
ré spliuji danou rovnost) :

2 5] _[4 —6 1 2 1 —4
a)X'[l 3]_[2 1} b)[3 6}'){_[3 —12]
1 2 -1 10 1
¢) X-A=B , kdeA=|-2 0 3| , B=|0 3 -1
1 -2 -2 2.0 0

d) A-X-B=C , kde

2 -3 1 9 7 6 2 0 -2
A=|4 -5 2|, B=|11 2|, Cc=|18 12 9
5 -7 3 11 1 23 15 11

[4.3.B8]. K dané ¢tvercové matici A naleznéte adjungovanou matici
A*. Pritom :

i 2 [ 3—i  3+4i —5+5i
a) A=, b) A= | 1—i 2+4i —1+3i
LoT | 1450 —T+4i —7+9i
3 —2 0 —1 14+a 1 ... 1
0o 2 2 1 1 14a... 1
DA=1y 5 3 9 4 A= : :
Lo 1 2 1 L1 1 ...14a

kde matice A v piikladu d) je fadu n > 2.
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[4.3.B9]. K zadané matici A naleznéte inverzni matici A~ (pomoci
adjungované matice) . P¥itom :

_ 1 2 3
2v2 —6v2i 1+
a) A= ) b)yA=| 3 2 -1
[ V220 -1 0 1
2 1 4 3 [1+a 1 1
4 2 3 1 1 1+4+a... 1
c) A= 13 9 4 d) A= : :
L3 4 1 2 L 1 1 ...1l+a

kde matice A v piikladu d) je fadun > 2.

[4.3.B10]. Dokazte, ze

a) pro A, B € Mat,,(T) plati : (A+B) =A"+ B’

b) pro A € Maty,,,(T), t € T plati : (t-A)' =1¢-(4")

c¢) pro A € Mat,,,(T), B € Maty,,(T), t € T plati :
(t-A)-B=A-(t-B)=t-(4-B)

d) pro A € Maty, (T) reguldrni a 0 # t € T plati: (¢-A)~' =1.(471).

[4.3.B11]. Dokazte, 7e pro ¢tvercové matice A, B fddu n plati:
a) A-B=E, < B-A=E,
b) A-A=E, << A-A=E,.
[4.3.B12]. Necht k& > 2 je celé ¢islo a necht A;, As,..., A jsou
reguldrni matice fadu n . Dokazte, Ze pak plati :
(Ap - Ag e Ap) P = A7 AT AT

(Navod: dikaz vedte matematickou indukci vzhledem ke k .)

3. . an(T). 7te, 7 i:
[4.3.B13]. Necht A € Mat,,(T'). Dokazte, ze plati
A- X=X -AproV X € Mat,,(T) < FteT tak,2e A=t-E, .
(Navod: pii dikazu ” = ” zkoumejte rovnosti A -U,s = Uys - A
kde U,s je matice majici na r, s-tém misté jednicku a jinde samé nuly .)

[4.3.B14]. Soucet prvki v hlavni diagondle ¢tvercové matice X se

nazyva stopa matice X a oznacuje symbolem tr (X) (zkratka z an-

glického ”trace” = stopa).

Necht A = (a;;) je matice typu m/n (nad T'), resp. B = (b;;) je matice

typu n/m (nad T'). Dokazte, 7ze pak plati:
tr(A-B)=tr(B-A)=tr(A"-B)=tr (B -A") .
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Definice. Ctvercovd matice A = (a;;) se nazyva

- symetrickd , jestlize A’ =A (tj. je-li a;; =a;; proVi,j)

- kososymetrickd , jestlize A' = —A (tj. je-li a;; = —a;; proVi,j ).

[4.3.B15]. Necht A je libovolnd matice typu m/n (nad T'). Dokazte,

7e pak matice A’ - A je symetrickd a matice A - A’ je také symetricka.

[4.3.B16]. Necht A, B jsou symetrické matice. Dokazte, Ze pak plati:

a) A je reguldrni matice = A~! je symetrickd matice

b) A-B je symetrickd matice < A-B=B-A.

[4.3.B17]. Necht A, B jsou kososymetrické matice. Dokazte, Ze pak

plati:

a) A je regularni matice = A~! je kososymetrickd matice

b) A-B je kososymetrickd matice <= A-B=-B-A.

[4.3.B18]. Necht A € Mat,;,,(R) (tzn. A je redlnd matice). Pak:

a) dokazte, 7e plati: A-A' = Opm <= A= Omn

b) ukazte, Ze za predpokladu A € Mat,,,(C) (tzn. je-li A komplexni
matice) predchozi tvrzeni neplati.

[4.3.B19]. Necht je ddna mnozina matic

M= {[ v ﬁ} |2,y € C libovolné}
-7 =
(kde T, resp. y znadi ¢islo komplexné sdruzené k ¢islu z, resp. y) a necht
+, resp. - znaci s¢itani, resp. nasobeni matic.

Dokazte, ze pak :

a) (M,+,-) je netrividlni okruh s jednickou, ktery nemé délitele nuly
b) (M,+,-) neni obor integrity.

[4.3.B20]. Dokazte, 7e dand mnozina matic M, s operacemi s¢itani
matic a nasobeni matic, je télesem. Pritom:

a)M:{[_Z 2}|a,beQ} b)M:{[Qab Zha,beQ}.

[4.3.B21]. Necht a,b jsou pevnd redlnd ¢isla. Necht

M = { [b(ym—x) a(yy_m)] =y € R}

a +, resp. - znadi séitdni matic, resp. nadsobeni matic. Pak:

a) dokazte, ze (M, +,-) je komutativni okruh s jedni¢kou

b) ukazte, Ze existuji a,b € R tak, ze (M, +, ) neni obor integrity
¢) dokazte, ze (M,+,") je téleso <= a-b< —1 .
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[4.3.B22]. Necht a,b jsou pevné redlna ¢isla. Necht

— T Y
M_{[ay $+by} 2.y ER}

a +, resp. - znaci s¢itdni matic, resp. nadsobeni matic. Pak:

a) dokazte, ze (M, +,-) je komutativni okruh s jednickou

b) ukazte, Ze existuji a,b € R tak, Ze (M, +,-) neni obor integrity
c) dokazte, ze (M, +,") je téleso <= 4a+b*> <0.

[4.3.B23]. Na mnoZiné Mat,,,(T") definujeme relaci p takto:
ApB <= 3 reguldrni matice X € Mat,,(T) tak, ze B=X'-A-X.
Dokaite, Ze g je relaci ekvivalence na mnoziné Mat,,,,(T) .

[4.3.B24]. Rozhodnéte, zda dané matice A, B,C,D tvoii bazi vekto-
rového prostoru Matao(R):

@Az[i (1)] B:[g é] C:[é 3} D:[(l) ﬂ

wa=lp 3)os=[i ) e=[i 5] o= 5

[4.3.B25]. Rozhodnéte, zda W je podprostorem vektorového prostoru
Mat,,,(R) a pokud je, pak uréete jeho dimenzi. Pfitom:

a) W = {A = (a;;) € Matpn(R) | a;;j =0 proi #j}

b) W = {A = (a;;) € Mat,,(R) | a;s =0 pro Vi}

c) W ={4=(a;;) € Matp,(R) | a;; € Q}

d) W ={A = (aij) € Mat,,(R) | a11 + a2z + - - + apn =0} .

[4.3.B26]. Necht W (S), resp. W (K) zna¢i mnozinu vSech symetrickych

matic, resp. vech kososymetrickych matic fddu n > 2 (nad T'). Pak:

a) dokazte, ze W(S) a W(K) jsou podprostory vektorového prostoru
Mat,,, (T)

b) urcete dim W(S) a dim W(K)

c) dokazte, 7e  Maty, (T) = W (S)+W (K)

d) dokazte, ze kazdou ¢&tvercovou matici lze napsat jako soucet symet-
rické matice a kososymetrické matice, pricemz toto vyjadieni je jed-
noznacné.
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[4.3.B27]. Necht jsou dany tyto podmnoZiny mnoziny Mat,,(R) (tj.
mnoziny vSech reguldrnich matic fddu n nad R), kde n > 2 :

Hy ={A=(aj;)|a; €Q}, Hy={A=(ay)|a; € QA [Al=1}
Hy ={A=(ay)|ai; €2},  Hi={A=(ay)|a; €Z N |A =1}
H; ={A=(aij) | |4 =1}, Hg ={A=(aij) |a;j >0proVi,j}.
Potom:
a) rozhodnéte, zda H; (proi=1,2,3,...,6) je podgrupou grupy regu-

larnich matic (Mat,,(R),-)

b) sestrojte hasseovsky diagram uspoifddané mnoZiny ({Hi, ..., Hg}, C)
Definice. Redlnd ¢tvercova matice A se nazyva ortogondlni matice,
jestlize je reguldrni a plati: A~! = A’.

[4.3.B28]. Necht A € Mat,,(R). DokaZte, Ze nasledujici vyroky jsou
ekvivalentni:

(i) A je ortogonélni matice

(i) A-A'=E,

(iil) A'-A=E,.

[4.3.B29]. Necht A € Mat,,(R). Potom:
a) dokazte, ze plati: A je ortogonédlni matice =— |A|= =1
b) ukazte, Ze opa¢nd implikace obecné neplati.

[4.3.B30]. Necht H znadi mnozinu vSech ortogondlnich matic radu
n > 2. Pak:
a) dokazte, ze (H,-) je grupa (pfi¢emz - zna¢i ndsobeni matic)
b) rozhodnéte, zda grupa (H,-) je komutativni.

§4: HODNOST MATICE A DALSf VLASTNOSTI MATIC

[4.4.A1]. U.p. matice A (nad R) takové, ze fadky matice A jsou
linedrné nezavislé a sloupce matice A jsou linedrné zdvislé.

[4.4.A2]. Necht v matici A € Matgg(Q) existuje nenulovy minor fadu
4. Uvedte, co vSechno lze Fici o hodnosti matice A.

[4.4.A3]. Necht v matici A € Matys(R) jsou vSechny minory fadu 4
nulové. Uvedte, co v8echno lze ¥ici o hodnosti matice A .

[4.4.A4]. Necht v matici A € Matss(Q) existuje nenulovy minor radu
3 a 5 a existuje nulovy minor fddu 2,4 a 6. Uvedte, co v8echno lze pak
fici o hodnosti matice A .

[4.4.A5]. U.p. matic A, B € Mats3(R) takovych, ze h(A-B) # h(B-A).
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[4.4.A6]. U.p. regularnich matic A, B € Mats3(R) tak, ze h(A-B) = 2.

[4.4.A7]. U.p. nenulové matice A € Matss(R), kterou nelze konecnym
poctem elementarnich radkovych tprav prevést na jednotkovou matici.

[4.4.A8]. U.p. matice H tak, aby H-A byla matice, kterd vznikne ze
zadané matice A € Mats3(R) pfi¢tenim dvojnasobku 3.fadku k 1.fadku.

[4.4.A9]. U.p. béazi (1) a (2) vektorového prostoru R? tak, Ze matici
prechodu od baze (1) k bazi (2) je matice [; i] .

[4.4.A10]. U.p. podminky, ktera
a) je nutna, ale neni dostate¢na
h(A-B) # h(A) , kde A, B € Mats3(R) .

b) je dostatecnd, ale neni nutnd

pro to, aby

L L L

[4.4.B1]. Urcete hodnost matice A (nad R), je-li:

0 4 10 1 - 2-4 8 0 4
4 8 18 7 3-6 1 4 -3
) A=110 18 40 17 bAd=1_, 9 5.1 7
L1 7 17 3 | 5 -4 -12 5 —14
r 3 -1 2 -2 13 4 6
4 1 1 3 -2 1 -3 -2
1 2 -1 7 07 5 10
A= _5 3 _3 DA=1_4 51 10 10
5 3 0 5 -1 4 1 4
L1 -5 4 L 8 -3 5 -2 2
[4.4.B2]. Urcete hodnost matice A (nad K), je-li:
(145 140 1—i 1—i -1
a) A= |1—i —1+i 1+3i b) A 1 0 2
1 i 14 I 2—i 1+i
(1420 1—i 243 2 T
) A= | 3+i -2 5+i 2-2i| d) A . : :
50 3—i 1480 442 1—3 —-1-27 2—1
L ot ! ! ! L 244i  T—i 1476
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[4.4.B3]. Je ddna matice A (nad R) tvaru :

A=

[N Sy—
(G288 IV

2
0
-1

= N =

)|
|

7

Urcete h(A), resp. h(B), resp. h(A - B), je-li :
(—8 8 07 (—1 -9 —17
1 -3 -2 -1 0 1
a)B=| 3 -2 1 WB=| 2 5 1
L 1 0 1 L 2 3 1
0 1 1] 0 0 -1l
( 7 1 37 ( 1 1 17
—4 1 1 1 -1 2
oB=|0 1 1 HB=| 1 1 3
L 2 -1 -3 L 1 1 -1
1 -1 -1 1 1 2l

[4.4.B4]. Urcete hodnost dané matice A (v zavislosti na parametrech
a,b € R), je-li:

(2 —1 a b T 1 a 2 2 1 7

a)A=|1 a -1 1 b)A=|-1 1 1 2a -2 b

1 10 -6 1 | 23 3 0 1 a
31 1 4 12 3-b 3
_|a 4 10 1 |1 24a 4 6
DA=11 7 17 3 dA=1y "4 46 7
2 2 4 b 1 2-a 2-b 1

[4.4.B5]. Urcete hodnost dané matice A (v zavislosti na parametrech
u,v € C), je-li:

i u 4+2i 1 2+ 0 2—i
a)A=| 1 2i 1-i ByA=| i u -1 1+42
- 2w - 1-2i 1w

[4.4.B6]. Necht A € Mat,,(T) . Dokazte, ze plati:

a) v8echny minory ¥ddu k (kde k < min (m,n) ) v matici A jsou nulové
—> kazdy minor ¥adu r > k v matici A je nulovy

b) v matici A existuje nenulovy minor ¥fddu £k > 1 = pro kazdé
pfirozené s < k existuje v matici A nenulovy minor fddu s.
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[4.4.B7]. Necht A € Mat,,,(T) je matice takova, ze h(A) = r > 2.
Déle, necht M je ¢tvercova submatice v A, kterd je vybrana z r linedrné
nezavislych fadkt matice A. Pak:
a) ukazte, ze mize byt | M| =0
b) dokazte, Ze je-li navic matice M vybrana z r linedrné nezavislych
sloupct, pak musi byt | M | # 0.
[4.4.B8]. Necht A4, B, X € Maty,(T) jsou matice takové, 7e A, B jsou
reguldrni. Dokazte, Ze potom :
a) h(A-X-B)=h(X) b) h(A-X-A1) =h(X).
[4.4.B9]. Necht A, B € Mat,,,(T). Dokazte, Ze plati :
h(A+B) < h(A)+h(B) .
[4.4.B10]. Necht A € Maty,,(T) je matice majici hodnost r a necht
M je jeji submatice typu s/n (tzn. A a M maji stejny pocet sloupct).
Pak:
a) dokaite, 7e h(M) > r+s—m
b) ukaZte, Ze pfedchozi nerovnost neplati v piipadé, kdyz submatice M
ma méné nez n sloupci.

[4.4.B11]. K dané matici A naleznéte inverzni matici A~!, a to jednak
pomoci adjungované matice a jednak pomoci elementarnich radkovych
uprav:

. . 3 2 0
a) A= 11:22. 11__2.2 b)A=|5 4 1]
e A 1 2 5J
1.1 31 2
) A= HA=|-5 1 6
1-1 1-1 P
[1 -1 -1 1 L
[4.4.B12]. K dané matici A naleznéte inverzni matici A", je-li:
12 -3 2 2 7 3 —4
-2 -3 5 -1 1 3 -2 5
WA=_1 o 2 -4 PDA=14 13 0 6
[—2 -1 4 -2 3 10 0 14
11 0 o T2 1 0-1-1 0
11 0-1-1 1
—2-1 413 1 1-1-1 0 1
gA=| 12 2 0 3 d) A=
-1 00 0 1 0
12 2 1 2
L3 40 4 —2-2 1 2 1-1
- L oo o0 1 0-1




122 II. CviCeni — Kap.4: Matice a determinanty

[4.4.B13]. Naleznéte inverzni matici k matici 4, fddu n > 2, je-li:

111 ...11 1 aa.. a2 a"!

01 1 ...11 01a..a"3%a"?
a) A= |: ; b) A=|:

000 11 000... 1 a

000 01 000... 0 1

0 pro i=13j

1 pro i #j

0 pro i=35 A 2<i<n
1 jinak

C) A= (aij)’ kde ajj =

d) A= (aij)’ kde Q5 = {

[4.4.B14]. Necht A € Mat,,(R) je reguldrni matice, jejiz prvky jsou
celé ¢isla. Dokazte, ze potom :

inverzni matice A~ md pouze celo¢iselné prvky <= |A| = £1.
[4.4.B15]. Naleznéte ty hodnoty parametru a € R, pro které ma
podprostor W vektorového prostoru R* nejmensi dimenzi a urcete tuto
dimenzi, je-li:
a) W =[uj,uz,u3,us], kde

u; = (a,4,10,1) , us = (1,-1,-3,3) , u3 =(-1,5,13,2) ,

w = (2,2,4,1)
b) W =[uy,uz,u3], kde

u =(2,7,a,2), uy = (1,3,-4,1), ug = (1,a,—14,1).
[4.4.B16]. Zobrazeni f : C — Matso(R) je definovano takto :

f(a+bi):[_z 2}, proVa+bieC.

Potom rozhodnéte:

a) zda f je injektivni, resp. surjektivni zobrazeni
b) zda pro V u,v € C plati:
flutv)=f(u)+ f(v) , resp. fu-v)=f(u)- f(v).

[4.4.B17]. Ve vektorovém prostoru V jsou zadany podprostory Wy, Wa.
Naleznéte dimenzi a bazi podprostora Wy , Wy , Wi + Wy , W1 N W5,
je-li:
a) V = R3 ; W1 = [111,112,113] 5 W2 = [Vl,VQ,Vg] s kde

u =(1,2,2), us =(2,3,-1), us = (1,1,-3)

Vi = (05172) , Vo = (1517_1) , V3 = (15373)
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b) V=C; Wy =[u,up], Wy =[vy,v2], kde
u = (—2+i, —i, 1-2i) , up = (1—i, 7, —1)
vi = (=140, 3+i, 2i), vo= (i, 2—i, 1+1)

C) V:R4’ Wl :[lll,llQ,llg] 5 WQZ [V],Vg] ,kde
UL = (1’_1’2’1) ; U2 = (2527353) , U3 = (0545_1,1)
Vi = (1’37152) , Vo = (3,1,5,4)

d) V = R4 ; W] = [111,112,113,114] s W2 = [Vl,VQ,Vg] ,kde
u =(1,1,0,2) , us =(1,2,1,-2) , uz =(1,2,2,-3) ,
uy = (2,3,1,0)

vi =(1,3,0,-4) , vo = (1,1,1,1) , v3 =(1,0,1,-1)

e) V=R>; Wi =[uj,uy,uz], Wo =[vy,va,v3], kde
u; = (2525 17254) , W2 = (2547_27855) , U3 = (0725 _3547_2)
Vi = (110721 _113) ;, V2 = ( 721 _11371) y, V3 = (1147 _4771 _1)

f) V = R5 ; W1 = [111,112,113,114] 5 W2 = [Vl,VQ,Vg,V4] ,kde

u =(1,-2,0,3,5), us =(-1,3,2,-5,-9) , uz = (2,-3,-2,0,3) ,
uy =(-1,1,2,3,2)
Vi = (1’1711171) ;, V2 = (_212701271) y V3 = (074127413) ’
vy =(—1,7,3,7,5)
g) V=RE; Wi =[u,up,uz,ug,us], Wo =[v1,Va,V3,v4] , kde
ul = (271’ 172’ 171) ) u2 = (4’475’374’5) ) u3 - (2’374’ 173’4) )
u = (4,0,-1,5,0,—1) , us = (4,-2,-4,6,—2, —4)
vi =(1,1,1,0,1,1), vo =(—2,1,2,-3,1,2), v3 = (0,2,3,-1,2,3),
V4 = (_172137_37213)
h) V = R6 ; W1 = [111,112,113,114] 5 W2 = [Vl,VQ,Vg,V4] 5 kde
u =(1,1,0,-1,0,—-1) , up =(-1,1,-1,0,1,0) ,
u; = (1,1,0,0,-1,0) , uy = (1,-1,1,2,1,-2)
Vi = (110711 _11071) y V2 = (21 1,1, _21070)
vy =(3,0,2,-1,0,—-1), vy = (4,1,3,-4,0,2).
[4.4.B18]. Necht A = (a;;) je matice pfechodu od béaze uy,...,u,
k bézi vyq,...,v, vektorového prostoru V' (nad 7).

Dokazte, ze A je regularni matice.

[4.4.B19]. Necht (1), (2), (3) jsou t¥i baze vektorového prostoru V nad
T . Necht A je matice pfechodu od béze (1) k bézi (2), resp. B je matice
prechodu od baze (2) k bézi (3).

Dokazte, ze pak A - B je matici pfechodu od baze (1) k bazi (3).
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[4.4.B20]. Naleznéte matici pfechodu od baze (1) k bazi (2) vek-
torového prostoru V, je-li:
a) V=R2,
(1): uy =(2,-3), up =(-1,1)
(2): vi =(1,0) , vo =(0,-2)
b) V=R3,
(1): uy = (1,2,1) ,up = (2,—-1,3) , us = (—-2,3,2)
(2): vi =(-5,9,2), vo =(6,-10,5) , v3 = (—1,2,9)

c) V=R,
(1) : w = (1,2,0,0), up = (0,1,1,0) , uz = (1,0,0,—1) ,
w = (1,1,-1,1)
(2) : vi = (2,2,0,0), v2 = (3,3,—1,0), v5 = (2,4,0,1) ,

vy =(2,3,1,-1).

[4.4.B21]. Je déna béze (1) vektorového prostoru V a matice A.
Naleznéte bazi (2) prostoru V' takovou, aby A byla matici pFechodu
od béze (1) k bézi (2). Pritom:

a) V =C (nad R) (viz cviceni [3.1.B1]b)) ;
(1)CU1:1+2i,UQ:2—3i
-1 3
=112
b) V =Rs[z],
M :wm=22432+2, w=222+2+1, u=2r+3

-1 1 -2
A= 0 1 1
1 -1 1

C) V= Matgg(R)

o[t 8 e[t 4 wefp 3o
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[4.4.B22]. Je déna baze (2) vektorového prostoru V a matice A.
Naleznéte bazi (1) prostoru V' takovou, aby A byla matici p¥echodu
od béaze (1) k bazi (2). Ptitom:

a) V = C (nad R) (viz cviceni [3.1.B1]b)) ;

(2): vi=3-2i,vo=1+41, resp. A:[; H

b) V =C3,
(2) V= (17 2_i7 O) ;, V2 = (1+Za 07 ]-) ;, V3 = (07 227 2+Z)
—1+4 1-2¢ —2—i
A= 443i —-8-3i —3+9i
—241 3-3i —-3-3¢
[4.4.B23]. Naleznéte rovnice pro transformaci soufadnic vektoru pii

pfechodu od béaze (1) k bazi (2) vektorového prostoru V' (tzn. vyjadrete
soufadnice vektoru v bézi (1) pomoci soufadnic téhoz vektoru v bézi

(2) ). Pritom:
a) V=C2
1) : w = (14i, 2—) , up = (1—i, 142i)
(2) : vi = (T+i, —3+4i) , vo = (2, —1+3i)
b) V = Ralz],
M :wm=22422+1, wu=222-2+3, u3=-222+32+2
(2): vi=-522492+2, vy =622 — 10z +5, v3=—2>+22+9
c) V=23
(1) : wy =(1,1,1), up =(0,1,1) , ug = (0,0,1)
(2) ¢ vi = (14i, 144, 144) , vo = (244, 3420, 342i) ,
vy = (3+1, 5+2i, 6+3i)

weoi=[y §le=[0 ) wm=[5 Se=[ 4 1]
SN B R RN
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KAPITOLA 5:

SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

§1: GAUSSOVA METODA
RESEN{ SOUSTAV LINEARNICH ROVNIC

[5.1.B1]. Gaussovou metodou Feste soustavu linedrnich rovnic (nad R):

a) 3x1+2x0+ 3= 5
21‘1 +3£1?2 + x3 = 1
21‘1 + 1‘2+3$3 =11
51+ 9529+ 2x3 = 6

C) 3:61 — X9 — T3 — 2.’E4
2x1 4+ 3z + dx3 + 224
21‘1 +31‘2 — I3 — T4

T1+ X2+ 2x3+ 314
T1 4222+ 323 — 4

e) To + 23
21‘14— T2 — I3 =
1+ Tos—Tz+ T4 =
1 + 224 =

N = O

b) 361‘1 — 231’2 + 291‘3 — 431’4 = 3
4521 — 2819 + 3423 —52x4 = 9
3511 —21x9 + 2823 — 4524 = 16
46x1 — 32xo + 3623 — 48x4 = —18

T3+ 2x4 + 35 = 2

—x9 — 223 — 314 =2
o+ X3+ T4+ s =0

r1+ T2+ T3+ 24 =0
T1 + 229+ 323 =0

f) 2o1 + o —4x3+ 624 —4xs = —4
5x1 + dxo +8x4— w5 = —7
201 — xo+3x3 —4rs+ 225 = 8

T+ 2x9 — 33 +4x4 — 25 = —1
T1— XTo— T3+2x4—3x5 = —3
3x14+ To— x3+2T4— x5 = 3

[5.1.B2]. Gaussovou metodou Feste soustavu linedrnich rovnic (nad R):

a) 51‘1 —91172+5£1?3 =1
21‘1 +3$2+3$3 =2
1‘1+8$2 =1
1 —2x9+ 23 =0

) 2x1 + 9z + 8x3 + 314
21‘1 + 61‘2 + 811?3 + 3:134

T1 + 429 + 523 + 224
321+ 720 + 723+ 224

S5x1 4+ Txo + 923 + 224 = 20

N W~

b) 321 — 5x0 4+ 2z3 + 4y = 2
51’1+7$2—4$3—61’4 =3
Tx1—4x0+ x3+314 =5

d) 10z1 +23x2 + 1723 + 44x4 = 25
1521 + 3529 + 2623 + 6924 = 40
30x1 + 6922 + 51lxz + 13324 = 95
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¢) Ty + 4wy + 3wy =0 f) 221 + 229 + 8x3 — 34 + 915 = 2
$2+3$3+5$4+3$5i8 2r1 +2x0 +4x3 — T4+ 315 = 2
T2+ T3+ T4 :0 xr + 1‘2+3$3—2$4+31‘5:1
T2t Tyt Tat T5 = 31‘1+31‘2+5$3—2$4+31‘5:1
To + 223+ 314 =1

[5.1.B3]. Gaussovou metodou Feste soustavu linedrnich rovnic (nad R):

a) 2rq —3wa+ 223 = 1 b) 621 — 9z + Tx3+10z4 = 3
1 — 29+ x3 =0 201 —3x0— 3x3— 44 =1
S5x1 —9x0 + 523 = 1 21 —3xo + 1323+ 1824 = 1

C) X9 + x4 = 1 d) 4x1 + 529 — 523 —dxs + Tx5 = 3
311 — 229 — 323+ 414 = —2 321 + 329 — 323 — 314 + 425 = 2
T1+ To— T3+ 4= 2 2014+ To— x3— T4+ x5 =1
T — I3 = 1 T1— To+ x3+ x4—225 =0

e) 6x1 + 3z2 + 225+ 3x4 + 425 =5 {) 219 + 223 + 224 — 425 =5
4r1 + 229+ 23+ 224+ 325=4 1+ To+ 3+ x4 —225=3
4x1 + 229 + 323+ 224+ 25=0 —x1— To— T3+ x4+2x5=0
201+ To+Tx3+3x4+225=1 —2x1 + 322 + 323 — 65 =2

[5.1.B4]. Naleznéte vSechna feSeni soustavy linedrnich rovnic, zadané
rozsifenou matici soustavy (nad R):

3 3 2 1710 0 2 3 1 0107
a)42318 b)345569
351 115 15 4 3 2|3
7 4 5 2118 2 1 2 3 416
3000 271 300 0 217
C)[100012 d)100011
700 0 43 700 0 4|1
5 0 0 0 314 5 0 0 0 3|1
0 v2 V3 V6 0] 3
e)2 2 V3 -2 -5 | -2
0 2 V5 23 /3| 0
3 3 V3 -3 0 3
2 0 V3 -6 31 V3
plvz 0 V2 2 V6| 2
3 0 —V6 2v3 -3v2 | -6
V3 0 1 V2 V3 1
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[5.1.B5]. Gaussovou metodou feste zadanou soustavu linedrnich rovnic
(nad C):

a) (1—2i) 2y + (2+3i) 22 =8+5i
(1—4i)z; + (1+2i) 20 =5—2i

b) B3— i)z + (=54 i)z =141
(1-2) 21+ (—24+30) z2 =1
(5—=50) 21 + (-94+7i) 2 =3+

c) 2 x4+ (24 2i) z9 + 2i 23 =1
(1—d)az +(1+30) 20+ (=14+4) 23 =0
I+ x+(1— D)as+ (1+d)a3=1

d) A4z + (1— Das+ (1+i)z3=1

1+ (14 4) zo + i x5 =1
I—-9)x+ (14+3) 22+ (-14i)2z3=0
(2+Z>l‘1+(—1— ’L ﬂfg—f- l‘gzl—i

[5.1.B6]. Reste soustavu linedrnich rovnic (nad R), v zévislosti na
parametru a € R :

a) 41 —2x0+3x3+ Taxg =1 b) azxy —4x2+9x3+ 1024 = 11
51 —3x9+3x3+ 424 =3 2x1— T9+3x3+ 44 = 5
8xr1—6x0— x3— dx4 =9 41 —2x5+523+ 624 = 7
Tx1—3x0+T72x3+1724 = @ 61 —3x5+723+ 824 = 9

c) ar1+ x2+ x3=1 d) az1+ 220+ 23=1
T1+axs+ T3 =a Ty t+axs+ 3 =1
1+ Totazxs =a? 1+ Tatazs =1

e) (1+a)z + xo + z3 =1

1+ (1+a)za+ T3 = a
T+ za+(14a)xs = a®

f) (a+1)z + Zo+ z3 = a®+ 3a

1+ (a+ 1) za+ 3 = a® + 3a?

1+ o+ (a+1)z3 = a* + 3a®
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§2: ZAKLADNI VLASTNOSTI SOUSTAV LINEARNICH ROVNIC

[5.2.A1]. U.p. dvou ekvivalentnich soustav linedrnich rovnic (nad Q) ,
které sestavaji z riazného poctu rovnic.

[5.2.A2]. U.p. soustavy 3 linedrnich rovnic o 4 nezndmych (nad R),
kterd mé pravé jedno reseni.

[5.2.A3]. U.p. soustavy 4 linedrnich rovnic o 3 neznamych (nad R),
kterd mé pravé jedno reseni.

[5.2.A4]. U.p. soustavy 2 linedrnich rovnic o 2 neznamych (nad R),
kterd ma pravé 2 reseni.

[5.2.A5]. U.p. fesitelné soustavy 3 linedrnich rovnic o 4 nezndmych
x1,%2, 23,24 (nad Q) tak, Ze nezndmé zq, o, x3 musi byt voleny za
volné nezndmé.

[5.2.A6]. U.p. fesitelné soustavy 3 linedrnich rovnic o 4 nezndmych
x1,%2, 73,4 (nad Q) tak, Ze nezndmé wxo,r4 mnelze volit za volné
neznamé.

[5.2.A7]. Je dana soustava 3 linedrnich rovnic o 3 neznamych (nad R),
jejiz matice soustavy je singularni. Uvedte, co vSechno lze ¥ici o pocétu
feseni této soustavy.

[5.2.A8]. Je déna soustava 4 linedrnich rovnic o 3 nezndmych (nad R),
jejiz rozsitend matice soustavy je regularni. Uvedte, co vSechno lze fici
0 poctu reSeni této soustavy.

[5.2.A9]. U.p. nehomogenni soustavy linedrnich rovnic o 4 nezndmych
(nad R) tak, Ze mnoZina vSech feSeni této soustavy je podprostorem ve
vektorovém prostoru R4,

[5.2.A10]. U.p. podminky, ktera

a) je nutnd, ale neni dostateénd  b) je dostatecnd, ale neni nutnd
c) je nutna a dostateénd d) neni nutna ani dostate¢na

pro to, aby soustava k linedrnich rovnic o n nezndmych (nad T') byla
nefesitelna.
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[5.2.B1]. Rozhodnéte, zda dand soustava linedrnich rovnic je feSitelnd,
¢ nikoliv. U fegitelné soustavy udejte, kolik mé feSeni (bez hledani

téchto FeSeni):
a) 3x1+10xs + 213 — x4
21+ dxo+ x3+ T4
214+ 3z0+ a3+ 2134
41‘1 + 31‘2 + T3+ 24
Sx1 4+ 11zo + 323 + 214
2x1 + 220 + 323 + 424
2x1 + 3x + 223 + Sy
3r1 4+ 2% + 223 + 224 =
711?1 + X9 +61‘3 — T4
921+ 29 +4x3— 514 =
(3+4i) z1 +

f)
(1 + 22) T

=3

-2
1
4
)
2

(243i) x1 + (1 —14) 20 +

+

b)

d)

x2 + (2 — 5i) x3
2+ i)z + (1 —14) z2 + (3 —4i) z3

II. Cviceni — Kap. 5: Soustavy linedrnich rovnic

3x1 4+ 3z + 2x3 + x4 = 10
3x1+ 5T+ x3+ 134 = 15
41‘1+21‘2+3$3+$4: 8
4r1 +4x5 + 223+ 24 = 13
dr1+ 20 +3x3+ 24 = 8
2x1 4+ 3xo + 223 =10
2x1 + 510 +4x3+ x4 = 11
201+ 920 +8x3+3x4 = 7
321+ 720+ Tx3 4+ 224 = 12

S5x1 4+ Txo + 923+ 224 = 20
=3+ 5

7—2i

14 67

2 zg =1+

21 T3

(=14 i) 2z + (1414) 22 + (24 2i) 23
[5.2.B2]. V zdvislosti na parametrech rozhodnéte o Fesitelnosti, resp. o
poctu feseni (bez hledani téchto feseni) soustavy linearnich rovnic, kterd

3+
—2i

je zadana rozsifenou matici soustavy (nad R):

a 1 1 1|1
a) 1 a 1 1|1
1 1 a 111
1 11 all
11 0 01]a
o) 01 1 01|65
0 01 1|c¢
1 0 0 11d
1 a 1 3
e)|b 1 1] 2
1 11 1

[5.2.B3]. Urcete vSechny hodnoty parametru a € R, pro které je dana

b)

f)

4 1 4 a 2
2 3 6 8 5
3 2 5 4 3
6 -1 2 -8 | -3
d 1 1 |a

1 d 1|5

1 1 d|c

1 1 0 0

b ¢ 1| kde a,b>0.

soustava linedrnich rovnic (nad R) feSitelnd:

a) T1— Tot+2x3— 34
—x1 — 3x9 — dx3 + 1024

3x1 —Txo +3x3+ 6124

1
a
7

b)

r1— Xo+2x3— w4=1
—x1 —3x2 —5x3+ 1024 = a
—2x1 + 29 —4dx3+ 224 =7
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c) T — my+2r3— x4=1 d) 1 + z9 + (1+a)z3 = a®
—21 — 3T — 523+ 104 = a z1 + (1+a)xs + T3 =a
—x1—TTs+3x3+ 614 =7 (14a)z + To + z3=1

[5.2.B4]. Necht a,b,c,d jsou redlnd ¢isla, z nichz alesponn jedno je
nenulové. Dokazte, ze pak nasledujici soustava linedrnich rovnic (nad
R) m4 jediné feseni:

ar1 + bxs + cxs +dxys =1

brx1 — axo + drs — cxys = 9

cx1 — dry — axs + bxry =8

dri + cxy — bxrs —axy =9

(Navod: pocitejte determinant matice soustavy a uzijte Cramerovo
pravidlo.)

[5.2.B5]. Necht 0 # ¢t € T a necht jsou dény soustavy linearnich rovnic:

a11x1+...+a1nxn:b1 a11m1+...+a1nxn:t-b1
1 : @ :

ap1T1 + ... +appy, = by apT1+ ... +appTy, = t- by
Pak:

a) dokazte, ze soustava (1) je feSitelnd <= soustava (2) je FeSitelnd
b) ukazte, Ze pfedchozi tvrzeni neplati, vynechdme-li pfedpoklad ¢ # 0.

[5.2.B6]. DokaZte, ze soustava linedrnich rovnic (zapsand maticové)
A - X = B je fesitelnd <= sloupcovy vektor B je linedrni kombinaci
sloupcii matice A.

[5.2.B7]. Necht A je matice typu k/n nad T. DokaZzte, Ze mnoZina
viech vektorti u € T*, pro které je soustava linearnich rovnic 4- X = u’
fegitelnd, tvoii podprostor v T*, jehoz dimenze je rovna h(A).

(Navod: pii dikazu vyuzijte predchozi cviceni.)

[5.2.B8]. Je dana soustava linedrnich rovnic A - X = B, kde

PO Y RO 1 B

1 1] =] Lt

Dokazte, Ze existuje nekone¢né mnoho sloupcovych vektor B takovych,
ze
a) soustava A-X =B je feSitelnd

b) soustava A-X = B neni feSitelnd
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[5.2.B9]. Necht uy,...,u, je baze vektorového prostoru V nad T.
Uvazme vektory :

aju; +uz , GU2+U3 , ... ;, Ap-1Up-1+ Uy , GuplUy
kde a; € T. Naleznéte vSechny hodnoty ay,...,a,, pro které jsou
uvedené vektory linedrné nezavislé.
(Navod: pouzijte Givah o TfeSitelnosti a poétu FeSeni soustavy linedrnich
rovnic.)

[5.2.B10]. Danou soustavu linedrnich rovnic feSte pomoci Cramerova
pravidla (pokud je to mozné) :

a) 3.’E1 — X9+ T3 = 10 b) I —’i.’EQ + (1+’L) r3 = 241
521 + x9 + 2x3 = 29 i T1— o =0
—411?1 —+ 29 +2l‘3 = 2 (I—Z) Ty + i T3 = 1+3:

d) 2.’171—2.’1724- xrs + .’E4:6
201+ 30+ 23+ x4 =0
S5x1 4+ 620 + 323+ 224 = 3
Tx1 + 929 + 423+ 224 = 3

c) 13z +2x9 — 623 =8
b1+ 20— 33 =17
71‘1 — 611?2 + 1811?3 =35

e) o1 — x2+2x3—6x4 = -8 f) 2z1+ zo+4w3+8x4 = -1

T, —2x9 —4x3+924 = 5 T1+3x2 —6x3+2x4 = 3
4x1 — x9 — 423+ 314 = —8 3r1 — 229+ 223 — 224 = 8
2x1 — 9 —6x3+3z4 = —1 21 — o+ 2x3 = 4

[5.2.B11]. Pomoci Cramerova pravidla feSte soustavu n linedrnich rov-
nic o n nezndmych (nad 7T'):

br1+axs+...+ax,—1 +ax, =2
ar1 + brs+...+axr,—1 +azx, =2

. kde b#a A b#(1—n)-a.
axr1 +axs+...+arp_1+ br, =2
[5.2.B12]. Je dana soustava linearnich rovnic o 3 neznamych (nad R):

axy + bxs =c
cTy + bxzs =a
cTos +ax3 =0

pri¢emz plati, Ze tato soustava ma jediné feSeni. Potom :

a) dokazte, Ze a #0,b# 0, ¢ # 0
b) pomoci Cramerova pravidla najdéte toto feSeni.
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[5.2.B13]. Je dana TeSitelnd soustava linearnich rovnic (nad R). Po-
moci obecného Cramerova pravidla naleznéte vSechna jeji fesent:

b) x4+ za+ z3+ T4+ 5= T

31+ 220+ T3+ x4 —3T5=-2

To + 223 + 224 + 625 = 23

S5x1+4xo +3x3+3x4 — x5= 12

a) x1 —2ra+x3+ x4 = 1
T, —2x9+ 23— 14 = —1
T1—2x9+x3+514 = 5

§3: HOMOGENNTI SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

[5.3.A1]. U.p. homogenni soustavy 3 linedrnich rovnic o 4 nezndmych
x1,%2,23,24 (nad R) tak, Ze za volné nezndmé je nutno volit pravé
neznamé i, T3.

[5.3.A2]. U.p. podprostoru W v R?, ktery neni mnozinou feseni zadné
homogenni soustavy lineadrnich rovnic o 5 neznamych nad R.

[5.3.A3]. U.p. homogenni soustavy 3 linedrnich rovnic o 5 nezndmych
(nad Q) tak, Ze jeji podprostor FeSeni ma dimenzi 4.
[5.3.A4]. U.p. homogenni soustavy 2 linedrnich rovnic o 5 nezndmych
(nad Q) tak, Ze jeji podprostor ¥eSeni ma dimenzi 2.

[5.3.A5]. Necht W je podprostor feSeni homogenni soustavy 4 linear-
nich rovnic o 6 nezndmych (nad R). Udejte, jakych vSech hodnot muze
nabyvat dim W .

[5.3.A6]. U.p. homogenni soustavy linedrnich rovnic nad R tak, aby
béazi jejiho podprostoru Feseni byly vektory (1,1,0,0,0) a (0,0,0,0,1).
[5.3.A7]. U.p. homogenni soustavy linedrnich rovnic nad R tak, aby
bézi jejiho podprostoru fefeni byl vektor (1,1,1,1).

[5.3.A8]. U.p. homogenni soustavy 3 linedrnich rovnic o 4 nezndmych
(nad Q) tak, aby jeji podprostor feSeni nemél bazi.

[5.3.A9]. U.p. homogenni soustavy 4 linedrnich rovnic o 3 nezndmych
(nad Q) tak, aby jeji podprostor feSeni nemél bazi.

[5.3.A10]. U.p. podminky, ktera

a) je nutnd, ale neni dostatend  b) je dostate¢nd, ale neni nutnd
c) je nutné a dostatec¢nd d) neni nutna ani dostate¢na

pro to, aby homogenni soustava k linedrnich rovnic o n nezndmych (nad
R) méla nekoneéné mnoho feSeni.

L L L
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[5.3.B1]. Reste zadanou homogenni soustavu linedrnich rovnic (nad R,
resp. nad C):

a) 3x1+ 2x2+523 =0 b) 2z +5z9 —4z3 —4x4+ 425 =0
201 — x9+3x3 =0 2014+ xo— x3— T4+ x5 =0
3x1— bro+4x3 =0 3x1 4+ 8x9 —6x3 — 624 + 625 =0
3x1+16x0 + 723 =0 31— To—2x3+ x4— x5 =0

c) 2z1+3x0— x3+524 =0 d) 3z — zo + x4—225 =0
3x1— x9+2x3—Texy =0 2r14+ xo— x3+4+224—325 =0
41+ x9—323+624 =0 3x1 — 229 — T3+ T4—225 =0
501 — To+ x3— x4 =0 2x1 —4xo + 223 — 224 + 225 = 0
6x1+ xo—2x3+3x4 =0 21 —dxo+ x3—2x4+2x5 =0

e) I+ i)x1+ (B— ) a +(14+2i) 23=0
2+3)xz1+ 24 a2+ (1—- i) a3=0
(14+2) 21 + (-14+2i) 29 + (1 =3i) 23 =0

f) 1— a1 +Q+i) a2+ (A+d)x3=0
(1+3) 21+ (1—d)z2+ (—1+4) 23 =0
1+ i)z + zs + i x3=0
[5.3.B2]. V zivislosti na parametrech feste homogenni soustavu linear-
nich rovnic nad R:
b) axi —2xz9+ z3 =0
35[71 — 25[72 — Tr3 = 0
a’ri+ wa+(a—1)x3 =0

a) axi+4xo+2x3 =0
25[71 +3.’E2— Tr3 = 0

c) ar1+baxo+caxs+dry =0
bri—axo+dxs—cxs =0
cri—drs—ax3+bxry =0
dxi+cxo—brs—axy =0

d) az1 —4x2— 23=0
4561—65[72—3.’133:0
1+ x22—ax3 =0

(Navod: pii feSeni c) spoctéte nejprve determinant matice soustavy.)

[5.3.B3]. Urcete vSechny hodnoty parametru a € R, pro které méa dand
homogenni soustava linedrnich rovnic (nad R) nenulové feseni:

a) T1+xo— a3+ x4=0 b) azr, — T2 + 24 =0
2214+ 20— x3 4+ 224 =0 T1+ 22 + 323 + 2234 =
To+ 3 +4x4 =0 221+ 20 + 323 + 224 =0

T + x4=0 (a+1) 2 +4x3 + 314 =

T1— 2o —3x3 +axs =0 (a+2) z1 4+ 323 +3x4=0



§3: Homogenni soustavy linedrnich rovnic 135

c) a v1 + 3xy + a z3=20
(a—1)x1 +3x2 + 2a 23=0
(2a+1)z1 + 622 + a z3=0

-z + 1z +(a+2)x3=0

d) 3z + 5 20 — (@+2)z3 + 2a—2) 24 =0
2 o + 3w — (a+1)z3 + (a—1)z4 =
3z + 4 29 — 2a+1) 23 + (a—1)z4 =

(a+1)z + a Ty + 2 T3 + Ty =
(a+1)zy +(a+1) 2z + (a+1) 23 + a x4 =0

[5.3.B4]. Je ddna homogenni soustava linedrnich rovnic o n nezndmych
takovd, ze matice soustavy ma hodnost (n — 1).

Dokazte, Zze potom pro libovolnd dvé nenulovd feSeni (ri,...,7,) ,
(s1,...,8n) této soustavy existuje t € T tak, Ze:
ri=t-s;, prokazdéi=1,...,n.

[5.3.B5]. Necht A-X =B a C-X =D jsoudvé ekvivalentni
fesitelné soustavy linedrnich rovnic o n nezndmych (nad 7T'). Pak:

a) dokazte, ze zhomogenizované soustavy k témto soustavam jsou také
ekvivalentni

b) ukazte, Ze bez pfedpokladu Fesitelnosti soustav A-X = BaC-X =D
predchozi tvrzeni obecné neplati.

[5.3.B6]. Naleznéte bazi a dimenzi podprostoru feSeni W zadané
homogenni soustavy linedrnich rovnic (nad R):

a) 3z1+ za+ z3+4x4 =0 b) 314+ x9—223+624 =0
2x1 +3x2 +5x3 +6x4 =0 5x1+ 612 —3x3+914 =0
3x1+4xo +6x3+ 74 =0 3x1+14x9 — z3+3x4 =0

d) 521+ 304923 + 524 + 225 = 0
41 +4x5 +8x3 4+ dxy + 425 = 0
2x1 4+ Txo +4x3 + 514 + 825 =
321 + 529 + Tx3 + 524 + 625 =
31‘1—21‘24- 3 —61135 =0

c) 2x1 +5x2+5x3+x4s =0
201+ To+5x3+ x4 =0
3x1+2x2+ x3+734 =0
4x1 +3x9+223+24 =0

f) 3x1+3ws — w3+ 1day =
2x1 4+ 32— x3+ 614+ 325 =0
3x1 +6xy — 223+ 4x4+ 925 =0
511 +6x3 — 2234+ 2024 + 325 =0
4x1 +9x9 — 323+ 224+ 1525 =0

e) 2x1+3x0— x3+214 =0
411,‘1+71‘2+ 3 =0
51’1+71‘2—41‘3+7Z’4 =0
3x1+4xo —3x3+ 514 =0
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[5.3.B7]. Je ddna homogenni soustava linedrnich rovnic o 3 neznamych,
nad C. Naleznéte bdzi a dimenzi jejtho podprostoru Feseni W (ve
vektorovém prostoru C?):

a) I+d)z1+(1— i)z +(2—-0)2z3=0
24i) 21 + (3+2i) 22 + (1 —4) 23 =0

(
b) (2+3i)x1 + (14+2i) 20+ (1—4) 23 =0
(1—8i)1‘1+ 51 1‘2+(3—i)1‘3:0

¢) (142i) z1 + (—2+3i) z2 + 3i z3 =0
24+ )z + QA+ Daxa+(1+2)23=0
(2—3i)$1+ (].+ i)$2+(1+2i)$3:0
(B+3i)xy + (—=14+4i) zo + (1+5i) 23 =0
d) (1— Z)ilfl—f- Z$2+(1— 2)1'3:0
(=14 i)z + 2+ )22+ 34+ i) 2z3=0
(1— )xr+(1+20) 220+ 33— i) x3=0

(—2+2) 1 + B+ i) a2+ (4+20) 23 =0
[5.3.B8]. Naleznéte homogenni soustavu linearnich rovnic, jejiz mnozi-
na feseni je rovna podprostoru W vektorového prostoru V, je-li:
a) V=R3; W=[(1,2-1),(2,1,1)]
b) V=R*; W=[(1,-1,1,0), (1,1,0,1), (2,0,1,1)]

c) V=R";

w=1(1,1,5,5,2),(2,2,0,0,—-1), (1,1,-1,-1,-1), (1,1,1,1,0) ]
d) V=R>;

W =1(3,2,52,7),(6,4,7,4,5), (3,2,—1,2,—11), (6,4,1,4,13) ]
e) V=R";

w=1(21,1,21), (3,1,2,3,1), (4,-1,5,7,3), (5,-2,5,6,0) ]
f) V=R*; W ={(2a—b—c, 3a—b+2c, a—2b+3c, c) | a,b,c € R}
g) V=R>; W={(t,2t,0,—t,4t)|t e R}
h) V=R>; W=
{(5a—2b+3c, 6a—4b+4c, a+3b—3c, 2a+b+2c, 3a+b+c) | a,b,c € R}.
[5.3.B9]. Rozhodnéte, zda existuje homogenni soustava linearnich rov-

nic, jejiz mnozinou teSeni je zadand mnozina vektori z vektorového
prostoru V, je-li:

a) V =R3, M ={(0,0,0), (1,1,1), (-1,-1,-1) }

b) V=R?*, M ={(z,0,z) |z € R}

) V=R' M={(a+b+1,a+b,0,0)|abeR}
d) V=R, M=R'-{(1,1,1,1), (-1,-1,-1,-1)} .
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[5.3.B10]. Naleznéte homogenni soustavu 2 linedrné nezavislych linear-
nich rovnic (nad R) takovou, Ze jejimi feSenimi jsou (kromé jinych)
vektory u,v,w € R*, kde:

a‘) u= (15_27_272)5 V= (27_37150)7 W= (35_55_151)

b) u= (15_27_272)5 V= (27_37150)7 W= (35_55_152)

¢ u=(1,-2,-2,2), v=(-1,2,2,-2), w = (v2,—v/8,—V8,V8)

[5.3.B11]. Rozhodnéte, zda vektor u je feSenim zadané soustavy
linearnich rovnic a pokud ano, pak pomoci vektoru u vyjadiete vSechna
feSeni x této soustavy:

3x14+2x0+ 23—14 =1
201+ 30+ 23+ 734 =1

a)u:(]-:_]-:la]-) ) 201+ 222+ 223 — 14 = 1

31‘1 + 511?2 + 411?3 =2

T, — 229+ 3x3+4x4 = 4

_(_ . To— T3+ x4 = —3
b)'ll—( 873a670) ’ $1+3l‘2 —31174: 1

—Txo+3x3+ 24 = 3

T14+ To+ a3+ x4+ 5= T
3r1+2x0+ a3+ T4—3T5 = —2

To + 223 4+ 224 + 625 = 23
S5x1+4xo+ 323+ 314 — x5 = 12

c)u=(-16,23,0,0,0) ;

T1— XTo— T3— Tg4— Tz = —3
201+ xo+2x3+ 3x4+4x5 = 10
d) u=1(0,2,-2,0,3) ; 221 + 229+ x3+ 274 +325 = 11

201 +2x0 + 223+ T4 +225 = 6
201 +2x0 + 223+ 224+ x5 = 3
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KAPITOLA 6:

EUKLIDOVSKE VEKTOROVE PROSTORY

§1: SKALARNI SOUCIN, VELIKOST A ODCHYLKA VEKTORU

mluva. Vsude v této kapitole, ve v8ech prikladech o euklidovském
prostoru R™ se pfedpoklada (neni-li vyslovné feceno jinak), Ze skaldrni
soucin je v prostoru R™ definovan “obvyklym zptisobem”, tzn. pro vek-
tOI‘y u= (ulyu%"'aun): V= (Ulyv%"':vn) je

U-V=uUV +uU2V2 + -+ Up Uy .

[6.1.A1]. Ve vektorovém prostoru C nad R (viz cviceni [3.1.B1]b))
definujte skalarni soucin.

[6.1.A2]. Ve vektorovém prostoru Rs[z] definujte skaldrni soucin dveé-
ma riznymi zptisoby.

[6.1.A3]. U.p.reélného vektorového prostoru, ve kterém nelze definovat
skaldrni soucin.

[6.1.A4]. U.p. nenulového vektoru u z euklidovského prostoru R* tak,
ze u-u=0.

[6.1.A5]. U.p. normovanych vektorti u, v z euklidovského prostoru R?
tak, 7e u-v =+/3.

[6.1.A6]. U.p. normovanych, linedrné nezavislych vektori u, v z eukli-
dovského prostoru R? tak, ze u-v = 1.

[6.1.A7]. Necht skaldrni sou¢in dvou normovanych vektort v eukli-
dovském prostoru R" je roven —1. Uvedte, co lze fici o linedrni
zévislosti ¢i nezévislosti téchto vektort.

[6.1.A8]. Necht u,v jsou normované vektory z euklidovského prostoru
R*. Uvedte, co viechno lIze fici o velikosti vektoru u+v.

[6.1.A9]. U.p. vektori u,v z euklidovského prostoru R? tak, Ze od-
chylka téchto vektort je 27.
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[6.1.A10]. U.p. podminky, ktera

a) je nutnd, ale neni dostateénd  b) je dostatecnd, ale neni nutnd
pro to, aby pro vektory u,v z euklidovského prostoru R? platilo:
u-v>0.

L L L

[6.1.B1]. Ve vektorovém prostoru R? je pro libovolné dva vektory
u = (u1,u2), v=(v1,vs) definovdno reilné ¢islo u-v.

Rozhodnéte, zda je takto v R? definovan skalarni soudin. Pfitom :
a)u-v=20 b) u-v = 4uyv; —2u3v9 —2usv1 +5usvy

C) u-v = uivs + Uy d) u-v =wuiv; + u1vs + usv1 + usvs

[6.1.B2]. Ve vektorovém prostoru R? je pro libovolné dva vektory
u = (u1,u2,u3), v= (v1,vs,v3) definovdno realné ¢islo u-v.
Rozhodnéte, zda je takto v R? definovan skaldrni soucin. Pfitom :

a) u-v = 3uiv; — u1vs — U1 + 2usva + u1v3 + uzvy + uzv3

b) u-v= 2U1’U1 — U1V2 — UV + U3V3

C) u-v =uyv; + 2u1V2 — U1 + UV + U3V1 + 2uzv3

d) u-v =wuv1 + 2usv2 + 3usvz — U3 — UzVs.

[6.1.B3]. Ve vektorovém prostoru Ro[z] je pro libovolné dva vektory
(tj. polynomy) f = asx? +a1x +ag, g = bax® + b1z + by definovéno
realné cislo f - g.

Rozhodnéte, zda je takto v Ra[z] definovan skaldrni soucin. Pfitom:
a) fg:]. b) f-g:a0b0+a1b1+a2b2

c) f-g= [ f(t) g(t) dt d) f-g=las-b2|.

[6.1.B4]. Ve vektorovém prostoru Matss(R) je pro libovolné vektory
a; @ b1 b
woale= i
Rozhodnéte, zda je takto v Matas (R)
definovan skalarni sou¢in. Pfitom :

a) A-B=det(A-B) b) A-B =det(A+ B)

c) A-B =a1b + asbs. d) A-B = ai1b; + asbs + azbs + asbs

(tj. matice) A = [ } definovano realné ¢islo A - B.

[6.1.B5]. Necht V je euklidovsky vektorovy prostor (se skaldrnim
sou¢inem - ). Rozhodnéte, zda * je téZ skalarnim soucinem ve V', jestlize
pro V u,v € V polozime:

a) uxv=v-u b) uxv=(u+v)-(u—v)

c) uxv==t-(u-v), kde t jepevné redlné ¢islo.
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[6.1.B6]. Necht v redlném vektorovém prostoru V' jsou definovany dva
skalarni souciny o a *.

Dokazte, ze jestlize pro kazdy vektor u € V plati : uou=uxu, pak
jsou oba skalarni souciny o a * shodné.

(Navod: poditejte (u+v)o(u+v) a (u+v)*(u+v).)

[6.1.B7]. V euklidovském prostoru V spoctéte velikost zadaného vek-
toru u, je-li:

a) V=R>, u=(vV2,vV2+V3,7,vV2-V3,V3)

b) V=R", u=(-9,-4,0,/15,0,7,8)

c) V =Rgylz] , se skaldrnim soucinem : f-g:ff(t) -g(t) dt |
u=>52"+6r—3 "

d) V =Ro[z] , se skaldrnim soucinem : f-g= [ f(¢) g(¢) dt ,
u =52+ 6x—3.

[6.1.B8]. Urcete v8echny hodnoty parametru a € R, pro které je
zadany vektor u z euklidovského
prostoru V normovany. Pritom:

a) V=R’;u=(a+1,0,a+2,0,a+1)
b) V=R";u=(a+1,1,0,a+2,1,0,2a—3)
1
¢) V=Ro[z] , se skaldrnim soucinem : £-g= [ f(¢)-g(t) dt ,
0
u=32+a
d) V =Ro[z] , se skaldrnim soucinem : f-g= [ f(¢) g(¢) dt ,
u=32>+a.
[6.1.B9]. Necht u,v jsou vektory z euklidovského prostoru V. Dokazte,
7e plati:
a) [lu+ ][ +[lu—v|* =2 (lul* +[}v|?*)
b) Ju+ vl —flu—v|[*=4-(a-v)
¢) jsou-li u, v nenulové vektory a ¢ je jejich odchylka, pak:
[lw = I = [lull* + [[v]* = 2- |l - [|v]| - cos ¢
d) Hul =¥l < Jlu=v]|.

(Navod: pii d) pocitejte |[u — v||? a pouzijte Schwarzovu nerovnost.)
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[6.1.B10]. Necht V je euklidovsky prostor a u,v jsou vektory z V
takové, ze u-v = |ju|-||v]|.

Bez uziti Schwarzovy nerovnosti dokazte, Ze pak vektory u,v jsou
linedrné zavislé.

[6.1.B11]. Necht V je euklidovsky prostor, necht u,v € V. Dokazte,
7e plati:

[lu+v||=|u||+]|v|]l <= Ir>0tak,7e u=r-v nebo v=r-u.

[6.1.B12]. Necht V je euklidovsky prostor, necht x,y,z € V jsou

takové vektory, ze x, z jsou linedrné zavislé. Pak:

a) dokazte, Ze plati: (x-y)-z=(y-z)-x

b) ukazte, Ze pfedchozi rovnost obecné neplati, nahradime-li pfedpoklad,
ze vektory x,z jsou linearné zavislé predpokladem, ze vektory x,y, z
jsou linearné zavislé.

[6.1.B13]. V euklidovském prostoru V jsou zadény dvé posloupnosti

k vektor : wuy,...,ug , resp. vi,..., vy takové, ze pro V i,j plati :
lli'Vj:O Je—lll;é] A lli'Vi#O.

Dokazte, ze potom vektory uy,...,u jsou linedrné nezavislé a vektory

Vi,..., V) jsou téz linedrné nezavislé.

[6.1.B14]. Necht V je euklidovsky prostor; necht uy,...,u; € V, resp.
t1,...,tx € R. Dokazte, ze plati : tju; +tous + -+ truy, =0 <
t1 (111'111) +t2 (111'112) +... +tk (ul-uk) =0
t1 (112'111) +t2 (112'112) +... +tk (u2-uk) =0

t1 (ug-uy) +t2 (up-u2) +... .+t (uprug) =0

(Navod: pii dtikazu ”<=” nejprve pro kazdé i = 1,....k v i-té
rovnici “vytknéte” vektor u;, vynasobte ¢islem ¢; a nakonec vSechny
takto vzniklé rovnice sectéte . )

[6.1.B15]. Necht V je euklidovsky prostor, necht uy, ..., u; je konetna
posloupnost vektori z V. Determinant

u;-up u;- us oo Up-ug
Us- Uup U Us oo Uo-Uug
Ugp- U U U ... Ug-Uug
se nazyva Gramiv determinant vektori ui,...,u; a oznacuje se sym-

bolem G(ui,...,u).
Dokazte, ze plati :
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vektory uy, ..., ux jsou linedrné zavislé < G(uy,...,u;) =0.

(Névod: pouzijte definici linedrni zavislosti a vysledek cviceni [6.1.B14].)

[6.1.B16]. Necht V je euklidovsky prostor, necht uy, ..., u; je konetna
posloupnost vektorta z V.
Rozhodnéte, jak se zméni Gramuiv determinant G(uy,...,uy), jestlize
v posloupnosti uy, ..., u;

a) zaménime vektory u; a u; (i # j)

b) vektor u; vyndsobime ¢islem ¢t € R

¢) k vektoru u; pfi¢teme vektor u; (i # j)

d) k vektoru u; pfi¢teme linedrni kombinaci ostatnich vektort .

(Névod: pfi c¢) pocitejte G(uy,...,u; + uj,...,u;) tak, ze nejprve
rozepiSete 1 —ty rfadek a po zjednoduseni pak totéz provedete pro i—ty
sloupec; pfi d) postupujte obdobnym zptsobem .)

[6.1.B17]. Necht uy,...,u, jsou linedrné nezavislé vektory a vq,..., vy
jsou linearné nezavislé vektory z euklidovského prostoru V takové, ze:
u;-v; =0 prokazdé i=1,....r, j=1,...,s.

Dokazte, ze potom vektory uy, ..., u,, vi,..., Vs jsou linedrné nezavislé.

(Navod: pii dikazu vyuZijte vysledek cviceni [6.1.B15] a Cramerovo
pravidlo.)

[6.1.B18]. Necht uy,...,u, je baze euklidovského prostoru V a necht

bi,...,by jsou pevné zvolend nenulova redlna c¢isla. Dokazte, ze potom
existuje pravé jedna baze e, ..., e, euklidovského prostoru V', spliujici
podminky :

b; roj =1

ui-ej:{ / P J . prokazdéi,j=1,....n.
0 pro j #i

(Névod: zaddané vektory hledejte ve tvaru : e; = zj1uy + -+ + Zjn Uy

a pozadujte splnéni podminek zadini. Pouzijte Cramerovo pravidlo a

vysledek cviceni [6.1.B15].)

§2: ORTOGONALNOST

[6.2.A1]. U.p. baze euklidovského prostoru R*, ktera je ortogonalni a
neni ortonormalni.

[6.2.A2]. U.p. dvou riznych ortonormélnich bézi euklidovského pros-
toru R2.
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[6.2.A3]. U.p. ortogonélnich vektori, které generuji euklidovsky pros-
tor R?, ale nejsou bazi R3.

[6.2.A4]. Necht uy,us,us, us jsou nenulové ortogonalni vektory z euk-
lidovského prostoru R™. Uvedte, co vSechno lze pak ¥ici o ¢isle n .

[6.2.A5]. Necht eq,...,e, jsou vektory ziskané z vektort uy,...,uy
Gram-Schmidtovym ortogonaliza¢nim procesem. Uvedte, kolik z vek-
tord ey, ..., e je nulovych.

[6.2.A6]. U.p. ortogonalnich mnozin A, B v euklidovském prostoru R*
tak, Ze A je koneénd mnozina a B je nekoneénd mnozina.

[6.2.A7]. U.p. netrividlniho podprostoru W euklidovského prostoru R4
tak, aby platilo, ze dim W+ < dim W.

[6.2.A8]. U.p. podprostoru W euklidovského prostoru R® tak, aby
platilo, ze dim W = dim W+,

[6.2.A9]. U.p. podprostoru W euklidovského prostoru R* tak, aby
ortogonélni projekci vektoru u = (1,2,3,4) do podprostoru W byl
nulovy vektor.

[6.2.A10]. U.p. podminky, kterd

a) je nutnd, ale neni dostateénd  b) je dostatecnd, ale neni nutnd

pro to, aby podmnoziny A, B euklidovského prostoru R?® byly orto-
gonalni.

L L L

[6.2.B1]. Rozhodnéte, zda dané vektory euklidovského prostoru R*
jsou ortogondlni, resp. ortonormalni:

a) (1,-2,2,1),(1,3,2,1), (-1,0,1,-1)

b) (3:3:3:3)

c) (2,3,-3,-4),(-1,3,-3,4), (3,1,3,0)

d) (1,3,1,2), (0,0,0,0) , (1,-3,2,3).

[6.2.B2]. Urcete parametry a,b € R tak, aby dané vektory eukli-
dovského prostoru R? byly ortogonélni:

a) (1,1,2,0,0), (1,-1,0,1,a) , (1,b,2,3,—2)

b) (2,-1,0,a,b), (a,b,0,—2,1) , (a,2b,5,b,—a)

c (1,-2,a,3,0), (-1,1,0,a,7), (1,-2,b,3,0) , (0,b,—1,1,8)

d) (1,2,0,2,1), (0,0,0,0,0) , (—5,2,5,-2,5) , (a,b,0,b,a).



144 II. Cviceni — Kap. 6: Euklidovské vektorové prostory

[6.2.B3]. V euklidovském prostoru R* naleznéte viechny normované

vektory, které jsou ortogonalni k vektorim wu,v,w, je-li :
u=(1,1,1,1), v=(1,-1,-1,1), w=(2,1,1,3).

) b )

[6.2.B4]. Ve vektorovém prostoru Rs[z] je skaldrni sou¢in definovan:
1
£-g= [ £(t)-g(t) dt .
1

Rozhodnéte, zda pak zadané vektory (tj. polynomy) £y, fs, f3 tvofi bazi,
resp. ortogondlni bazi, resp. ortonormdlni bazi tohoto euklidovského
prostoru, je-li:

a)f1:2a:, f2:3l'2—]., f3:3
b) fi=22-2x+1, =522 +2x—-1, f3=22+1

Ofi=%, b=tz f5=:5062-1)

d) fi=522+22-1, fH=22-2x+1, f3=2>+42-2.
[6.2.B5]. Necht V je euklidovsky prostor; necht u,v € V. Dokazte, 7e
pak plati:

a) ulv <= [lu+v|? =l +|Iv|?

b) ulv < |lu+v| =|u-v|

¢) (ut+v)L(u=-v) <= [l =v|

[6.2.B6]. Necht uy,...,u, je ortogonalni béze euklidovského prostoru
V anecht ty,...,t, jsou libovolna nenulova realna ¢isla.
Dokazte, ze pak ti1-uy,..., t,-u, je také ortogonalni baze prostoru V.

[6.2.B7]. V euklidovském prostoru V naleznéte ortogondlni bazi pod-
prostoru W, je-li:
a) V=RY; W=[u,us,u3], kde
u; = (172127_]-)7 u; = (1711 _513)7 us = (312781 _7)
b) V=R*'; W =[uj,us,u3], kde
u; = (1,0,1,0), us = (0,1,0,—7) , uz = (3,-2,3,14)
C) V = R4 H W = L(lll,llg,llg,ll4) s kde
u =(1,1,1,1) ,u.=(1,1,1,-1) ,us = (1,-1,-1,1) ,
w = (=1,1,1,1)
d) V=R’; W =[u,us,u3,uy] , kde
u; = (17_25_1705 1) , U2 = (273507_273) )
usz = (17 11 _21 _11 _1) , Uy = (11 _61 _41 ]-7 _2)
e) V= R5 ) W= [ulau23u37u4] ) kde
u; = (1’2507152) , U2 = (151735071) , Uz = (1735 _35273) )
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uy :( —]. 9 —4,— )
fy V=R>; W= L(u1,UQ,U3,u4) , kde
ulz( ) 1,0,1,1),112—( 171507 ) 113:(1,2,—2,0,0),

u = (1,-4,1,3,4)
g) V. = R*; W je podprostor feseni homogenni soustavy linedrnich

rovnic:
2x1 + 5224+ x3+3x4 =0

521+ 622 — 223 +924 =0
3r1+ x9—3x3+6x4 =0
h) V = R® ; W je podprostor feSeni homogenni soustavy linedrnich

rovnic:
r1— T2+ 3 —21175:0

2:1?1 + 71‘2 +41‘3 + 511?4 +8£1?5 =0
3x1 + 529 + 723+ 524 + 625 = 0
4z +4xo + 83+ 5x4 + 45 = 0

[6.2.B8]. V redlném vektorovém prostoru V' je definovan skalarni sou-
¢in. V takto ziskaném euklidovském prostoru naleznéte néjakou ortogo-
nalni bazi. Pfitom:
a) V=R?;proVu= (ug,us), v=(v1,vs) definujeme

u-v = 2uv1 + 2u1ve + 2usv; + 3ugvs
b) V =R?;proV u= (u1,us,u3) , v= (v1,v2,v3) definujeme

U-V = U101 + 2uvs + 3uzvz — U3 — U3Vs

1
¢) V=Ry[z] , proV f,g € Ry[z] definujeme f-g= [ f(t)-g(t) dt
0

d) V = Mats(R) ; pro VA = - az , B= b b, definujeme
as ay by by

A-B = a1b1 + a2b2 + a3b3 + a4b4.

[6.2.B9]. V euklidovském prostoru R? jsou dény vektory uy,us. Ukaz-
te, ze vektory up,u, jsou ortogondlni a dopliite je na ortogonalni bézi
celého prostoru R*. Pfitom :

a) up = (1,-2,2,1), ua =(1,3,2,1)

b) u; =(2,3,-3,—-4) , us =(-1,3,-3,4)

c) up =(1,7,7,1), up =(-1,7,-7,1)

d) u; =(1,-3,2,3), up =(1,3,1,2)

[6.2.B10]. Sestrojte ortonormdlni bézi euklidovského prostoru R,
jsou-li dany jeji vektory:

a) eg = (%,-%,0,1)
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b) 61:(

c) er = (

v50303) =552 %)

2 41 (L 1 (1 1 1
757_575) ,82—( K 27050) 7e3_(\/§a\/§7\/§70)'
[6.2.B11]. Ve vektorovém prostoru R? je definovdn skaldrni sou¢in
takto: pro libovolné vektory u = (uy,us,uz), v = (v1,vs,v3) € R? je:

SITCEE I

u-v = 2ujv; — U1U2 — U2V1 + U2Vs + U3V3

V tomto euklidovském prostoru pak naleznéte ortogonélni bazi podpros-
toru

W:{(xlam%xS) | 21171—21'2+1‘3:0}’
ktera
a) obsahuje vektor (1,1,0)

b) obsahuje néjaky vektor z podprostoru U, kde U je mnoZina vSech
feSeni homogenni soustavy linearnich rovnic:

2.’171—4.’172—(173 =0
To+x3 =0

[6.2.B12]. Necht uy,...,u, je baze euklidovského prostoru V; necht
x,y € V, pricemz:

X=z1U1 + -+ 2TpUy, Yy=v 1w+ -+ ypu,.
Dokazte, ze pak nésledujici vyroky jsou ekvivalentni:
(i) xy=my1+z2y2+---+2x,y, prokazdé x,y eV
(ii) béaze uy,...,u, je ortonormalni.
[6.2.B13]. Necht W = [uy,...,u;] je dany podprostor v euklidovském
prostoru V. Dokazte, Ze pak plati:

xeW!t «— xlu A ... AN xLlug.

(jinak Feceno: vektor lezi v ortogondlnim doplitku podprostoru W préveé
kdyz je ortogondlni k libovolnym generatortim tohoto podprostoru W .)
[6.2.B14]. V euklidovském prostoru R™ necht je ddn podprostor W

jako mnozina vSech feSeni homogenni soustavy linearnich rovnic:

a11T1 + 1222 + ...+ a1 T, = 0

ap1x1 + apaxo + ...+ appty = 0

Dokazte, 7e potom W = [(a11,a12,.-.,a1n), -, (Qg1, k2, - - agn) ] -
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[6.2.B15]. V euklidovském prostoru R* je dan podprostor W. Nalez-
néte béazi ortogonalniho dopliku W+, je-li:

a) W={@2r+t,-3r+s—t4r+3t8r +5t)|rs,te R}
b) W =[uy,us,u3], kde
u =(3,-54,1), uo=(1,-2,2,-3), uz3 =(1,-1,0,7)
c) W = L(uy,uz,u3,uy4) , kde
u =(3,2,1,0), uo=(1,1,-2,1), us =(1,1,0,1),
u =(2,3,-1,1)
d) W je podprostor feSeni homogenni soustavy linedrnich rovnic:

31 +3x2+223+ 724 =0
3z —22x3—924 =0
T3+ x4 =0
[6.2.B16]. V euklidovském prostoru R® je ddn podprostor W. Nalez-
néte ortogonalni bazi ortogonalniho dopliku W | je-li:

a) W={(r+s+t,—r+t,r+s,—-t,s+t)|rsteR}
b) W =[uj,us,uz,us], kde
u =(1,-1,2,1,-3), us =(2,1,-1,-1,2),
u; =(1,-7,12,7,-19), uy = (1,5,-8,-5,13)
c) W= L(uj,us,uz,uy), kde wu;=(1,1,-1,-1,0),
w =(1,-1,-1,0,-1), us = (1,1,0,1,1), uy = (-1,0,-1,1,1)
d) W je podprostor ¥eSeni homogenni soustavy linedrnich rovnic:

T +xot+ax3+x4+25 =0
x + 3 +x5 =0
T2 + x4 =0

[6.2.B17]. Ve vektorovém prostoru R? je definovdn skaldrni soucin
takto: pro libovolné vektory u = (u1,us,us), v= (v1,v2,v3) je:

u-v = 2uv1 + usvs + 6uzvz — u1v2 — Usv1 + U1V3 + Uzv1 + UsV3 + U3 V2.
V tomto euklidovském prostoru pak naleznéte ortogonalni bazi podpros-
toru W, je-li:

a) W={(t,2t,t)|teR}

b) W =[uj,uz], kde uy =(1,0,1) , us =(1,1,2).
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[6.2.B18]. V euklidovském prostoru V' naleznéte ortogondlni projekci
vektoru u do podprostoru W, je-li:
a) V=R3}; u=(3,-7,8); W=[w;,wa], kde

= (1711 _2) ; Wa = (3711 _1)

) V= R4' =(-2,2,2,5) ; W_[Wl,WQ,Wg], kde
wi = (1, 1,2) Wy = (3,1,0 1), =(2,0,1,-1)

o) V=R'; u=(2, —6) ;

W = {(7‘+ r+s —r—3s 2r+3s) |r,s € R}
d) V=R*; =(1,2,3,4); W=[(0,1,0,1)]
) V=R': u=(20,1-4);

W je podprostor feSeni homogenni soustavy linearnich rovnic:

2r1 + 3T + 323 =0

2:171+ To+ I3 +4l‘4 =0
T1+ o+ 3+ 24 =0
T1+2x9+2x3— 14 =0
f) VZRS ) ll:(]_,—4,]_,—]_,2) ) W:L(Wlaw27w3) 3 kde
w1 = (]—7 _1701 ]-7 1) y W2 = (31 27 11 07 1) , W3 = (]-7 11 ]-7 11 _1)
[6.2.B19]. V euklidovském prostoru V' naleznéte ortogondlni projekci
vektoru u do podprostoru W, je-li:
a) V=Rp[z], se skaldrnim soucinem definovanym:
f-g=[f(t)-9(t)dt,
0
u=2>-2x-2,
W:[fl,fQ] s kde f1:5$2+2$—1 , f2:4l'—].

b) V =Rs[z], se skalarnim soucinem definovanym :

u=22>4+2r+5,
W:[fl,fQ], kde f1:3$2—1,f2:$2+2.

[6.2.B20]. V euklidovském prostoru V mnecht jsou ddny podprostory
Wy =[uy,...,ux] , Wa = [vy,...,vs]. Dokazte, Ze pak plati:

Wi LW, < ll,"Vj:O proVi,j.
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[6.2.B21]. Necht V je euklidovsky prostor; necht uy,...,u, € V jsou
linedrné nezavislé vektory, resp. vi,...,vs € V jsou linedrné nezavislé
vektory takové, Ze plati: u; Lv; , proVi,j.

Dokazte, ze pak:

dim[uy,...,up,Vvy,...,Vvs] =7 +5.

[6.2.B22]. Necht ze zadanych vektort uy,...,u; (k > 2) dostaneme
pomoci Gram-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu postupné vektory
€1,...,€L.

Dokazte, ze pak pro 2 <1 < k plati:

a) |lei]| < [[uill

b) €, =0 <— uie[ul,...,ui_l]
C) e; = u; <:>lli€[lll,...,lli_1]l
d) e; je ortogondlni projekei vektoru u; na podprostor [y, ..., u; 1]+

[6.2.B23]. Necht ze zadanych vektort uy,...,u; (k > 2) dostaneme
pomoci Gram-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu postupné vektory
€1,...,€L.

Dokazte, ze pak Gramovy determinanty vektort ug,...,u; a vektora
el,...,e (viz cvifeni [6.1.B15]) jsou si rovny, tj.

G(uy,...,ur) =G(er,...,e).

(Navod: vyuzijte toho, Ze pro i = 2,. ..,k lze psét (proc¢?)

w,=e; +tipur +--+ 4w .
S vyuzitim tohoto faktu pocitejte G(uy,...,u;) tak, Ze postupné
upravujete fadky (poc¢inaje poslednim) a potom analogicky upravujete
sloupce . )
[6.2.B24]. Necht V je euklidovsky prostor, necht uy,...,u; € V.
Dokazte, ze plati:

G(uy,...,u) >0

tzn. Gramuv determinant libovolnych vektori je vzdy nezaporné ¢islo.

(Navod: vyuzijte vysledku pfedchoziho cviceni.)
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KAPITOLA 7:

LINEARNI ZOBRAZENT
VEKTOROVYCH PROSTORU

§1: ZAKLADNf VLASTNOSTI
LINEARNIHO ZOBRAZENT{

[7.1.A1]. U.p. injektivniho linedrniho zobrazeni ¢, pfi¢emz

a) o:R? - R? b) ¢ : R? — R2.

[7.1.A2]. U.p. surjektivniho linedrniho zobrazeni ¢, pfi¢emz

a) o:R?> = R? b) ¢ : R? — R2.

[7.1.A3]. U.p. bijektivniho zobrazeni ¢ : R® — R3, které neni linear-

nim zobrazenim .

[7.1.A4]. U.p. linedrniho zobrazeni ¢ : R®* — R? takového, 7e plati :
¢((1,0,0)) =(1,0) a ¢((2,0,0))=1(0,2).
[7.1.A5

]
[7.1.A6]. U.p. linedrntho zobrazeni ¢ : R® — R? takového, Ze je
Im o = [(1721374)1 (4731271)]-

[7.1.A7]. Necht ¢ : R¥ — R" je linearni zobrazeni, jehoz defekt je 4
a hodnost je 5. Uvedte, co v8echno lze pak fici o ¢islech k&, n .

[7.1.A8]. U.p. izomorfizmu ¢ : R® — R3[z] .

U.p. linedrniho zobrazeni ¢ : R® — R* | jehoz defekt je 2.

[7.1.A9]. U.p. tf riznych vektorovych prostori, které jsou navzajem
izomorfni .

[7.1.A10]. U.p. podminky, ktera

a) je nutnd, ale neni dostateénd  b) je dostatecnd, ale neni nutnd
c) je nutna a dostate¢nd d) neni nutna ani dostate¢na
pro to, aby linedrni zobrazeni ¢ : V' — V' bylo injektivni.

L L L
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[7.1.B1]. Necht V, V' jsou vektorové prostory nad T', necht ¢ : V- — V'
je zobrazeni. Dokazte, 7e ¢ je linearni zobrazeni pravé kdyz plati :

ptu+sv)=tpu)+sp(v) proVuveV,VtseT.
[7.1.B2]. Rozhodnéte, zda ¢ je linedrni zobrazeni, resp. injektivni line-
arni zobrazeni, resp. surjektivni linearni zobrazeni, je-li:
a) p:R?> - R?, kde ¢ ((z1,22,23)) = (221 + 322, 423+ 5)
b) ¢ : R? = R?, kde ¢
‘R?* >R, kde ¢

~~

(z1,22)) = (221 + T2, T2, T2 — X1 )
(z1,29,23)) = 1 + 222 + 323

:C? = C? kde ¢ ((z1,22,23)) = (0, 221 +iz3, 20 + 23)
:Rofz] = Rs[z], kde ¢ (ax® + bz + ¢) = 3ax® + 2bx? + cx

f) ¢ :Mataa(R) = R?, kde ¢(A4) =(0,detA).

[7.1.B3]. Necht u,us,u3 je baze vektorového prostoru V (nad T).
Rozhodnéte, zda zobrazeni ¢ : V. — V je linedrnim zobrazenim, jestlize
proVx eV, x=uzxu; +2z2us + x3u3 je:

a) ¢ (x) = (z1 — z2)us + x2u3 b) p(x) =u; + (1 — z2)us + z1u3
c) p(x) = (z1 + 222 — x3) - (U1 + 2uy — u3)

d) ¢ (x) = |z1]|- w1 + |22|- w2 + |23]| - us .

o o
€ € 6

@D
~—
N AN AN N

[7.1.B4]. Pro zadané linedrni zobrazeni ¢ naleznéte jeho jadro Ker ¢
a obraz Im ¢. Pfitom:

a) p:R* = RY, kde ¢ ((z1,22,23)) = (21422, o+23, T3+71 , T1)

b) ¢ : R?® = R?, kde ¢ ((z1,22,23)) = (21 + 22, T2 + 73)

c) p:R* =R, kdeo((x1,22,23,24)) = T1 + T2 + T3 + T4

d) p:R* = R?, kde ¢ ((71,72,23,24)) =
(3z1—22+2x3—24 , 5T1+222+3x3, 201 +3T2+23+24 )

e) p:R* = R*, kde ¢ je zaddno urcenim obrazi baze:
P(L21) = (-LLLY) , ((0,1,2) = (1,0,0,1),
¢ ((1,0,-1)) = (0,1,1,2)

f) ¢:R> = R?®, kde ¢ je zaddno urcenim obrazii baze :
©((1,0,0,0,0) = (1,2,1) , ¢((1,1,0,0,0)) = (-1,1,0)
0((1,1,1,0,0) = (1,5,2) , ¢((1,1,1,1,0)) = (0,3,1)

e ((1,1,1,1,1)) = (2,1,1)

g) o :R? > R?" | kde ¢ ((x1,22)) = (21, T2, T1, T2, ..., T1, T3)

h) ¢:R" —» R"
kde ¢ ((z1,22,---,2n)) = (x1, T1+2T2, ..., T1+Ta+ ... +Ty ).
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[7.1.B5]. Zobrazeni ¢ :R,[z] = R,_1[z] je definovéno takto:
pro f=a,z" +---+ a1z +ag polozime

o) =napz" '+ (n—1)ap_12" 2+ - +2arz+a; .
Potom:
a) dokaZte, Ze ¢ je linedrni zobrazeni
b) rozhodnéte, zda zobrazeni ¢ je injektivni, resp. surjektivni

c) urCete defekt a hodnost linedrniho zobrazeni ¢
d) naleznéte bazi jadra Ker ¢.

[7.1.B6]. Zobrazeni ¢ :R,[z] = R,41[z] je definovéno takto:
pro f=a,z" +---+ a1z + a9 polozime
_ Gn n+1 an—-1 p ai o
go(f)—n+la: + m— +---+2x+a0m.
Potom:
a) dokaZte, Ze ¢ je linedrni zobrazeni
b) rozhodnéte, zda zobrazeni ¢ je injektivni, resp. surjektivni
c) urCete defekt a hodnost linedrniho zobrazeni ¢
d) naleznéte bazi jadra Ker .

[7.1.B7]. Linedrni zobrazeni ¢ : Mata2(R) — R? je zaddno urcenim
obrazti pevné baze takto:

Al D-en ()
Al D=on - ([t 2)-0

Potom:

a) naleznéte obecny predpis pro zobrazeni ¢

b) popiste mnozinu Ker ¢ a mnoZinu Im ¢

c) naleznéte bazi jadra Ker ¢ a bazi obrazu Im ¢

d) naleznéte v8echny matice X, pro néz je ¢ (X) = (1,1).

[7.1.B8]. Zobrazeni ¢ :R,[r] = R""! je definovano takto:
pro f € Ry[z] poloZime

e®=(fO), F/O), "W).y M)
(kde f()(1) znaéi i-tou derivaci polynomu f v bodé 1). Potom:
a) dokaZte, Ze ¢ je lineadrni zobrazeni

b) rozhodnéte, zda ¢ je izomorfizmus.
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[7.1.B9]. Rozhodnéte, zda zadané vektorové prostory V a V' jsou
izomorfni. Pritom :

a)V=R?, V'=C (nad R) b) V=R madR), V' =K (nad R)
c)V=R?, V'=Q° d) V=R", V' =R,[z]

e) V=Ry[z], V'= {[Z EZ} | a,b,c € R}

f) V= Matgg(R) R V' = {(171,.’172,.’173,174,(175) eR’® | T + 223 = .’E4}.

[7.1.B10]. Necht V,V’ jsou nenulové vektorové prostory nad T, necht
uy,...,u; jsou linedrné nezdvislé vektory z V', resp. necht vi,...,v}
jsou libovolné vektory z V'. Potom dokazte, Ze

a) existuje linedrni zobrazeni ¢ : V' — V' takové, Ze plati :

(10(111) :Vll 5ot @(uk) :V;c
b) toto linedrni zobrazeni ¢ je uréeno jednoznatné <= dim V = k.

[7.1.B11]. Necht ¢ : V — V' je linedrni zobrazeni a necht uy,...,u,
je baze prostoru V. Dokazte, ze plati:
 je injektivni zobrazeni <= ¢ (uy),...,® (u,) jsou linedrné nezavislé.

[7.1.B12]. Necht ¢ : V — V' je injektivni linedrni zobrazeni. DokaZte,

7e plati:

uy,...,u; € V jsou linedrné nezévislé <= ¢ (uy),...,9(ug) jsou

linedrné nezavislé.

[7.1.B13]. Necht V,V' jsou vektorové prostory nad T a dale necht

¢ :V = V' je izomorfizmus.

Dokazte, ze pak ¢! : V' = V je také izomorfizmus.

[7.1.B14]. Necht ¢ : V = V', ¢ : V' = V" jsou linedrni zobrazeni.

Dokazte, ze plati:

a) 1 o ¢ je injektivni zobrazeni <= ¢ je injektivni zobrazeni a
Im ¢ N Ker ¢ = {0}

b) 1 o @ je surjektivni zobrazeni <= 4 je surjektivni zobrazeni a
Im ¢ + Ker ¢ =V"'.

[7.1.B15]. Necht V, V' jsou dva vektorové prostory nad T' takové, ze je

dim V > dim V’. Necht déle ¢ : V. — V', ¢ : V! — V jsou linedrni

zobrazeni.

Dokazte, ze pak zobrazeni ¢ o ¢ neni injektivni a neni surjektivni.

[7.1.B16]. Necht ¢ : V — V' je linedrni zobrazeni a necht W' je pod-
prostor ve V’'. Oznacme:

H={xeV|px) e W}.
Dokazte, ze H je podprostor vektorového prostoru V.
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§2: LINEARNI TRANSFORMACE A JEJf MATICE

[7.2.A1]. U.p. linearni transformace ¢ vektorového prostoru R*, ktera
a) neni injektivni b) je injektivni a neni surjektivni.
[7.2.A2]. U.p. line4rni transformace ¢ vektorového prostoru R? tak, 7e
a) Ker ¢ =[(1,2,3), (4,5,6)] b) Im ¢ =[(1,2,3), (4,5,6)].
[7.2.A3]. U.p. neidentické linedrni transformace ¢ vektorového prosto-
ru R? tak, ze R* = Ker ¢ 4+ Im ¢ .

[7.2.A4]. U.p. linedrni transformace ¢ vektorového prostoru V tak, ze
plati Ker ¢ = Im ¢ , pficemz

a)V =R* b) V = R5.

[7.2.A5]. U.p. dvou linedrnich transformaci ¢, vektorového prostoru
R? tak, ze ¢ +1 je identick4 transformace prostoru R2.

[7.2.A6]. U.p. vektorového prostoru V tak, aby vektorovy prostor £L(V)
vSech linearnich transformaci prostoru V mél dimenzi

a) dim £(V) =8 b) dim £(V) =9.

[7.2.A7]. U.p. dvou riznych matic A, B € Mato2(R), které jsou

maticemi téZe linearni transformace vektorového prostoru R2.

[7.2.A8]. U.p. dvoumatic A, B € Mats3(R), které jsou podobné a maji
rizné charakteristické polynomy.

[7.2.A9]. U.p. dvou matic A, B € Mats3(R), které nejsou podobné a
maji stejnou hodnost.

[7.2.A10]. U.p. podminky, kterd

a) je nutna a neni dostate¢nd b) je dostateénd a neni nutna

¢) je nutna a dostatecnd d) neni nutna ani dostatetna

pro to, aby linearni transformace ¢ vektorového prostoru V byla
bijektivnim zobrazenim.

L L L
[7.2.B1]. Necht V je vektorovy prostor (nad T'); necht ¢t € T je pevny
prvek.
Dokazte, ze zobrazeni ¢ : V — V definované:

p(u)=to-u, pro YueV

je linearni transformaci prostoru V.
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[7.2.B2]. Necht V je jednodimenzionalni vektorovy prostor (nad T') a
necht ¢ je linedrni transformace prostoru V.
Dokazte, ze pak existuje ¢islo tg € T tak, ze plati:

p(u)=to-u, pro VueV.

[7.2.B3]. Necht uj,us,u3 je baze vektorového prostoru V (nad T).
Necht ¢ je linedrni transformace prostoru V, zadand urcenim obrazi
této baze:

pa) =uy, ¢u)=ur+uz, ¢uz)=u.
Potom:
a) naleznéte béazi ¢ (V)
b) naleznéte dva dvoudimenzionélni podprostory Wi, resp. Wy ve V
tak, ze plati:
(W) =Wy, resp. ¢ (Ws) €W, .

[7.2.B4]. Linearn{ transformace ¢ : R®> — R? je definovéna vztahem :
o (z1,%2,23)) = (T2 + 73, 201 + T3, T1 — T2 + T3 ) .

Naleznéte matici linedrni transformace ¢ v bazi uj, us, us, je-li:
a) u; = (0701 ]-) , U2 = (17010) , U3 = (07110)
b) u; = (17111) , U2 = (07111) , U3 = (0701_1)
C) u; = (17251) , U2 = (27151) , U3 = (17352)
[7.2.B5]. Linearni transformace ¢ vektorového prostoru V je zadana
ur¢enim obrazi pevné bize. Naleznéte matici linearni transformace ¢
v bazi ui,us,uz je-li:
a) V=R, ¢((23,5)=(L11), ¢((0,1,2)=(1,1,-1),
¢((1,0,0)) =(2,1,2);
u; = (1,0,0) ; U2 = (0,1,0) ;, U3 = (0705 1)
b) V:Rg 3 90((2’471)) = (01571)7 (10((_1137_2)) = (_57111)1
¥ ((35 _1a4)) = (7535 _1) 5
u =(1,2,1), us =(2,1,1), uz = (1,1,2)
) V=Rolz], ¢@+z+1)=z>+z, o(x+1)=42>+32+6,
p(@®+1)=222+z+3;
w =222 +22+3, w=22>+4z+5, uwy=2>+3r+3.
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[7.2.B6]. Je ddna pevna matice A € Mato2(R) tvaru:
11
=[]
Definujeme dvé zobrazeni ¢, resp. 1 : Mataa(R) — Matao(R) takto:
p(X)=A-X, resp. v(X)=X-A4, proV X € Mat22(R).

Potom:
a) dokaZte, Ze ¢, resp. 9 je linedrni transformace vektorového prostoru
Matgg (R)

b) naleznéte matici linedrni transformace ¢ v bazi

bl ol ool o]

c¢) naleznéte matici linedrni transformace 1 v bazi

1 1 -1 1 01 1 0

I et I R ]
[7.2.B7]. Definujeme zobrazeni ¢, resp. 9 : Ry[z] = Ry[z] takto:
¢(f(2)) = f'(z), resp. v (f(z))==-f(z), proV f(z) € Ralz]

kde f'(z) znali derivaci polynomu f(z).

Potom:

a) dokaZte, ze @, resp. ¢ je linedrni transformace vektorového prostoru
R,[z]

b) naleznéte matici linedrni transformace ¢, resp. matici linedrni trans-

formace 9 v bazi 1,z,2%,...,2".

[7.2.B8]. Necht linedrni transformace ¢ vektorového prostoru V ma
v bdzi uy,us,us matici A.
Naleznéte matici linedrni transformace ¢ v bz vy,vy, vy, je-li:
a) V=R3;
111:(1,1,0) ’ 112:(0,1,1) > 113:(1,1,1);
vy =(1,0,1) , vo=(1,-1,1), v3=(0,-1,1);
1 1 -1
A= 1 -1 1
-1 1 1
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b) V=R?;
u =(8,-6,7) , u=(—16,7,—13) , uz=(9,-3,7);
vi =(1,-2,1) , vo=(3,-1,2) , v3 =(2,1,2);

1 —-18 15

A=1]-1 =22 15
1 —-25 22

c) V =Raslz] ;

wm=1, w=zx , ug=2a>;

vi=—2242z , vo=22—2+1 , vs=2—1;
0 1 1

A= 1 0 -1
-1 -1 0

[7.2.B9]. Je déna line4rn{ transformace ¢ vektorového prostoru R?
(uréenim obrazti pevné baze) a déle je dan vektor u € R3.
Naleznéte viechny vektory x € R? s vlastnosti: ¢ (x) =u, je-li:

a) 30((1’ 171)) = (21276) ) (10((27_170)) = (11 _3a _1) 3
¢((1,2,3)) = (3,7,13) ;

u=(1,3,5)

b) 30((3’ _312)) = (07_171) 3 30((21 17_1)) = (37013) 3
¥ ((_470a3)) = (_4a37 _7) ;
u=(1,2,1)

C) @((la 151)) = (la 150) ’ ()0((1’1’0)) = (1,0, _1) s
90((1’070)) = (2a37_1) ;
u=(2,1,1).

[7.2.B10]. Naleznéte jidro Ker ¢ a obraz Im ¢ dané linedrni
transformace ¢ vektorového prostoru V', je-li:

a) V= R3 ) 30((1’ _112)) = (_31079) s 30((21 173)) = (4a07_12) ’
¢ ((—1,0,2)) =(—4,0,12)

b) V =R?;
e ((x1,22,23)) = (Bx1 + 22 + 223 , 411 + 222 + 323 , 221 + 23)
¢) V=Ry[z];

¢ (ax®+bx+c) = (4a — 5b+ 2¢)2® + (5a — Tb + 3¢)x + (6a — 9b + 4c).
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[7.2.B11]. Necht linedrni transformace ¢ vektorového prostoru V' (nad
Q) ma v bdzi uy,us,u3 matici

12 6 9
A=|a 2a 3a
16 8 12

Potom:
a) v zavislosti na parametru ¢ € Q naleznéte dim Ker ¢ a dim Im ¢
b) pro hodnotu a =3 naleznéte bazi Ker ¢ a bdzi Im ¢.

[7.2.B12]. Naleznéte automorfizmus ¢ vektorového prostoru R?, pro
ktery plati :

Y= 90_1 N ((anv 1)) = (anv 1) A (p((2v3a 1)) = (1a052) .

[7.2.B13]. Necht ¢, jsou linearni transformace vektorového prostoru
R2, definované:

o((z1,22)) = Qr1 4+ 22, 71 —22) , Y ((21,22)) = (21, 21 + 322) .
Potom:
a) definujte linedrni transformaci ¢ + 1, resp. o, resp. Yoy,
resp. 3-¢
b) naleznéte matici linedrni transformace ¢, resp. ¢, resp. ¢+1), resp.
wo1, resp. Yo, resp. 3-¢ vbiz u =(1,2), uy =(2,3).

[7.2.B14]. Necht ¢, jsou linearni transformace vektorového prostoru
R? takové, Ze ¢ ma v bazi u; = (1,2), us = (2,3) matici A, resp. 1) ma
v bazi vi = (3,1), va2 = (4,2) matici B.

Naleznéte matici C' linearni transformace ¢+ v bazi vi,va, je-li:

3 5 4 6
Sl R R T
[7.2.B15]. Necht ¢, jsou linearni transformace prostoru R? takové,
Ze ¢ ma v bdzi wy = (2,7), uy = (1,3) matici A, resp. ¥ ma v bazi
vy = (6,7), vo = (5,6) matici B.

Naleznéte matici C linedrni transformace ¢ o v bazi e; = (1,0),
ey =(0,1), jeli:

2 -1 1 3
el
[7.2.B16]. Necht ¢ je linedrni transformace vektorového prostoru V

s vlastnosti: pop=¢.
Dokazte, Zze potom plati: V = Kerp+ Imp.

(Navod: vyuzijte toho, ze: dimV = dim Ker¢ + dim Im ¢ .)
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[7.2.B17]. Necht uy,...u, je bize vektorového prostoru V.
Dokazte,ze posloupnost linedrnich transformaci ¢;; : V' — V, defino-
vanych proVi,j =1,...,n takto :

. ) —
pij(ay) = { i bro ] kdek=1,...,n
o pro k#j

tvoii bazi vektorového prostoru L£(V') (tj. vektorového prostoru vsech
linearnich transformaci prostoru V).

[7.2.B18]. Necht W je podprostor vektorového prostoru V (nad T),
pficemz dim V =n , dim W =k . Necht
H={peLl(V)| ¢(x)=0 pro VxeW}.
Potom:
a) dokaZte, Ze H je podprostor vektorového prostoru L£(V') (tj. vektoro-
vého prostoru vSech linearnich transformaci prostoru V)
b) urcete dimenzi podprostoru #.

[7.2.B19]. Necht a je pevnd linedrni transformace vektorového pros-
toru V (nad T).
Dokazte, 7e zobrazeni F : L(V) — L(V) definované:

F(p)=aop, proVeel(V)

je linedrni transformaci vektorového prostoru L(V) (tj. vektorového
prostoru v8ech linedrnich transformaci prostoru V).

[7.2.B20]. Rozhodnéte, zda dané matice A, B € Mats3(R) jsou podob-

né, je-li:
1 1 17 (3 0 0]
a) A=|1 1 1|, B=|0 0 0
1 1 1] |0 0 0]
2 0 0] (2 0 0]
b) A=|0 0 1|, B=|0 0 1
0 -1 0] [0 1 0]

[7.2.B21]. Jsou dany podobné matice A, B € Mat22(R).
Naleznéte néjakou reguldrni matici S tak, aby platilo: B=S"1-A4-9,
je-li:

5 -1 38 —81
a) A_[g —1}’ B_[IG —34]

17 -6 14 —60
b) A‘[45 —16]’ B_[:s —13}
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[7.2.B22]. Necht A, B € Maty,(T') jsou podobné matice.

Dokazte, ze:

a) A™, B™ jsou podobné matice (pro libovolné p¥irozené n)

b) jsou-li A, B navic reguldrni, pak A=, B~! jsou podobné matice.

[7.2.B23]. Necht A, B € Maty,,(T), kde n > 2. Pak:

a) dokazte, ze je-li alespon jedna z matic A, B reguldrni, pak matice
A - B a matice B - A jsou podobné

b) rozhodnéte, zda pfedchozi tvrzeni plati i v p¥ipadé, Ze obé matice
A, B jsou singuldrni.

[7.2.B24]. Je ddna matice A € Mat,,(T). Urcete charakteristicky

polynom matice A a naleznéte jeho kofeny (lezici v T'), je-li:

2 -5 2 -5
a) T=R, A_[l 4] b) T=C, A_[l 4}
1 2 3 0 21
) T=R, A=|2 1 3 d T=R, A=|-2 0 3
3 3 6 -1 -3 0

[7.2.B25]. Necht A = (a;;) € Mat,,,(T) je horni trojahelnikovéd matice
(tzn. plati a;; =0 pro >3 ).

Dokazte, 7e pak diagondlni prvky matice A jsou kofeny jejiho charak-
teristického polynomu.

[7.2.B26]. Necht je ddna matice A € Mat,,,,(T).
Dokazte, ze matice A a k ni transponovand matice A’ maji stejné
charakteristické polynomy.

§3: VLASTNI VEKTORY A VLASTNI
HODNOTY LINEARN{ TRANSFORMACE

[7.3.A1]. U.p. podprostoru W ve vektorovém prostoru R* tak, aby W
byl invariantnim podprostorem vzhledem ke kazdé linearni transformaci
prostoru R*.

[7.3.A2]. U.p. linedrni transformace ¢ vektorového prostoru Ra[z] tak,
aby kazdy podprostor v R4[z] byl invariantni vzhledem k ¢.

[7.3.A3]. U.p. linedrni transformace ¢ vektorového prostoru R? tak,
aby jedinymi invariantnimi podprostory vzhledem k ¢ byly trivialni
podprostory.

[7.3.A4]. U.p. nenulové linedrni transformace ¢ vektorového prostoru
R3 tak, aby podprostor W =[(1,2,3), (4,5,6)] byl invariantni vzhle-
dem k .
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[7.3.A5]. U.p. linedrni transformace ¢ vektorového prostoru R?® a
invariantnich podprostoria Wy, Ws tak, aby jejich soucet W7 + W5 nebyl
invariantnim podprostorem vzhledem k .

[7.3.A6]. U.p. vektorového prostoru V a jeho linedrni transformace ¢
takové, ze ¢ neméa zadny vlastni vektor.

[7.3.A7]. U.p. linearni transformace ¢ vektorového prostoru R?, ktera
ma pravé 3 ruzné vlastni hodnoty.

[7.3.A8]. U.p. line4rni transformace ¢ vektorového prostoru R?, ktera
maé pravé 3 rizné vlastni hodnoty.

[7.3.A9]. U.p. linedrni transformace ¢ vektorového prostoru R? tak,
aby vektory (1,0,0), (0,0,1), (1,0,1) byly vlastnimi vektory ¢, pii-
slusnymi navzajem riznym vlastnim hodnotam.

[7.3.A10]. U.p. podminky, kterd je nutna, ale nikoliv dostate¢nd pro

to, aby vektor u € V byl vlastnim vektorem linedrni transformace ¢
prostoru V.

L L L

[7.3.B1]. Linearni transformace ¢ prostoru R* je v bazi u;, us, uz, uy
déna matici

1 0 2 0
0O 1 1 2
2 4 1 -1
-1 -2 1 3

Rozhodnéte, zda podprostor W je invariantni vzhledem k ¢, je-li:
a) W=[u,us, ug]
b) W = [2111 — a2, —ll3+ll4].

[7.3.B2]. Necht ¢ je linedrni transformace vektorového prostoru V' (nad
T) a necht W je invariantni podprostor vzhledem k ¢. Oznaéme.:

U={xeV]|p(x)eW}.
Dokazte, ze pak ¢ (W) a U jsou podprostory ve V', které jsou invariantni
vzhledem k ¢.

[7.3.B3]. Necht ¢ je automorfizmus (tj. bijektivni linedrni transfor-
mace) vektorového prostoru V' a necht W je podprostor ve V, ktery
je invariantni vzhledem k ¢. DokazZte, ze pak:

a) (W) =W
b) W je invariantni podprostor vzhledem k linearni transformaci ¢~ .

(Névod: pfi a) nejprve dokazte, ze dim ¢ (W) = dim W .)
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[7.3.B4]. Linedrni transformace ¢ vektorového prostoru V nad C je
dédna matici A (v pevné bazi).

Naleznéte vlastni hodnoty a vlastni vektory (vyjaddfené soufadnicemi
v této bézi) linedrni transformace ¢, je-li:

2 1 1 2 5 —1

a) A=|-1 2 -1 b) A=|-1 -3 0
1 -1 2] 2 3 -2

[ 7 —12 6] [ 4 -5 7

) A= |10 -19 10 d) A=| 1 -4 9
|12 —24 13 -4 0 5
11 1 1 1 0 0 0

1 1 -1 -1 0 0 0 0

o A=y 1 1 B A=10 0 0 o0
1 -1 -1 1 1 0 0 1

[7.3.B5]. Necht ¢ znadi linedrni transformaci derivovani ve vektorovém
prostoru R[z], tzn. plati :
¢(f(z)) =f'(x),  prokazdé f(z) € Ry[z].
Potom naleznéte:
a) charakteristicky polynom linedrni transformace ¢
b) vlastni hodnoty a vlastni vektory linedrni transformace ¢.

[7.3.B6]. Necht V je vektorovy prostor (nad T') a necht ¢ je linedrni
transformace prostoru V. Dokazte, ze pak plati:

kazdy nenulovy vektor z V je vlastnim vektorem linearni transfor-
mace ¢ <= Jtg €T : =1ty -idy.

[7.3.B7]. Necht ¢ je linedrni transformace vektorového prostoru V a
necht A je vlastni hodnota .

Dokazte, ze pak mnozina W vSech vlastnich vektord ¢, pfislusnych
vlastni hodnoté )\g, spolu s nulovym vektorem tvori podprostor ve V,
ktery je navic invariantni vzhledem k .

[7.3.B8]. Necht ¢ je linearni transformace vektorového prostoru V a
necht uy, ..., uy jsou vlastni vektory této linedrni transformace.
Dokazte, 7e pak podprostor W = [uy,...,u ] je invariantnim podpros-
torem vzhledem k ¢.

[7.3.B9]. Linearni transformace ¢ vektorového prostoru R? je v bazi
u;,up déna matici 00
1, U2 0o 1!

Naleznéte vSechny podprostory vektorového prostoru R2, které jsou
invariantni vzhledem k ¢.
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[7.3.B10]. Necht ¢ je linedrni transformace vektorového prostoru V;
necht wu;, resp. us jsou vlastni vektory transformace ¢, piislugné
k riznym vlastnim hodnotam A;, resp. As.

Dokazte, ze potom vektor w; + u, neni vlastnim vektorem ¢.
(Navod: dtkaz vedte sporem; vyuZijte toho, Ze vektory uj,us jsou
linedrné nezavislé .)

[7.3.B11]. Necht ¢ je linedrni transformace vektorového prostoru V;
necht uy, ..., u, jsou vlastni vektory linedrni transformace ¢ , pfislugné
k riznym vlastnim hodnotam.

Dokazte, ze pak:

vektor (t1uy + -+ + tyu,) je vlastnim vektorem ¢ <= pravé jeden
z koeficienti t1,...,t, je nenulovy.

[7.3.B12]. Linearni transformace ¢ vektorového prostoru V nad R
necht je ddna matici A (v bazi u;,us, us prostoru V).

Potom naleznéte vSechny podprostory ve V, které jsou invariantni
vzhledem k transformaci ¢, je-li:

) _[_0 21] _[4—2 2]
S B As T

[7.3.B13]. Necht linedrni transformace ¢ n-dimenziondlniho vektoro-
vého prostoru V' ma vlastni hodnoty Ai,..., A, (pfitom kazdé vlastni
hodnota se po¢ita tolikrat, kolik je jeji ndsobnost). Necht A = (a;;) je
matice linedrni transformace ¢.

Dokazte, ze potom plati:

a) M+-—+Ay,=an+ - +an,

b) Ad-...- Ay =detA

¢) linearni transformace ¢ o ¢ ma vlastni hodnoty A%, ..., \2.

[7.3.B14]. Necht ¢, jsou linearni transformace vektorového prostoru

V (nad T') a necht u je vlastnim vektorem ¢ i ).

Dokazte, ze pak:

a) vektor u je vlastnim vektorem linedrni transformace t-¢ (pro libo-
volné t € T)

b) vektor u je vlastnim vektorem linedrni transformace ¢ + 1.

[7.3.B15]. Necht @, jsou linedrni transformace vektorového prostoru
V (nad T) takového, ze dimV = n > 2. Necht dédle \; je vlastni
hodnota linedrni transformace ¢, resp. Ay je vlastni hodnota linedrni
transformace 1) .

Ukazte, Ze potom ¢islo (A1 + A2) nemusi byt vlastni hodnotou linedrni
transformace ¢ + 1.
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§4: ORTOGONALNI ZOBRAZENT,
ORTOGONALN{ MATICE

Umluva. Viude v této kapitole, ve viech piikladech o euklidovském
prostoru R" se pfedpoklada (neni-li vyslovné feceno jinak), Ze skaldrni
soucin je v prostoru R™ definovan “obvyklym zptsobem”, tzn. pro vek-
tOI‘y u= (ulyu%"'aun): V= (Ulyv%"':vn) je

U'V=uv] +uUv 4+ -4+ Up vy -

[7.4.A1]. U.p ortogonélniho zobrazeni ¢ : R> — R?.
[7.4.A2]. U.p. ortogonalniho zobrazeni ¢ : R* — R?.

[7.4.A3]. U.p. ortogondlni transformace ¢ euklidovského prostoru R*
tak, aby tato transformace ¢ nebyla surjektivnim zobrazenim.

[7.4.A4]. Uvedte, co vSechno lze ¥ici o dimenzich euklidovskych pros-
torat V', V' vite-li, ze nulové linedrni zobrazeni w : V- — V' je ortogo-
nalnim zobrazenim.

[7.4.A5]. U.p. euklidovského prostoru, ktery je izomorfni s eukli-
dovskym prostorem RS.

[7.4.A6]. Ve vektorovém prostoru Rp[z] definujte dvéma riznymi
zpusoby skalarni soucin tak, aby vzniklé euklidovské prostory nebyly
izomorfni.

[7.4.A7]. Vypiste vSechny ortogonélni matice fddu 2 , jejichz prvky
jsou cela cisla.

[7.4.A8]. U.p. ortogondlnich matic A,B € Mats3(R), takovych, 7e
A-B # B-A.

[7.4.A9]. U.p. matic A, B € Matss(R), které nejsou ortogondlni, ale
jejich soucin A - B je ortogonalni matici.

[7.4.A10]. U.p. podminky, ktera

a) je nutnd a neni dostatetnd b) je dostateénd a neni nutna
c) je nutné a dostatecénd d) neni nutna ani dostatetna
pro to, aby matice A € Mats4(R) byla ortogonalni.

L L L
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[7.4.B1]. Necht R? je euklidovsky prostor s obvyklym skaldrnim
sou¢inem, resp. R? je euklidovsky prostor, v némz je skaldrni soucin
definovan takto:

(1,22) - (W1,92) =221 91 + 21 Y2 + T2 y1 + T2 Yo ©

Rozhodnéte, zda zobrazeni f je ortogonalnim zobrazenim, jestlize :

a) f:R? = R?, kde (wl,wg)):(%-xg,\/i-xl)

f
b) f:R> = R?, kde f((w1,22,23)) = (z1+ 22, T3, —T2)
f

c) f:R*=R?, kde f((z1,z2,23) =

Wl

(
(
(
(221 —wo+2x3 , 11 —212—2x3 , 201 +2T2—3)
d) f:R> = R?, kde f((z1,z2,23))=(0,0)

e) f:R* = R?, kde f((z1,z2,23)) = (21 + =2, x3)

f) f:RZ=R3, kde f((z1,72))= (0,21, 1 +x2).

[7.4.B2]. Necht V', V' jsou euklidovské prostory, necht ¢ : V — V' je
zobrazeni s vlastnosti:

u-v=yp) v pro Yu,vev.
Dokazte, ze potom ¢ je linedrni zobrazeni.
(Navod: dokazujte, Ze:

(plutv)—p) —¢(v)?=0 A (p(t-u)—t (u)*=0
pro libovolné u,v € V alibovolné ¢t € R.)

[7.4.B3]. Ukazte, Ze zobrazeni ¢ : R” — R" (kde n > 2) s vlastnosti:
lul[=[¢()]  pro VueR"
nemusi obecné byt linedrnim zobrazenim.

7.4.B4]. Necht V, V'’ jsou euklidovské prostory, necht ¢ : V — V'’ je
[ V' P g @ ]
zobrazeni, spliujici podminky :

@) e —e@l=llu-v]  pro VuveV
(i) lle(o)][=0
Dokazte, ze potom ¢ je linearni zobrazeni.

(Navod: nejprve dokazujte, ze || ¢ (u) || = ||u]| , potom dokazujte, Ze
p(u) p(v)=u-v avyuzijte vysledku cviceni [7.4.B2].)
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[7.4.B5]. Necht uy,...,u, je baze euklidovského prostoru V' a necht
@ je linearni transformace prostoru V takova, ze pro vektory této dané
baze plati

u; - u; = ¢ () - ¢ (uy) pro Yi,j=1,....n.

Dokazte, ze pak ¢ je ortogonalni transformaci prostoru V .

[7.4.B6]. Necht V je jednodimenzionalni euklidovsky prostor a necht ¢
je ortogonalni transformace prostoru V.
Dokazte, ze pak:

budje ¢ =idy mnebo plati ¢p(x)=—-x, proVx€e V.

[7.4.B7]. Necht ¢, jsou ortogonalni transformace euklidovského pros-
toru V a necht ¢t € R.

Dokazte, ze pak:

a) @o1 je ortogondlni transformace prostoru V

b) t-¢ je ortogondlni transformace prostoru V <= t = +1.

[7.4.B8]. Necht ¢ je ortogondlni transformace euklidovského prostoru
V' a necht W je podprostor ve V, ktery je invariantni vzhledem k ¢.
Dokazte, Ze pak plati: o (W) =W.

[7.4.B9]. Necht ¢ je ortogonalni transformace euklidovského prostoru
V' a necht W je podprostor ve V, ktery je invariantni vzhledem k ¢.
Dokazte, ze pak podprostor W je téz invariantni vzhledem k ¢.

[7.4.B10]. Necht A = (a;;) € Mat,,(R). Dokazte, Ze matice A je

ortogondlni pravé kdyz pro kazdé 4,5 =1,...,n plati:
z”: {1 jeli i=j
D
TR0 jedi i #

[7.4.B11]. Necht A € Mat,,(R). Dokazte, Ze kdyZ matice A m& dvé
z néasledujicich t¥i vlastnosti:

(i) A je symetrickd matice
(i) A je ortogondlni matice
(i) A2 =E,

potom m4 i vlastnost treti.
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[7.4.B12]. Necht matice A € Mat,,(R) je kososymetrickd matice
(tzn. A’ = —A) a necht matice (E, —A) a (E,+ A) jsou reguldrni.
Dokazte, ze potom :

a) matice (E, — A)-(E,+ A)~! je ortogonalni

b) matice (E, + A)-(E, — A)~! je ortogonélni.

(Navod: nejprve ukazte, Zze matice (E, + A) a (E, — A)~! jsou
zaménitelné, resp. matice (E, — A) a (E, + A)~! jsou zaménitelné a
pfi vlastnim ditkazu ortogonalnosti tuto skutec¢nost vyuzijte.)

[7.4.B13]. Rozhodnéte, zda dand matice A € Mats3(R) je ortogonalni:

(2 —1 2 2 1 2
a)A=|1 -2 -2 p)A=1.]-1 —2 2

2 2 -1 2 -2 -1

[ 1 1 N2 142v2 V2 1-2/2

3 3 3 6 2 6
R I o i -

V2 V2 0 42 0 442

L3 3 6 6

[7.4.B14]. Urcete ¢isla r,s,t € R tak, aby matice A € Mats3(R) byla
ortogonalni a potom spoc¢téte determinant det A. P¥itom:

2 2 1
'f; 0 218 3 3 3
a) A= |—5 t1 76 byA=|2 L 2
-r -5 S T s t

[7.4.B15]. V euklidovském vektorovém prostoru R?® je ddna béaze
uj,uz,u3 a baze vi,va,v3.

Rozhodnéte, zda matice prechodu A od baze uj,us,uz k bazi vy, vay, vs
je ortogonalni. Je nutné pritom matici A pocitat?

D) w=(3,5, %), w=G. 3 P, w=0F, —£,0)
Vi = (4+6\/§’ 173\/5’ 172\/5)’ vy = (476\/5’ 1+§\/§’ 1+§\/§)’
v3:(03\/75’_§)

D) w=(3,5, %), w=(,5,%), w=0£, %0
vi= (L, d,0), o= (mL. L D), v = (L —d 2
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III. VYSLEDKY A NAVODY K RESENT

KAPITOLA 1:

OPAKOVANT
A DOPLNENT STREDOSKOLSKE LATKY

§1: ZAKLADNI LOGICKE POJMY

[1.1.A1]. Neexistuje. [1.1.A2]. Neexistuje. [1.1.A4]. Neexistuje.
[1.1.A6]. Neexistuje.

L L L

[1.1.B1]. a) neni vyrok, b) je vyrok, nepravdivy, c¢) neni vyrok,
d) neni vyrok.

[1.1.B2]. a) A —= —C, b) (-AAB) = C,

c)-B = (nAvV -0), d)B <= (mAAN-CO).
[1.1.B3]. A nepravdivy vyrok, B pravdivy vyrok, C nepravdivy vyrok;
déle je: a) pravdivy vyrok, b) nepravdivy vyrok, c) pravdivy vyrok,
d) pravdivy vyrok.

[1.1.B4]. Néavod: sestrojte tabulky pravdivostnich hodnot pro oba
vyroky .

[1.1.B5]. a) implikace, b) konjunkce.

[1.1.B6]. Navod: dikazy vedte tak, ze vzdy sestrojite tabulku pravdi-
vostnich hodnot.

[1.1.B7]. Obor pravdivosti dané vyrokové formy je:

a) (_21%)a b) @a C) (—OO,].) U (31 OO), d) R.
[1.1.B8]. a) ”Nenapsal to ani Petr ani Pavel” ,
b) ”Dnes nebude prset nebo zitra bude svitit slunce” |

¢) "Budu se ucit a zkousku z algebry neudéldm” ,
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d) ”Budu mit volno a neptjdu ani do kina ani do divadla”.

[1.1.B9]. a) "Existuje kuli¢ka lezici na tomto stole, kterd je modrd” ,
b) ”Zadné celé ¢islo neni sudé nebo alesponi jedno celé ¢islo je liché” |

¢) 7Existuji kladnd redlnd ¢éisla r, s tak, ze r > r-s” |

d) ”Pro vSechna celd ¢isla ty,...,t, , z nichZ alespon jedno je rizné od
nuly, plati, ze t; + - +1t, #07 |

e) ”Existuji pfirozend &isla aq,...,a, , kde n > 5 a alespon jedno

z téchto cisel je vétsi nez 5, tak, zea; +---+a, <107,
f) ”Pro v8echna ryze imaginérni ¢isla zq , 2o, 23 plati, Ze soudin z1-29-23

neni ¢islo realné”.
[1.1.B11]. Névod: pfi pfimém diikazu feste a) i b) zvlast pro n sudé
a zvlast pro n liché. Pfitom u b) si uvédomte, Ze na levé strané je n
s¢itanct.
[1.1.B14]. Névod: uvédomte si, ze v 1.kroku matematické indukce je
nutné dokazat dany vztah pron =1 a n =2 (proc?).
[1.1.B15]. Navod: pouzijte vztah, plynouci z definice:

Un+s = Up4(s—1) + Un+(s—2)

(kde s > 3); v 1.kroku matematické indukce se pak ovéfuje dokazovana
rovnost pro s = 1,2.

§2: ZAKLADNIf MNOZINOVE POJMY

[1.2.A5]. Neexistuje. [1.2.A7]. Neexistuje. [1.2.A9]. a), d), {), i), ])
jsou pravdivé , resp. b), c), e), g), h) jsou nepravdivé.

L L L

[1.2.B3]. Navod: a) dikaz ”C” vedte nepiimo, tzn. dokazujte implikaci
oo [ee] [ee]
z¢ N4 U N B, = z¢ ((4,UB,).
n=1 n=1 n=1
[1.2.B4]. Névod: ¢ast b) dokazujte sporem, tzn. predpokladejte, Ze
z € [ 4,. Uvédomte si pfitom, ze prvocisel je nekoneéné mnoho.
peJ
Pii dikazu c) sestrojte Cislo, kteréleziv (| Ap . kde J = {p1, ..., px}
peJ
je kone¢na mnozina prvocisel.
[1.2.B8]. Névod: vyuZijte toho, Ze pro 0 < i < n existuje v mnoziné A
pravé (?) i-prvkovych podmnozin. Pouzijte binomickou vétu.

[1.2.B9]. a) X = {a,d}, X ={a,c,d}, b) neexistuje.
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[1.2.B11]. AxB = {(1,3),(1,7),(2,3),(2,7).(3,3),(3,7)}, Bx2¥ =
={(3,0),(3,{3}), 3. {7}, 3, {3, 7}, (7, 0), (7, {3}), (7. {7}, (7. {3, 7}) }

a podobné pro zbyvajici kartézské souciny.

63: ZAKLADNI VLASTNOSTI CELYCH CISEL

[1.3.A2]. Neexistuje. [1.3.A4]. Neexistuje. [1.3.A7]. Neexistuje.
L L L

[1.8.B1]. a) ¢=0, r=0, b)g=-1, r=2, ¢)g=—4, r=3,
d) ¢g= -5, r=8, e)g=n—1, r=2, f) g=n?-n, r=n-1.
[1.3.B2]. Navod: a) vySetfujte zvlast pro a sudé a zvlast pro a liché.
Pii dtikazu b) pouzijte vysledku ziskaného v a).
[1.3.B3]. Zbytek miZe nabyvat pouze hodnot: 0,1,4,9.
[1.3.B4]. a) ano, b)ne, c¢)ne, d) ano.
[1.3.B6]. Navod: podle potieby pouZijte Vétu 3.3. kapitoly 1. (zejména
¢ast (iii) ), nebo Vétu 3.1., kapitoly 1.
[1.3.B7]. 2 (nebof vypoctem dostaneme, ze: 3%° =1 (mod 100), resp.
780 =1 (mod 100)) .
[1.3.B9]. Névod: dikaz vedte sporem, tzn. pfedpokladejte , 7e:
(p—1!'=-1(modp) A p je slozené ¢islo
ti. p=ab,kde 1 <a,b<p. Vyjde, Ze a|1, coz je spor.
[1.3.B10]. Névod: pii b) pouzijte definici kongruence a Vétu 3.5.2.,
kapitoly I.
[1.3.B11]. a) ano, b)ne, c) ne, d) ne.
[1.3.B12]. a) ne,  b) ano.
[1.3.B13]. Navod: a) pouZijte vzorec pro a™ — b™,
b) uvédomte si, ze n® — n = n-(n+1)-(n—1) je soufinem ti{ po sobé
jdoucich celych ¢isel .
[1.3.B14]. Kazdé n >3. Névod: pron > 3 upravujte:
10" + 8= 8- (1073 - 125 + 1) = 8- ( (10" — 1)-125 + 126)
a vyuzijte toho, Ze 9]126, resp. ze 9| (1072 — 1) jak vyplyvd z pred-
choziho cviceni [1.3.B13]a).
[1.3.B15]. Névod: a) v dikazu vyuZijte toho, Ze lze psat :
1227+ = 144.1227~1 = (11 + 133)-1227~L,
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b) v dikazu vyuZijte toho, Ze pro n > 4 lze psat:
M+ 1=2"4+8-7=8-(2"34+1)-7.
V 1.kroku matematické indukce potom ovérujeme zadany vztah pro
n=1273.

§4: RELACE
[1.4.A1]. a) 224, Db) 1, ¢)2°, d)2%. [1.4.A7]. Neexistuje.

L L L

[1.4.B2]. a) relaci g zapiSeme napf. takto:
o={(z,y)| (x =3 A y € Nlibovolné) VvV (z > 50, sudé A y liché)}.
Pii b), c), d) postupujeme podobné.
[1.4.B3]. Relace 0op a goo jsou tvaru:
cgoo={(z,y) |y =—-322-1 V y=92"+622-2, proVz €Z},
ooo ={(a,b) | b=3a*+1 V b= 3a"-18a>+28, proVaec N}.
[1.4.B4]. Névod: a) dokazujte jako mnoZinovou rovnost .
[1.4.B5]. Néavod: a), b) dokazujte jako mnozinovou rovnost .
[1.4.B6]. a) celkem 16 relaci, b) celkem 13 relaci,
c¢) 3 relace: {(a,b),(b,a)}, {(a,b),(b,a),(a,a)} , {(a,b),(b,a),(b,b)}.
d) v8echny relace z c) a navic relace {(a,b), (b, a), (a,a), (b,b)}.
[1.4.B7]. Danych relaci je celkem :

n(n+1) n(n—1)
a) 2n(n=1) b)y2= 2z c)2m 37 2 |
n(n—1) n(n—1) n(n—1)
d)3 2 | e)2 2, f)3 2

[1.4.B8]. Relace o4 neexistuje.
[1.4.B9]. Relace o je:

a) symetrickd, tranzitivni, b) symetrickd,

c) reflexivni, antisymetricka, d) reflexivni, symetricka.
[1.4.B10]. Relace g je:

a) antisymetricka, b) reflexivni, symetrickd, tranzitivni,

c) antisymetrickd, tranzitivni, d) reflexivni, tranzitivni, Gplna.

[1.4.B11]. Relace ¢ je:

a) symetricka,

b) symetrickd, resp. je-li A jednoprvkova, pak je téZz antisymetrickd a
tranzitivni
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c) antisymetrickd, tranzitivni, resp. je-li A jednoprvkova, pak je téz
reflexivni a aplné,

d) reflexivni, symetrickd, tranzitivni, resp. je-li A jednoprvkovd, pak je
téz antisymetricka.

§5: ZOBRAZENI

[1.5.A2]. b) neexistuje. [1.5.A5]. a) k=2,3,4, b)k>3.

L L L

[1.5.B1]. Zadany piedpis f:
a) neurcuje zobrazeni b) uréuje zobrazeni
¢) neurcuje zobrazeni d) neurcuje zobrazeni

[1.5.B2]. Po nakresleni obrézki dostanete:
a) celkem 8 zobrazeni, z toho 6 surjektivnich, zadné injektivni, zddné
bijektivni,
b) celkem 9 zobrazeni, z toho 6 injektivnich, Zaddné surjektivni, Zddné
bijektivni.
[1.5.B3]. a) AB = {f}, pficemz zobrazeni f je definovéno:
fle)=a, fly)=a, f(z)=a;

B ={f,g,h}, kde zobrazeni f, resp. g,resp. h jsou definovana:
fla) ==, resp. g(a) =y, resp. h(a) =z

b) AB ={f,g,h,k}, pricem? tato zobrazeni jsou definovdna:

flx)=2z, fly)== gx) =y, g9y) =y
h(z) =z, h(y) =y k(z) =y, k(y) ==
BA = AB.

[1.5.B5]. Zadané zobrazeni f:

a) je injektivni, neni surjektivni, b) je injektivni, neni surjektivni,
c¢) neni injektivni, je surjektivni,  d) je injektivni, je surjektivni,
e) neni injektivni, je surjektivni, f) je injektivni, neni surjektivni.
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[1.5.B6]. Zadané zobrazeni f:

a) neni injektivni, je surjektivni, b) je injektivni, je surjektivni,

c¢) neni injektivni, neni surjektivni, d) neni injektivni, neni surjektivni,

e) je injektivni, neni surjektivni,  f) neni injektivni, je surjektivni.

[1.5.B7]. Zadané zobrazeni f:

a) neni injektivni, neni surjektivni, b) je injektivni, neni surjektivni,

c¢) neni injektivni, neni surjektivni, d) je injektivni, je surjektivni,

e) je injektivni, je surjektivni, f) nenfi injektivni, je surjektivni.

[1.5.B8]. a) pro s # n zadné bijektivni zobrazeni, resp. pro s = n
celkem n! bijektivnich zobrazeni,

b) pro s < n zédné injektivni zobrazeni, resp. pro s > n celkem ﬁ

s—mn)!
injektivnich zobrazeni.

[1.5.B10]. Navod: a) pii dikazu” = ” zkonstruujeme hledané zobra-

zeni g : B — A napft. takto: jestlize prvek b € B m4 pii zobrazeni f vzor

(uvédomte si, Ze musi byt jediny), pak tento vzor oznac¢ime symbolem b* .

Déle, necht a¢ znaci libovolny pevny prvek z A. Zobrazeni g : B — A

pak definujeme:

g(b) =

Pi#i dikazu ” = ” v b) postupujeme obdobné, tzn. pro kazdé b € B
oznad¢ime symbolem b* jeden (pevny) vzor prvku b pii zobrazeni f. Pak
zobrazeni h: B — A definujeme: h(b) =b*, prokazdé b€ B.
[1.5.B13]. (fog)(z) =6z+1, (gOf)(x):6m—13—9 ,
(fog) @) =(9 o f D) =51, [fa)=5(+4),
(go f) ' (z) =(f"og ") (z) = 5Bz +19) , g~'(z) = 5Bz~ 5).
[1.5.B15]. Navod: pfi b) ukaZte, Ze z podminky zadani plyne:
F(f(f(=2))) = F(f(=f()))

a pouzijte dvakrat injektivnost zobrazeni f .
Pii c) dokazujte nejprve ”<=" (s vyuzitim b)), a pak "=" (s vyuzi-
tim jiz dokdzanych vlastnosti, Ze: f(0) =0 a f je injektivni).

{ b* mé-li prvek b pii zobrazeni f vzor

ao nemé-li prvek b pii zobrazeni f vzor

§6: USPORADANE MNOZINY

[1.6.A3]. Neexistuje. [1.6.A5]. Neexistuje. [1.6.A8]. Neexistuje.

L L L
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[1.6.B1]. Hasseovsky diagram uspoiddané mnoziny (M, g) je tvaru:

a c
ANV
b d b
[1.6.B2]. Relace p je zaddna takto:
a) 0= {(a,a),(b,b),(c,c),(d,d), (b, a), (b, d), (c,a),(c,d), (a,d)} ,
b) ¢ ={(a,a),(b,0),(c,c), (d,d)},
) e ={(a,a),(b,0),(c,c),(d,d), (b, d), (c,d)},
d) e ={(a,a),(b,b),(c,c), (d,d), (¢, a),(c,d), (c,b), (a,d), (a,b), (d, D)}
[1.6.B3]. Na dané mnoziné M lze definovat:
a) 3 relace usporadéni, hasseovské diagramy jsou tvaru:

o o b a
a) a b b
a

b) 19 relaci usporadéni, hasseovské diagramy jsou tvaru:

b a c a c b
Ioc Ioc Iob Iob Ioa Ioa
a b a c b ¢
/\ b /c\b | \/ \/
b C a c a b a b C

c b c a b a

O O O
b C a C a b a b c
a a b b c &

Poznamka: uvédomte si, ze se ve vSech pripadech jednd o rizné relace
usporadani na mnoziné M , a tedy o rtizné usporadané mnoziny, i kdyz
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nékteré z uvedenych hasseovskych diagramt vypadaji na prvni pohled
” s

stejne” .

[1.6.B4]. Hasseovsky diagram uspofddané mnoziny (24,C) je tvaru
(dopliite si v jednotlivych diagramech sami popis prvkii mnoziny 24):

[1.6.B5]. Hasseovsky diagram uspoiddané mnoziny (M, g) je tvaru:

1

4 6

[1.6.B6]. Pro mnozinu s relaci (N, g) plati:

a) je usporddand mnoZina, ale neni linedrné uspofddand mnozina,

b) neni uspofddand mnozina,

c¢) neni uspofddand mnozina,

d) je linedrné uspofddanid mnozina .

Hasseovské diagramy u usporfddanych mnozin je mozno schematicky
znézornit takto:

4 6
4
2
a) d)
1 2 3 5 6 g

—
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[1.6.B7]. Pro mnozinu s relaci (Z, ) plati:

a) neni uspofddand mnoZina

b) je linedrné uspofddand mnoZina,,

c¢) neni uspofddand mnozina,

d) je uspofddand mnoZzina, neni linedrné usporddand mnozina.
Hasseovské diagramy u uspofddanych mnozin je mozno schematicky
znazornit takto:

-2 4

-1 2 . 0 O O O =+--
b) 0 d) 0

1 _9 -3-1 1 3

2 —4

[1.6.B9]. Hasseovsky diagram uspofddané mnoziny (R, p) je moZno
schematicky nacértnout takto:

-3 3
-2 2 o0
-1 1
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[1.6.B11]. a) pro uspofddané mnoziny ze cviceni [1.6.B2] plati:

d)

[1.6.B2]a): nejmensi prvek nemd, minimélnimi prvky jsou b,c,
nejvétsim a zaroven jedinym maximalnim prvkem je d,

[1.6.B2]b): nejmensi ani nejvétsi prvek nemd, minimélnimi a zaro-
ven maximalnimi prvky jsou a, b, ¢, d,

[1.6.B2]c): nejvétsi ani nejmensi prvek nemd, minimalnimi prvky
jsou a, b, ¢, maximalnimi prvky jsou a,d,

[1.6.B2]d) : nejmensim a zdrovei jedinym minimalnim prvkem je ¢,
nejvétsim a zaroven jedinym maximdalnim prvkem je b;

pro usporddané mnoziny ze cviceni [1.6.B6] plati:

[1.6.B6]a): nemd nejmensi prvek, minimalnimi prvky jsou vSechna
prirozend cisla rizna od 4, nejvétsim a jedinym maximalnim prvkem
je cislo 4,

[1.6.B6]d): nem4 nejvétsi ani maximalni prvek ; nejmensim a zaro-
ven jedinym minimalnim prvkem je ¢islo 1;

pro usporddané mnoziny ze cviceni [1.6.B7] plati:

[1.6.B7]b): nema minimdlni, maximalni, nejmensi ani nejvétsi
prvek,

[1.6.B7]d): nemd nejmensi ani nejvétsi prvek, minimalnimi prvky
jsou vSechna licha celé ¢isla a maximalnimi prvky jsou rovnéz vSechna
liché& cel4 ¢isla.

uspofddand mnozina ze cviceni [ 1.6.B8] neméa nejvétsi prvek, maxi-
malnimi prvky jsou fy a fs, nejmensim a zaroven jedinym minimal-
nim prvkem je fi .

[1.6.B12]. Navod: dtkazy vedte sporem .
[1.6.B13]. b) neplati.
[1.6.B14]. b) hasseovsky diagram usporddané mnoziny (M, p) je tvaru:

{1,2,3}

{2,3}

{1,3}
{1,2} {3}

{2}

{1}
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[1.6.B15]. Hasseovské diagramy uspofddanych mnozZin z c) a d) jsou
tvaru: (pfi c) si sami dopliite popis jednotlivych prvki)

— o

N O

§7: EKVIVALENCE A ROZKLADY

[1.7.A1]. Jedina relace, a to relace rovnosti. [1.7.A4]. Neexistuje.
[1.7.A7]. b) neexistuje. [1.7.A8]. Pro m =1,2,7,14.

L L L

[1.7.B1]. Relace ¢ na mnoziné M :

a) neni ekvivalenci,

b) je ekvivalenci, pfi¢emz rozklad M/o = {{a,b,d},{c}}.
[1.7.B2]. Na mnoziné M lze utvorit celkem :

a) 2 rozklady, b) 5 rozkladi, ¢) 15 rozkladu .

[1.7.B3]. Tabulka relace ~% je tvaru:

u v T Yy z u v T Yy z
w |1 0 0 00 w |1 0 0 10
v |0 1 0 1 0 v |0 1 1 0 1
a) z |0 01 0 0 b) =z |0 1 1 0 1
y |0 1 0 1 0 y |1 0 0 1 0
2z |0 0 0 0 1 z 10 1101

[1.7.B4]. b) Rozklad M/p (tj. rozklad na mnoziné M , piisluSny
ekvivalenci g) je tvaru:

{{1,10},{2,11,20},{3,12}, {4, 13}, {5,14},.. ., {8,17},{9,18}, {19} }.
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[1.7.B5]. Dan4 relace o:
a) neni ekvivalenci, b) je ekvivalenci
¢) neni ekvivalenci, d) je ekvivalenci.

[1.7.B6]. Rozklad Z/g (tj. rozklad na mnoZiné Z, piislusny ekviva-
lenci g) je tvaru:

a) Z/o = Z4, tj. mnozina zbytkovych ti¥id podle modulu 4,
b) Z/o={Co, C1UCs, C2UCs5, C3UCy}, kde Ci € Z,
¢) Z/o={{-14k, —1-k} | k> 0 celé },
)

d) Z/o = {S,L} , kde S, resp. L zna¢i mnoZinu vSech sudych, resp.
vSech lichych celych cisel.

[1.7.B7]. Rozklad R xR /g lze nakreslit takto:

a) v8echny pfimky rovnobézné s osou y ,

b) navzijem rovnobé&zné p¥imky tvaru y =2z + k, proVk € R,
¢) pocétek a v8echny kruZnice se stfedem v pocédtku,

d) bod S[—1,—1] a vSechny kruZnice se stiedem v bodé S.

[1.7.B8]. Zadany systém podmnozin M :

a) je rozkladem na R, pfi¢emZ relace ~p4 je definovana:
repmy = (2] =[y],
kde [z], resp. [y] znadi celou ¢ast ¢isla z, resp. y,
b) neni rozkladem na R,

c) je rozkladem na R, pficem? relace ~xq je definovéna:
Te~pmy <= (x=y=0) V (z,y >0) V (z,y <0),
d) je rozkladem na R, pficemz plati: ~x = RxR.
[1.7.B13]. Rozklad (na mnoziné A) pfislusny zobrazeni f je tvaru:
a) M = {{a,c,d},{b,e}},
b) M={{k,k+1) | keZ},
c) M={(—k+1, —k+2) U (k—1,k) | ke N},
d) M ={{0},{X CN|X #0 konetna},{X C N | X nekonecna} }.

[1.7.B14]. b) napt. R ={{z} |z € M},
c¢) rozkladem piislugnym zobrazeni f je vychozi rozklad R .
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KAPITOLA 2:

ZAKLADNI ALGEBRAICKE STRUKTURY

§1: STRUKTURY S JEDNOU OPERACT

[2.1.A1]. Celkem 3 = 19.683 rliznymi zpisoby. [2.1.A6]. Neexis-
tuje. [2.1.A9]. Neexistuje.

L L L

[2.1.B1]. a) ne, b) ano, c) ne, d) ne, e) ne, f) ne.

[2.1.B2]. a) neni komutativni, je asociativni, nemé neutralni prvek,
b) je komutativni, neni asociativni, prvek b je neutralnim prvkem.

[2.1.B3]. a) neni komutativni, je asociativni, nema neutralni prvek,
b) je komutativni, neni asociativni, neutrélnim prvkem je 0,

¢) je komutativni, neni asociativni, nema neutralni prvek,

d) je komutativni, je asociativni, nemé neutrédlni prvek,

e) je komutativni, je asociativni, neutralnim prvkem je 24,

f) je komutativni, neni asociativni, nem4 neutralni prvek.

[2.1.B4]. a) celkem 5 soudint tvaru:
a-(b-(e-d)),  a((bc)d),  (ad)-(e:d),  (a(bc))d, ((a-)-c)d .
[2.1.B5]. b) je-li mnoZina G jednoprvkova, pak (G, o) je komutativni
pologrupa, kterd mé neutralni prvek.

[2.1.B6]. a) neutralni prvek je 0; inverznim prvkem k 0 (resp. -2) je 0
(resp. -2), k ostatnim prvkim inverzni prvky neexistuji,

b) neutralni prvek je 1; inverzni prvek k = # 0 je &islo %, resp. k 0
inverzni prvek neexistuje,

c¢) neutrdlni prvek je 3; inverznim prvkem k 3 je 3, resp. k libovolnému

¢islu « # 3 jsou inverznimi prvky vSechna celd ¢isla s vyjimkou 3.
[2.1.B7]. a)e=0; tesp. 071 =0, 271 =2,
b) e=0; resp. pro a# 1 je a_lzﬁ,
¢) e=Cy; resp. C7' =0y, C5'=Cs,
d) e=Cy; resp. C;'=0Cy, Cy'=Cy, C3'=0Cs5, C;' =0y,
Ci'l=0Cs, C7'=Cs.
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[2.1.B9]. Zakony o déleni, resp. zdkony o kraceni:

a) plati, resp. plati, b) neplati, resp. neplati,

c¢) neplati, resp. plati, d) neplati, resp. neplati.
[2.1.B10]. Navod: v dikazech vyuzijte toho, Ze platnost zdkont o kra-
ceni je ekvivalentni podmince :

a#Zb = za#zb AN az#bzx.

[2.1.B11]. Névod: pii b) je zfejmé nutno vymyslet piiklad tak, aby
(G, -) nebyla pologrupa (pro¢?). UvaZte napt. (Z,*) , kde operace * je
definovana:
a+b—1 jeli a>0 A >0
axb= {

a+b je-li a<0 V b<0

[2.1.B12]. a) tabulka operace je symetrickd podle hlavni diagondly ,

b) v tabulce existuje fadek, v némz se opakuje vodorovné zdhlavi a
sloupec, v némz se opakuje svislé zahlavi,

c) v kazdém fadku a sloupci tabulky se vystiidaji vechny prvky,

d) totéz jako v c).

[2.1.B13]. Celkem 6 tabulek (nutno vypsat !).

Navod : uvédomte si, ze v tomto piipadé je zapisem 1.fadku tabulky jiz

jednoznacné urcen zbytek tabulky (pro¢?).

[2.1.B14]. a) 3° = 243 zpiisobti, b) 9 zptisobii, c¢) 9 zplisobi,

d) 1 zptsob (Navod: v tomto p¥ipadé, po doplnéni tabulky plynoucim
z komutativity, vySetfujte nejprve souciny z-(z-z) a (z-z)-z.),

e) 1 zpiasob, f) zadny zpisob.

[2.1.B15]. Névod: dokazujte implikace: ” (i) = (ii)” , ” (ii) = (iii) ”

a 7 (i) = (1)”.

[2.1.B18]. Navod: pti dikazu postupujte analogickym zptisobem jako

v feSeném Prikladu 13 z kapitoly I.

[2.1.B19]. a) ano, b)ne, c)ne, d)ano, e)ano, f)ano.

[2.1.B20]. a) tabulka operace + ma tvar:

+ ‘ (Co,Co) (Co,C1) (C1,Co) (C1,Ch)
(Co,Co) | (Co,Co) (Co,C1) (C1,Co) (Cy,Ch)
(Co, Ch) (Co,C1)  (Co,Co) (C1,C1)  (Ch,Co)
(C1,Co) (C1,Co)  (C1,C1)  (Co,Co)  (Co,Ch)
(C1,C1) | (C1,C1)  (C1,Co)  (Co,C1)  (Co,Co)
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[2.1.B21]. Névod: uvédomte si, ze f; (1 <i < 6) je bijekce a sestrojte
tabulku operace. Z asociativity sklddani zobrazeni a z této tabulky pak
plyne tvrzeni.

[2.1.B22]. a) tabulka operace o na mnoziné ZsxZsxZs ma tvar:

o (0,0,0) (0,0,1) (0,1,0) (0,1,1) (1,0,0) (1,0,1) (1,1,0) (1,1,1)
(0,0,0) | (0,0,0) (0,0,1) (0,1,0) (0,1,1) (1,0,0) (1,0,1) (1,1,0) (1,1,1)
(0,0,1) | (0,0,1) (0,0,0) (1,1,1) (1,1,0) (1,0,1) (1,0,0) (0,1,1) (0,1,0)
(0,1,0) | (0,1,0) (0,1,1) (0,0,0) (0,0,1) (1,1,0) (1,1,1) (1,0,0) (1,0,1)
(0,1,1) | (0,1,1) (0,1,0) (1,0,1) (1,0,0) (1,1,1) (1,1,0) (0,0,1) (0,0,0)
(1,0,0) | (1,0,0) (1,0,1) (1,1,0) (1,1,1) (0,0,0) (0,0,1) (0,1,0) (0,1,1)
(1,0,1) | (1,0,1) (1,0,0) (0,1,1) (0,1,0) (0,0,1) (0,0,0) (1,1,1) (1,1,0)
(1,1,0) | (1,1,0) (1,1,1) (1,0,0) (1,0,1) (0,1,0) (0,1,1) (0,0,0) (0,0,1)
(1,1,1) | (1,1,1) (1,1,0) (0,0,1) (0,0,0) (0,1,1) (0,1,0) (1,0,1) (1,0,0)

Névod: pii ¢) uvazte mnozinu G = Z5, = Zy, X ... X Zp, (s-krat) a

definujte na ni operaci podobnym zptsobem jako v zadani .

[2.1.B23]. Dana pologrupa (G, o)
a) je komutativni grupou, b) neni grupou,
¢) neni grupou, d) je nekomutativni grupou.

[2.1.B26]. (G,*) je grupa.
[2.1.B27]. Navod: pfi a) vyjdéte z toho, Ze pro libovolné z,y € G plati:

(zy)-(zy)=e=e-e=(zx) (yy).

§2: PODSTRUKTURY STRUKTUR S JEDNOU OPERACT

[2.2.A1]. b) neexistuje. [2.2.A2]. Neexistuje. [2.2.A7]. b) neexis-
tuji. [2.2.A8]. a) neexistuje.

L L L

[2.2.B1]. a) ano, b)ne, c¢)ne, d)ne.

[2.2.B2]. Plati, ze (H,"):

a) je podgrupoid, b) neni podgrupoid,
¢) je podgrupoid , d) je podgrupa.
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[2.2.B3]. V grupoidu (G,-) existuje celkem:
6 podgrupoidt, a to:
(G,), ({av b, C}, s ({a’ d}’ s ({b,c}, oF ({a}a D, ({b}a ),
4 podpologrupy, a to: ({a, d}, OF ({bv c}a s ({a}v s ({b}v s
3 pOdgrup% ato: ({ba C}: ) 3 ({a}v ) 3 ({b}a ) )
[2.2.B5]. Navod: pii a) uvazte v grupoidu (N, +) dva libovolné pod-
grupoidy (Hi,+) , (Hs,+) apevnéprvky = € Hy, y € Hy. VySetiujte
pak prvek z-y.
Pfi b) napt. pro libovolné prvocislo p oznadte

H,={p*|acN}
a vysetfujte pak podgrupoidy (Hp,-) pro v8echna prvocisla p.
[2.2.B6]. Néavod: uvédomte si, Ze a) 1ze pfeformulovat do tvaru:
(H, o) je podgrupoid v (G,0) <= i€ N tak, ze: H = H;.

Déle, jestlize jsme jiz dokazali ¢ast a), pak c) lze zfejmé pieformulovat
do tvaru:
je-li 0 #1 C N; pak
N H; je podgrupoid v (G,0) <= I je kone¢nd mnozina.
iel
[2.2.B8]. a) ano, b)ne, c¢)ano, d) ano.
[2.2.B9]. Plati, ze (H, o)

a) je komutativni podgrupa, b) je komutativni podgrupa,
¢) je nekomutativni podgrupa, d) neni podgrupa.
[2.2.B12]. Pro podgrupu ((M),+) plati:

a) (M) = {0}, b) (M) =7,

c) (M)=37Z, d) (M)="1Z.

[2.2.B17]. a) mnozina G ma 3* = 27 prvki,

¢) (Hy,o), (Hs,o) nejsou podgrupy; (Hz,o) je podgrupa,

d) neexistuje. Navod: zkoumejte prvky tvaru go g, pro kazdé g € G.

e) (Ha o) , kde H = {6, 2, (01101101)}'

[2.2.B18]. Navod: pii dtkazu ”» =" rozliste pfipady H = {Cp} a

H # {Cy}. Ve druhém piipadé lze zfejmé mnozinu H zapsat ve tvaru:
H:{Ci1,0i2,...,0is} , kde 0 =141 <ig < --- <y,

Pak poloZte: i» = k a dokazujte, Ze: k|m A H = Hy.

Pii dikazu ” <=" postupujte béZnym zptsobem, tzn. vyuZijte napfi.
Vétu 2.3.(ii), kapitoly II.
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[2.2.B19]. a) 2 podgrupy: (Z3,+), ({Co},+),

b) 4 podgrupy: (Zs,+), ({Co,C2,C4,Cs},+), ({Co,Cs},+),
({Co},+),

C) 6 pOdgrup : (Z127 +) 9 ({001 027 047 Cﬁa 081 010}3 +) 9
({007 031 Cﬁa 09}7 +) 3 ({007 047 08}1 +) ’ ({001 Cﬁ}a +) ’ ({Co}, +) )

d) 4 pOdgrupy : (Z21 B} +) 3 ({007 037 Cﬁa 091 0123 0157 018}7 +) ’
({Co,C7,Cra},+), ({Co},+).

Hasseovsky diagram uspotfddané mnozZiny (#,C) je tvaru (dopliite si

oznadeni jednotlivych prvka !):

o1 c>® d><>

[2.2.B20]. a) (M) = {Co}. b) (M) ={Co},

c) (M) =1{Cy,C5,C4,Co}, d) (M) ={Cy,C5,C4,Cy}.

[2.2.B21]. a) 3 podgrupy: (Zs — {Co},"), ({C1,C4s},-), ({C1},-),
b) 4 podgrupy: (Z7—{Co},"), ({C1,C2,Cs},-), ({C1,Cs},-), ({C}s0).
Hasseovsky diagram uspoiddané mnoziny (P,C) je tvaru (doplitte si
oznadeni jednotlivych prvka !):

§3: STRUKTURY SE DVEMA
OPERACEMI A JEJICH PODSTRUKTURY

[2.3.A3]. Neexistuje. [2.3.A4]. Neexistuje. [2.3.A7]. Neexistuje.

L L L
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[2.3.B1]. a) ano, b)ne, c¢)ano, d) ano.

[2.3.B2]. Plati, ze (M, ®,0)

a) je okruh, b) neni okruh, c) je obor integrity,

d) neni okruh, e) je téleso, f) neni okruh.
[2.3.B4]. Néavod: rozepsinim se ukaze, Ze v obou piipadech dostaneme
komutativni okruh s jedni¢kou (1,0), pficemz nulou je (0,0).

P1i hledani déliteli nuly si uvédomte, ze je-li

(aab) 7é (010) A (aab) : (x,y) = (010)1
pak pro a,b € Q je vzdy 2b% —a? # 0 (proc?) , kdezto pro a,b € R mftize
byt 2b2 —a? = 0. Toho pak vyuzijte pii vypocétu (z,y) .

[2.3.B5]. a) tabulka zadané operace + na mnoZziné Z, x Z» je uvedena
ve vysledku cviceni [2.1.B20] a), resp. tabulka operace - je tvaru:

| (Co,Co) (Co,C1) (C1,Co) (C1,Ch)
(Co, Co) (Co,Co)  (Co,Co)  (Co,Co)  (Co, Co)
(Co,C1) | (Co,Co) (C1,C1)  (Co,C1) (C1,Co)
(C1,Co) (Co,Co) (Co,C1) (C1,Co) (Ch,Ch)
(C1,Ch) (Co,Co) (C1,Co) (C1,C1)  (Co,Ch)

[2.3.B15]. b) déliteli nuly v okruhu (M, @®,o) jsou vSechny nenulové
prvky tohoto okruhu,
c) plati, Ze (S,@®,o0)
a) je podokruhem B) neni podokruhem
v) je podokruhem , ) neni podokruhem .
[2.3.B16]. a) = neexistuje, y =0, z = 5, b)x=2,y=52=3.
[2.3.B17]. Dostévame:

a) podokruhy: (Zg,+,-), resp. ({Co,C3,Cs},+,-), resp. ({Co},+,);
zadné podtéleso;

b) podokruhy: (Zo,+,-), resp. ({Co},+,-) ;
podtélesa: ({Co,C2,C4,Cq,Cs},+,-), resp. ({Co,Cs},+,);

c) podokruh: ({Co},+,-) ; podtéleso: (Zi1,+,-);

d) podokruhy: (Zia2,+,-), resp. ({Co,C2,Cy,Cq,Cs,C10},+,-), resp.
({Co,C3,C6,Co}, +,) , resp. ({Co-Cs}, +, ), resp. ({Co}, +,°);
podtéleso: ({Co,Cy,Cs},+,").
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[2.3.B18]. Inverzni prvek existuje k témto prvkim :
3)01,02,04,05,07,08, b)011037073097

c¢) ke v8em nenulovym prvkim, d) Cy,Cs, Cr, Cyy.

[2.3.B20]. Navod: dokazujte nejprve implikaci ” (i) = (ii)”, potom
implikaci , ” (ii) = (iii)” a nakonec implikaci ” (iii) = (i) ” .

Pfitom dikaz ” (ii) = (iii)” vedte sporem, resp.

pri dtikazu ” (iii) = (i)” vyuZijte toho, Ze pro (i,m) = 1 existuji ¢isla
u,v €Z tak, ze i-u+m-v=1. Jeli j =u(modm) A 0<j<m,
dostanete pak, ze: C; =C; .

[2.3.B22]. Navod: pii a) dikaz vedte nepiimo.

Pii b) v diikazu vyuZijte jednak vysledek ¢asti a) a jednak vysledek
predchoziho cvifeni [2.3.B21].

[2.3.B23]. Ctvercem jsou tyto prvky :

a) Cy, C1, b) Co, Cy, Cy,
c)Co,C1,Co, Cy, d) Co,C1,Cs,Cy, Cs, Cy.
[2.3.B26].a) 0, b)0, c¢)2, d)O0.

[2.3.B27]. Navod: pro z € R libovolné pocitejte x+z a uvédomte si,
7e podle predpokladu je: (z+2z)=(z+z)  (z+z).

[2.3.B28]. Navod: uvédomte si, Ze plati:
m-a=n-a <= (m—-n)-a=0-a

a dale pouzijte Vétu 3.8.2, kapitoly II.

§4: CISELNA TELESA

[2.4.A2]. Neexistuje. [2.4.A3]. Neexistuje. [2.4.A8]. Neexistuje.
[2.4.A9]. Neexistuje.

L L L

[2.4.B1]. Navod: vyjdéte z predpokladu, ze (T,+,-) je ¢iselné téleso

takové, ze R C T C C a dokazujte, ze pak T = K. Pfitom nejprve

ukazte, ze i € T'.

[2.4.B4]. a) ano, b)ne, c)ne (uvédomte si, ze zde je T C Q),
d) ne, e)ne, f) ne, g) ano, h) ano.

[2.4.B5]. a) ne,  b)ano, c)ne, d) ne, e)ne, f)ano.
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KAPITOLA 3:

VEKTOROVE PROSTORY

§1: VEKTOROVY PROSTOR NAD CISELNYM TELESEM

[3.1.A2]. Neexistuje. [3.1.A8]. Neexistuje.

L L L

[3.1.B1]. a) ano, b) ano, c)ne, d) ano.
[3.1.B9]. a) ne, b) ano, c¢) ne, d) ne, e)ne, f) ne.

§2: PODPROSTORY VEKTOROVEHO PROSTORU

[3.2.A3]. b) neexistuje. [3.2.A4]. a)neexistuje, b) neexistuje, c) neexis-
tuje. [3.2.A5]. c) neexistuje, d) neexistuje. [3.2.A9]. b) neexistuje.

L L L
[3.2.B1]. a) ano, b)ne, c)ne, d) ano.
[3.2.B2]. a) ne, b) ano, c¢) ne, d) ano.
[3.2.B3]. a) ne, b)ne, c¢)ano, d)ano.
[3.2.B4]. a) ano, b)ne, c¢)ne, d)ano.
[3.2.B5]. a) ano, b)ne, c¢)ne, d)ano.
[3.2.B6]. a) ano, b)ne, c)ne, d) ano.
[3.2.B7]. a) ne, b) ano, c¢) ano, d) ano.
[3.2.B8]. a) ano, b)ne, c¢)ne, d) ne.

[3.2.B12]. Navod: pfi a) dokazuje ” =" sporem, tzn. pfedpokladejte,
ze

Wi UWy =Wy + Wy adile, ze Wy ,Q_WQ AN Wy Sle
tzn. existuje vektor u € W; — W5 a existuje vektor v € Wy — W7 .
Vysettujte pak vektor w =u+v.
Pii dtikazu b) pak vyuZijte platnosti a) .
[3.2.B14]. Névod: pii b) vymyslete protipiklad napt. v R?.
[3.2.B15]. Névod: pii b) vymyslete protipiklad napt. v R?.
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[3.2.B16]. a) ano, b)ne, c)ano, d)pro n=2 ano, resp. pro
n>3 ne, e)ne, f)ano.

[3.2.B18]. Navod: uvédomte si, Ze
Wi = {ap + asx® + -+ agxz® | k> 0celé, a; € R}
Wy = {a1x + azz® + -+ + ag 1 2% | £ >0celé, a; € R}.
[3.2.B21]. Dany vyrok je podminkou, ktera

a) neni nutnd, je dostatecéna, b) je nutnd, neni dostatecna,
c¢) neni nutnd, neni dostatecéna, d) je nutnd, je dostateéna.

[3.2.B23]. Navod: dikaz vedte nepiimo.

§3: LINEARNI ZAVISLOST A NEZAVISLOST VEKTORU

[3.3.A4]. Neexistuje. [3.3.A5]. b) neexistuje. [3.3.A7]. a) neexis-
tuje.

L L L
[3.3.B1]. a) ano, b) ne.
[3.3.B2]. a) ne, b) ano.
[3.3.B3]. a) ano, b) ne.
[3.3.B4]. Navod: sta¢i dokdzat (pro¢?), Ze uj,us € L(uz,uy) a

usz,uy € L(ug,us).
[3.3.B5]. a) pro r =3, b)prokazdér € R, c¢)prozadnér e R,
d) pro r =—-1,-2.
[3.3.B6]. a) [f1, fo] ={r+s-cosz|r,s € R}.
[3.3.B7]. Navod: pii a) sta¢i dokazovat (proc?), ze:
u,u-v,wé€ L(u,v,w—u) , resp. u,v, w—u € L(u,u—v,w)
Pii b) stadi dokazovat (proc?), Ze:
u,v,w € L(ut+v,u—v,v—w) , resp. u+v,u—v,v—w € L(u,v,w)
[3.3.B10]. Navod: uvédomte si, ze dokazujete implikaci:
Wy =L(uy,...,u.) A Wy = L(vy,...,Vs) =
= Wi +Wo=L(uy,...,up,vi,...,Vs).

[3.3.B11]. Dané vektory jsou linedrné
a) nezavislé, b) z&vislé, c) nezavislé, d) zavislé,
e) zavislé, f) zavislé, g) zavislé, h) nezévislé.
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[3.3.B12]. Navod: pouzijte definici linedrni zévislosti vektort a proved-
te diskuzi vzniklé soustavy 2 linearnich rovnic o 3 neznadmych.
[3.3.B13]. Navod: pfi a) si uvédomte, %e je-li f # g, pak 3 z; € (0,1)
tak, ze f(z1) # g(z1) . Déle pouZijte definici linearni zavislosti vektor,
kterou aplikujete na body z¢, x1 .

[3.3.B15]. a) ua, b) 7ddny vektor, c) u;, resp. ug.

[3.3.B16]. a) linedrné zavislé pro a = 1,2, jinak linedrné nezavislé,
b) linedrné nezavislé pro kazdé a € R,

c) linedrné zavislé pro a = 7, jinak linedrné nezavislé.
[3.3.B17]. a) a=0 nebo b=6, b)a=b=c=d=0,
¢)(a=b=1)V(a=c=1)V(b=c=1), d)a=0 nebo a=-3.
[3.3.B18]. Dané vektory jsou linedrné

a) nezavislé, b) zavislé, c) nezavislé, d) zavislé.

[3.3.B19]. Vektory jsou linedrné nezavislé.

§4: BAZE A DIMENZE VEKTOROVEHO PROSTORU

[3.4.A2]. a) neexistuji. [3.4.A3]. a)yn =1,2,3,4, b)n > 3.
[3.4.A4]. a) s > 6, b)s=1,23,4,5 [3.4.A7]. b) neexistuje.
[3.4.A8]. b) neexistuje. [3.4.A9]. Neexistuje.

L L L
[3.4.B1]. a) ano, D) ne, c) ano, d) ano.
[3.4.B2]. a) ne, b) ano, c¢)ano, d)ne.
[3.4.B3]. a) kazdé a € R, b) a,b € R libovolnd A c#1,
a#2 A a#i, d) 7z4dné a .
[3.4.B5]. a) napf. v,uy, ua, b) napft. v, u;.

[3.4.B6]. a) dimV =1; baze napt.: 1,
b) dimV = 2; béze napt.: 1,1,
¢) dimV =2; baze napi.: 1,2,

d) dimV =n; baze napf.: fi,..., fn, kde proi=1,...,n je zobrazeni
fi : A = R definovéano:
1 jelik=i
() = k=1,...
filax) { 0 jeli k #£i pro "

e) dimV =4; béaze napi.: (1,0), (0,1), (i,0), (0,4) .
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[3.4.B8]. Navod: uvédomte si, Ze pii a) i b) staéi dokézat pouze linear-
ni nezdvislost zadanych vektord (pro¢?).
[3.4.B10]. a) dim W = 3; béze napi.:
(1’ _]‘507050) b (070’ 17050) b (070507]" _1)7
b) dimW =mn—1; béaze napi.:

(1,0,...,0,1), (0,1,0,...,0,0) , ..., (0,0,...,0,1,0),
c¢) dimW =1; béaze napi.: (1,1,...,1),
d) dimW =n—1; béaze napfi.:
(1,-1,0,...,0), (1,0,-1,0,...,0) , ..., (1,0,...,0,—1),
e) pro n sudé je dimW = %, resp. pro n liché je dim W = "T'H;
baze napt.: (1,0,...,0), (0,0,1,0,...,0), ..., atd.,
f) dimW = 3; béze napt.: 1, 2%, z*.
[3.4.B11]. b) dim W =3, c¢) baze je napt. uy, us, (0,0,2,—1).

[3.4.B12]. a) uy,u3, resp. ug,us,
b) libovolné dva rizné vektory z vektort uy, us, us, uy,
C) uj,uy, Tesp. Us, Uy, Tesp. Uz, Uy, d) ug,us,uz,uy.
[3.4.B13]. a) bazi tvoii 3 vektory, napf. uy, us, us,
b) bazi tvoii 3 vektory, napt. ui, us, us .
[3.4.B14]. a) dimW =2 pro a=1,2, jinak dimW =3,
b) dimW =2 pro kazdé a € R,
c) dimW =1 pro a=b=c=1,
dmW =2 pro a=b=1,¢c# 1, resp. pro a=c=1,b# 1,
resp. pro b=c=1,a#1,
dim W = 3 v ostatnich pripadech.
[3.4.B17]. a) dim Wy, N W5 = 1; béaze napi.: (3,5,1),
b) dim Wy N Wy = 2; béze napf.: us,usz,
c) dimW; N Wy =0; béaze neexistuje,
d) dimW; N Wy = 2; béze napf.: vy, va.
[3.4.B19]. Navod: pii dtkazech pouzijte vétu o dimenzi souctu a
priniku podprostort.
[3.4.B20]. Névod: sta¢i dokdzat (proc¢?), ze dimV = r + s (pomo-
ci véty o dimenzi souétu a priniku podprostorti) a ddle, ze vektory
up,...,,,V1,...,Vs jsou generdtory prostoru V (coz ihned plyne
z toho, Ze prostor V' je souctem Wy a Wy ).

[3.4.B21]. Névod: hledany podprostor Wa piimo sestrojte. VyuZijte
pritom skutecnost, ze kazdou linedrné nezavislou posloupnost vektori
z V lze doplnit na bézi celého prostoru V.

[3.4.B23]. a) (2,-1,0,3), b) (0,—1,3,2).
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[3.4.B24]. Dany vektor f mé v uvazované bazi soufadnice:

a) (27_2731_13791_23_67%)7 b) (_1117_1711_110)7

¢) (0,-3,12,19,10,2).
[3.4.B25]. Nekoneéné mnoho bazi. Jednou z téchto béazi je napt. baze:
e; =(1,1,1), ea =(0,1,2), e3 =(0,—2,-3).

KAPITOLA 4:

MATICE A DETERMINANTY

§1: PORADI A PERMUTACE
[4.1.B1]. a) 19, b) 36.
[4.1.B2]. a)
[4.1.B3]. a) 1n(3n+1), b) n(n+l), ¢
[4.1.B4]. $n(n-1) — I.
[4.1.B5]. (r; — 1)+ (ra —2)+ -+ (ry, — k) = izk:l”— tk(k+1).

[4.1.B6]. Navod: pro 1 < i < j < n vySetfujte zvlast piipad r; <r; a
zv1ast pripad r7; > 7.
[4.1.B7]. a) x =8,y = 3, byz=2,y="7.

[4.1.B8]. Zadand pofadi maji stejnou paritu <= n je liché &islo, resp.
maji riznou paritu <= n je sudé ¢islo.

[4.1.B9]. c) nelze, nebot obé zadana poradi jsou suda.
[4.1.B10]. a) celkem 6 zapisi tvaru:

123 132 213 231 312 321
312/’\321)’\132)’\123)’\231)’\213)”°

b) celkem 24 zipist, které je nutno podrobné rozepsat analogickym
zpusobem, jako pfi a) .
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[4.1.B11]. Pro danou permutaci P plati:

a) P je suda permutace pro n = 0,1 (mod 4),
resp. P je lichd permutace pro n = 2,3 (mod 4),

b) P je sudd permutace pro sudé n, resp. lichd permutace pro liché n ,
c) P je vidy suda permutace,

d) P je suda permutace pro n = 0,3 (mod 4),
resp. P je lichd permutace pron = 1,2 (mod 4).

[4.1.B12]. Vysledné permutace jsou tvaru:

12345)

2) R°P:P°R:<32145

1234567

b) ROP_<4152736>’
1234567
POR_<7163452>'

[4.1.B13]. Vysledna permutace je tvaru:

1234567)

2 _
2) POR_<6732154

(1234567

b) PoRoP —<23517 6)"
2
2

[4.1.B14]. Hledand permutace X je jedind a je tvaru:
12345
_ p-1 -1 _
a) X = R7oTeS _<23451)’
12345
_ o-1 -1 _
b) X = S oToR —<14352>.

[4.1.B15]. Hledand permutace X neni uréena jednoznacéné. Po
vypoctu dostaneme :

a) 4 permutace tvaru:

1234 1234 1234 1234
1234)° 2341)° 3412)° 4123)°
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b) 8 permutaci tvaru:

12314 12
1234)° 12
1234 12
3412)° 34
¢) 5 permutaci tvaru:
12345
12345)°
12345
45123)°
d) 6 permutaci tvaru:

12345
12345)°

1

’ )

12345
34521

[4.1.B16]. a) tabulka operace o je tvaru:

(¢]

— N W N
N W = W

N DN =N
[GURNEN [S2 0N

®

— W w W

<

— N o~

V)

N =

w N

S + ®» 3 0

v

S 2 S+ ®»w 30

S S v ~+ 0 3

- I 2 0 & »

nw 0O R I S |

~ 0 »w 2|2

<

o »w 3 & 2|2

N

= N N N

— o ot W
[NCRET TN

193

o Ot - Ot
N——

b) celkem 6 podgrup (H;,o),kde Hy = {e}, Hy = {e,r}, Hs = {e, s},

H4 :{6,’0}, H5 :{e,t,u}, He :S3.

¢) hasseovsky diagram uspofddané mnoziny (P, C) je tvaru (dopliite si
oznadeni jednotlivych prvki) :
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[4.1.B17]. (S,0) je grupa, resp. (T,0) neni grupa.
[4.1.B18]. a) tabulka operace o je tvaru:

o e m n o p q T s t uwu v w
e e m n o p q T s t uwu v w
m m n e r t s u w v o0 p (q
n n e m u v w o q p r t s
0] o ¢ p e n m v u w s r i
D p o g s r t e m n v w U
q g p o v w uwu § t r e n m
T r s t m e n p o q w u v
s s t r p q o w v u M e n
4 t r s w uwu v M n e p q O
u u w v n m e t r S q@ o0 p
v v u w ¢qg o p n e m t s r
w w v w t s r g p o0 N Mm e

b) celkem 10 podgrup (H;, o), kde:
Hl:{e}v H2:{6’0}7 ng{e,t}, H4:{eaw}a
H5 :{e,m,n}, HG :{e,p,r}, H7:{e,q,u}, H8 :{6,5,’[)},
Hg = {e,o,t,w}, H10 =G.

c¢) hasseovsky diagram usporddané mnoziny (P, C) je tvaru (dopliite si
oznadeni jednotlivych prvki) :

§2: DETERMINANTY

[4.2.A1]. Neexistuje. [4.2.A5]. —9-v/6. [4.2.A6]. Celkem 20 sub-
matic. [4.2.A7]. Celkem (})-(}) submatic. [4.2.A8]. Neexistuje.

L L L
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[4.2.B1]. a) vyskytuje se; ma znaménko — , b) nevyskytuje se,
c¢) nevyskytuje se, d) vyskytuje se; mé znaménko + .

[4.2.B2]. a) + pro (i,j) = (2,5), resp. — pro (i,5) = (5,2),

b) vidy + ,

¢) + pro (i,j,k) = (1,6,4),(4,1,6),(6,4,1),

resp. — pro (iaja k) = (1741 6)7 (41 67 1)1 (67 114)7
d) + pro (i,j.k) = (4,2,3), resp. — pro (i,j, k) = (4,3,2).
[4.2.B3]. a) + a12:G34-A21-Q43, — Q12-A34-A23-Q41,
b) — @11'G423°A32°A44 , — A12°A23'A34°A41 , — A14°A23'A31°A42 -
[4.2.B4]. a) vzdy + ,
b) + pron =0,1 (mod 4), resp. — pron = 2,3 (mod 4).
[4.2.B5]. a) — a12'A23°A34°A41 , b) 0.

[4.2.B6]. Navod: levou stranu rovnosti upravujte pomoci Véty 2.2.,
kapitoly IV. preformulované pro sloupce dané matice a uvédomte si, ze
ty determinanty, které obsahuji dva stejné sloupce, jsou rovny nule.

[4.2.B7]. a) 90, b) —46, ¢) =100, d) -4,
[4.2.B8]. a) —2+2i,  b) —16+20i, c) -3, d) 3v/3i.
[4.2.B9]. a) —4, resp. 8, resp. —8,

b) —10, resp. —2, resp. —2.

[4.2.B10]. A23 =59, resp. Azz3 =29, resp. Ay = 117.
[4.2.B11]. a) —195, D) 18, c) —28, d) 30.
[4.2.B12]. a) —105,  b) —18.

[4.2.B13]. a 2" +an, 12" 1+ -+ a1 +ag.

Poznamka: srovnejte zpiisob vypoctu se zptisobem pouzitym pii vypoc-
tu stejného determinantu ve cvifeni [4.2.B22].

[4.2.B16]. Navod : uzitim Véty 2.2., kapitoly IV. rozlozte | B| postup-
né na soucet celkem 2" determinantti a uvédomte si, Ze ty determinanty,

které obsahuji alespon dva radky, sestavajici pouze z ¢isel p, jsou rovny
nule.

[4.2.B17]. Hodnota determinantu zavisi na fddu n dané matice, a je
rovna:
a) (r1 —z2) - (y1 —y2) pron=2, resp. 0 pro m > 3,

b) sin(zy — z2) - sin(ys — y1) pro n =2, resp. 0 pro n > 3.



196 II1. Vysledky a ndvody k feSeni

[4.2.B18]. a) —(a2 +--- + a,). Néavod: od 1. fddku odeéist ostatni
fadky .

b) n!. Névod: 1. fadek pfi¢ist k ostatnim ¥adkdm .

c) (2n + 1)-(—1)"(n2_1) Néavod: posledni faddek odeéist od ostatnich
radkt a potom vSechny sloupce pricist k 1. sloupci.

d) 0. Néavod: vSechny Fadky pricist k 1. fadku.

[4.2.B19]. a) a;-(az — 1)-...-(ap —1). Névod: posledni rddek odecist
od ostatnich fadkt a rozvést podle 1. sloupce.

b) (-=1)"*tn-ay-...-a, 1. Navod: viechny sloupce pii¢ist k 1. sloupci
a rozvést podle 1. sloupce .

¢) (=1)"*t(n —1)-2" 2. Navod: posledni fadek odeéist od ostat-
nich rfadkd kromé prvniho, déale rozvést podle 1. sloupce, déle
vSechny sloupce pricist k poslednimu sloupci a nakonec rozvést podle
posledniho sloupce .

d) (z+a1+---+ap1) (x—a1)-...- (x —an_1). Néavod: v8echny
sloupce pricist k 1. sloupci, dale vytknout z 1. sloupce, dale 1. fadek
odecist od ostatnich radki a nakonec rozvést podle 1. sloupce.

e) (xr+a;+---+a,)2""'. Navod: posledni fadek odedist od ostatnich
radku a pak vSechny sloupce pficist k poslednimu sloupci.

n(n—1)

f) (1)~ = -(2)-n""!. Navod: od kazdého iddku odedist predchozi
radek, dale pricist vSechny sloupce k 1. sloupci a rozvést podle
1. sloupce. Déle postupovat jako ve 4.2.B18 c).

[4.2.B20]. Navod : ve v8ech piikladech vZdy nejprve odvodte rekurentni
vzorec pro | A, | a potom matematickou indukei dokazujte vztah uvedeny
v zadani. Pritom rekurentni vzorec je tvaru:

a) |An|=3-14p-1|—2-|Ap_2|, pro n>3,

b) [Ay|=7|An-1]-10-[Ap2|, pro n>3,

c) |[An|=(x+y) |Ap-1|—2-y-|Ap—2]|, pro mn>3,

d) |[Ap|=(@+1)-|Ap_1|—2-|Apn_2|, pro n>3.

[4.2.B21]. Navod: ve v8ech piikladech vZdy nejprve odvodte rekurentni

vzorec pro | A, | a potom matematickou indukei dokazujte vztah uvedeny
v zadani. Pritom rekurentni vzorec je tvaru:

a) |Ap|=(-1)""1 2.y —z-|A1|, pro n>2,

b) Az | = (2> —y®) | A1) |, pPro n>2,

c) |An|=|An-1|—-]4An—2]|, pro n>3.

[4.2.B22]. N&avod: nejprve odvodte rekurentni vzorec pro | A, | a

potom matematickou indukci dokazujte vztah uvedeny v zadani. Pfitom
rekurentni vzorec je tvaru:
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| Apy1 | = anz™ + | An|, pro n>1.
Poznamka: srovnejte zptisob vypoctu se zptisobem pouzitym pii vypoc-
tu stejného determinantu ve cvifeni [4.2.B13].

[4.2.B23]. Navod: pfi a) i b) vidy nejprve odvodte rekurentni vzorec
pro | A,| a potom matematickou indukci dokazujte vztah uvedeny
v zadéani. Pfitom rekurentni vzorec je pro a) i pro b) stejny, a to:

|An| =2 cosz-|Ap_1|—|An—2]|, pron>3.
[4.2.B25]. |B|=|A| pron=0,1 (mod 4), resp. |B|=—|A| pro
n = 2,3 (mod 4).

[4.2.B26]. Navod: pouzijte definici determinantu a zndmd pravidla

pro politdni s komplexné sdruzenymi éisly (tzn. w+ v = u + v, resp.

U-T=U-0).

[4.2.B27]. Navod: pii a) vyuzijte toho, ze ze zadéni a z predchoziho

cviceni [4.2.B26] plyne, ze |A'| = | A].

Pfi b) hledejte protiptiklad napf. pron = 2.

[4.2.B28]. Navod: uvédomte si, Ze ze zadani plyne, 7e A’ = —A.

[4.2.B31]. a) —144. Névod: po vytknuti ze 2. faddku matice dostavame
determinant V(—1,1,2,—2).

b) 2880. Néavod: po transponovini matice dostavame determinant
Vi(2,1,-2,3,-1).

c) [[(z; —x;), kde 1 < i < j < n. Névod: matici transponujte a
od kazdého sloupce, pocinaje 2. sloupcem, postupné odectéte vzdy

predchozi sloupec.

d) TI(zj —z)*, kde 1 <i<j<n.

§3: ALGEBRA MATIC

[4.3.A5]. Neexistuje. [4.3.A6]. Neexistuje. [4.3.A8]. Neexistuje.
[4.3.A9]. Neexistuje.
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0 81 39 )
[4.3.B1]. ) [5 9 3 _15]
244 —-14+3 24+ —2—i =242 -5—1
by | 648 5+5i 6-2i|, ¢ |-1—i —1 -—3—i
3—1 2—1 —2i 2447 —14¢ —-1+1
[4.3.B2].
1 -2 1 4-8&
a) [Ig 222] Cb) |11 14 —10|, o) [6+2i,6-2i], d) | 0
3 21 1 4-8i
—40 40 N
[4.3.B3]. a) [_72 40], b) neexistuje, c) Os3 .

[4.3.B4]. Navod: dikazy vedte matematickou indukci s vyuzitim toho,

7e pro kazdou ¢tvercovou matici A plati: A" = A- A1,

[4.3.B5]. Pro libovolné r;s,t,u,v € T je matice X tvaru:
T

r 3s r s 0 0
a)[ } , b) t u 0], c) 0
=95 T+9s —3r—t+3v —3s—u+v v 0

OO 3 »
O » o~
S o+ 2

[4.3.B6]. Pro r,s,t,u,v,w € R libovolné je:

__7“ r :r-l _{ 2r  2s 2t-| _{ 2r 2r —_2r-|
R PV Rl (AR Ll A

[r—s 7 s-|
ogX=1|t—-u t u

S N I M
_v—w v ’LUJ

_[oooJ’ [0 ooJ'

[4.3.B7]. Pii c¢) matice X neexistuje, resp. v ostatnich pfipadech je
hledana matice X tvaru:

111
a |18 732 | RO gerser, a1 2 3
5 -8 _4-2s s ) o

1 1 -2 -4

0 1 0 -1
]’ D) Oss, o) | 4 3 3

2 1 -6 -10
d) A* = (¢;5), kde ¢;; = (n—14a)-a""2, resp. ¢;j = —a"" 2, pro i # j.

—2i

[4.3.B8]. a) [
—342i 1+



II1. Vysledky a ndvody k feSeni 199

0 V2+V2i I -1 -4

[4.3.B9]. a) —- . -, b) 1-1-1 2 5],
2-2i —4+12i L -1 o

c) neexistuje, d) pro a =0 nebo a = —n neexistuje, jinak je:
a+n-—1 -1 L.

Al = (Cij)a kde ¢;; = m, resp. cijj = m pro t 7& 7.

[4.3.B11]. Névod: uvédomte si, Ze ve vSech pfipadech musi byt matice
A regularni (proc¢?), a tedy existuje inverzni matice A~!. Tohoto faktu
vyuzijte pti ipraviach dané maticové rovnice.

[4.3.B15]. Navod: dokazujte,Ze plati: (A'- A)' = A’- A, resp., Ze plati:
(A-AY =A-A".

[4.3.B16]. Navod: pfi a) za predpokladu, Ze matice A je reguldrni a
A" = A dokazujte, ze (A71) = AL,

Pii b) postupujte obdobnym zptsobem.

[4.3.B17]. Névod: pfi a) za predpokladu, Ze matice A je reguldrni a
A" = — A dokazujte, ze (A1) = —(A71).

Pfi b) postupujte obdobnym zptsobem.

[4.3.B18]. Navod: pii a) oznafte A = (a;;) , resp. A-A" = (¢5)
a pocitejte prvek c;; .

Pfi b) hledejte protiptiklad napf. pro m =n = 2.

[4.3.B24]. a) ano, b) ne.
[4.3.B25]. a) ano, dimW =n, b) ano, dimW =n-(n —1),
¢) ne, d) ano, dimW =n?—1.

[4.3.B26]. b) dmW(S)=3n(n+1), dmW(K)=1in(n-1).

Névod: pfi c¢) staéi dokdzat (pro¢?), ze W(S)NW(K) = {Opn} (kde
Oy je nulova matice fddu n ) a ze dim (W (S) + W(K)) = n?.

[4.3.B27]. a) H,, Hy, Hy;, H5 jsou podgrupy, resp. Hs, Hg nejsou
podgrupy .
b) hasseovsky diagram uspofddané mnoziny ({Hi,...,Hg},C) je:

H, Hs

o Hg H,

Hy
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[4.3.B29]. Navod: pii a) vyuzijte cviceni [4.3.B28] (¢ast (ii)), dale
Cauchyovu vétu a skutecnost, ze |A| =] A'].

[4.3.B30]. b) neni komutativni.

§4: HODNOST MATICE A DALSf VLASTNOSTI MATIC

[4.4.A2]. Plati, 7e 4 < h(A) <6. [4.4.A3]. Plati, 7e 0 < h(A) < 3.

[4.4.A4]. 5 < h(A) <8. [4.4.A6]. Neexistuje. [4.4.A9]. Neexistu-
je.

L L L

[4.4.B1]. a) h(A) =2, Db)h(A) =3, c)h(d) =2, d)hA)=2.
[4.4.B2]. a) h(A) =2, b)h(A) =3, c)h(4) =1

[4.4.B3]. Plati, ze h(A) =3 a dale je:

a) (B)=2, h ) =0, b) h(B) =3, h(A-B)=1,
c)h(B)=3, h 2, d) h(B) =3, h(A-B)=3.

[4.4.B4]. a) h(A) =2 pro a=3,b=2 nebo a=-5,b=2,
resp. h(A) =3 pro a# 3,—5 nebo b# 2,

b) h(A) =3 pro kazdé a,be R,

c) h(A) =2 pro a=0,b=3, resp. h(A)=3 pro a=0,b#3
nebo a#0,b=3, vresp. h(4A) =4 pro a#0,b# 3,

d) h(A) =3 pro a=0 nebo b=6,
resp. h(A) =4 pro a#0,b#6.

[4.4.B5]. a) h(A) =2 pro u= -2 nebo v=—-1—1,
resp. h(A)=3pro u# -2, v#—-1—1,

b) h(A)=1 pro u=-1+42i, v=—-1—-2i, resp. h(4) =2 pro
(u=-142i, v#—-1-2i) nebo (u#-1+2i, v=-1-2i),
resp. h(A)=3 pro u# —-14+2i, v#—-1—2i.

[4.4.B7]. Névod: pii a) hledejte protipiiklad v Matoz(R) pro r = 2.

Pfi b) lze bez Gjmy na obecnosti piedpokladat, Ze matice M je vytvo-

fena prvnimi r fadky a prvnimi r sloupci matice A. Pak k-ty sloupec

(1 < k < n) matice A napiSte jako linedrni kombinaci prvnich r sloupcti

matice A a déle postupujte sporem, tzn. predpokladejte, ze | M| =0,

neboli fadky matice M jsou linedrné zavislé. Po vypoctu vyjde, ze
prvnich r fadkd matice A je linedrné zavislych, coz je spor.

[4.4.B8]. Navod: pouzijte Vétu 4.5.2., kapitoly IV.
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[4.4.B9]. Navod: jestlize Wi, resp. Wy, resp. W5 znadi podprostor
v T™, generovany radky matice A, resp. B, resp. A + B, pak plati, ze
W3 C Wy + Wa (pro¢ 7). Pomoci tohoto faktu a véty o dimenzi souc¢tu
a priniku podprostort vyjidiete h(A + B) = dim Wj.

[4.4.B10]. Navod: pfi a) oznacte h(M) = k a ukaite, ze s—k <m—r.
Pfi b) hledejte protiptiklad napf. v Matss(R) .

[4.4.B11].
- . e 18 —10 2

a) A7l=1. _11:;, _11__2,2 , by At=1. [—24 15 —3-| )

! . [ 6 —4 2J
o 1 1 07
0 1 0 -1 . . N
-1 _ 1. ;

c) A7 =3 1 -1 o ol d) inverzni matice neexistuje.

L1 -1 -1 1]

[4.4.B12]. Inverzni matice A~! je tvaru:

—-18 —-16 —-11 12
-6 -6 -4 5
-11 -10 -7 8|’
-1 -1 -1 1

b>[
o 1 7 1 -5
d)

—484 —-726 252 229
148 222 77 —70
—-25 =38 13 12}’
-2 =3 1 1

a)

101010

1015 1 o 010101

110110

-1 0 2 0-1/, 0110 11
2 -1 -1 0 1

51 01 1 101110

011010

[4.4.B13]. Inverzni matice A~! je tvaru:

—_
|
Q
jes)
jes)
o

1-1 0 .. 0 0 .

0 1 -1 ...0 0 0 1 -a ... 0 0
a) | : o b) | i

0 0 0 1 -1 0 0 0 1 —a

0 0 0 0 1 0 0 0 0 1

9-n 1 ...1 1 29-n 1 1 11

) 1 2-n...1 1 1 -1 0 0 0

) o1 - ,d)
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[4.4.B14]. Névod: pii diikazu 7= uzijte vztahu: |A|-|A71| =1
a toho, 7e kdyz A~! mé4 celo¢iselné prvky, pak je | A=!| celé &slo. Pii
dikazu ”<=" uzijte Disledek véty 3.8., kapitoly IV. a skutecnost, ze ze
zadéani plyne, Ze adjungovand matice A* ma celo¢iselné prvky (pro¢?).
[4.4.B15]. a) pro a =0; dimW =3,

b) pro a =2 nebo a=—-7; dimW =2.

[4.4.B16]. a) je injektivni zobrazeni, neni surjektivni zobrazeni,

b) oba vztahy plati.

[4.4.B17]. Béze Wy, Wo, Wy + Wo, Wi N Wy (pokud existuji) nejsou
urceny jednoznacné, resp. pro dimenze plati:

a) dim Wy = dim Wy = 2, dim (W; + W) = 3, dim (W, N W) = 1,

=)

dim W = 2, dim Wy = 1, dim (W, + W) = 3, dim (W; N W5) = 0,

o

d dlle = dim WQ = 3, dim (Wl + WQ) = 4, dim (W1 n WQ) = 2,

)
)
) Wi =Wo=W1 +Wo =W NW5, dimW; =2,
)
e)

dile = 3, dlmWQ = 2, dim (W1 + WQ) = 3, dim (Wl n WQ) = 2,
tzn. plati: Wy C W1,

f) dlle = 3, dim W2 = 2, dim (W1 + WQ) = 4, dim (W] n WQ) = ].,

g) dlle = 2, dlmW2 = 3, dim (W1 + Wz) = 3, dim (W1 N WQ) = 2,
tzn. plati: W; C Ws,

h) dim W, = 4, diim W, = 3, dim (W + W) = 5, dim (W, N Ws) = 2.

[4.4.B18]. Navod: vyjdéte z rovnosti t1-vy + -+t vy, = 0, dosad-
te za v; a pouzijte linearni nezavislost vektori obou bazi a Cramerovo
pravidlo.

[4.4.B20]. a) {:; Z] b) {—z :% _%} ¢)

e =)
—_— = O
— O
O = = =

[4.4.B21]. Hledand béze (2) je tvaru:
a) vi=1-5i, va=25,

b) vi=-22—z+1, ve=322+2z, v3=-3z,

1 -1 0 2 2 1 0 0
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[4.4.B22]. Hledana baze (1) je tvaru:
a) up =6—2i, uy=-1+3i,
b) wy = (—3—3i, —7+i,5), s = (1+4,2,2—2i), us = (1+4i, 5+2i, 3+3).

[4.4.B23]. Transformaé¢ni rovnice maji tvar:

(xla"'axn)/:A'(ylﬂ"'ay’n)/a

kde (z1,...,oy), resp. (y1,-.-,yn) jsou souradnice obecného vektoru
x € V v bazi (1), resp. (2). Pfitom: i

C1—i 0 L2 -1
a) A= o, b) A=|-1 3 2/,

L 2+3'L 1+’L 9 -1 2J

(146 2+i 3+i [ é _} } _(1)
Q) A=| 0 1+i 2+il, )A=| ] | o

| 0 0 1+ ! 0 -1 1

KAPITOLA 5:

SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

§1: GAUSSOVA METODA
RESENf SOUSTAV LINEARNICH ROVNIC

[5.1.B1]. Kazda soustava ma jediné feSeni, a to:

a‘) (27_253)7 b) (1527_47_3)a C) (_15_1505 l)a

d) (11_%107_%71)a e) (2a_%7%a )7 f) (270a_2a_211)'
[5.1.B2]. Kazda soustava je nefeSitelna.

[5.1.B3]. Kazda soustava ma nekoneéné mnoho FeSeni, a to:

a) {(2—t,1,t)|te R}, b) {(3+3s—%t, s, —Lt, t)|s,t e R},
(1+t,2,¢, —-3) |t € R},

(% %t, %—H‘—}—s—%t, r,s,t)|rsteR},

(s, —3—2s+3t, —2+2t, 6-7t, 2t) | s,t € R},

(

, 1—s+2t, s, %,t)|s,t€R}.
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[5.1.B4]. Mnozina vSech feSeni dané soustavy je tvaru:

a) {(3707_5111)}7 b) {(3_2t1010101t)|t€R}1
c) 0 (tzn. feSeni neexistuje) , d) {(-1,r,s,t,2)|rs,teR},
£) {(0, r, 1+v25—/3t, 5,1) | r,5,t € R}.

[5.1.B5]. Mnozina vSech feSeni dané soustavy je tvaru:

a) {(2,3)},  b) {(FF#+(8+i)t, 5t) |t € C},

o) {(4&—t, ZE—(14i)t, (2—i)t) |t € C}, d) 0 (Fedeni neexistuje) .

[5.1.B6]. a) pro a # 0 nemd soustava FeSeni, resp. pro a = 0 mé neko-
ne¢né mnoho feseni tvaru: (—%—1375, —%—1975, 0, 2t),kde t € R,

b) pro a = 8 mé zadana soustava nekonecné mnoho feSeni tvaru:
(s, 442s—2t, 3—2t, t), kde s,t € R, resp. pro a # 8 mé nekonecné
mnoho FeSeni tvaru: (0, 4—2¢, 3—2t, t), kde t € R,

c) pro a = —2 nemd soustava FeSeni, resp. pro ¢ = 1 mé nekonetnd
mnoho feSeni tvaru: (1—t—s, t, s) kde t,s € R, resp. pro a # —2,1

—a—1 _1 (a+1)2)’

ma jediné feSeni tvaru: T a3 ars

d) pro a = —2 nemd soustava TeSeni, resp. pro a = 1 mé nekonec¢né
mnoho FeSeni tvaru: (1—t—s, t, s), kde t,s € R, resp. pro a # —2,1
e u 1 1 1
ma jediné feSeni tvaru (m ) o¥3 a+2),

e) pro a = 0, —3 nem4 soustava FeSeni, resp. pro a # 0, —3 mé jediné

2—a? 2a—1  a’+2a®—a—1
a(a+3) ’ a(a+3) "’ a(a+3) ’

feSeni tvaru: (

f) pro a = 0 m4a zadand soustava nekoneéné mnoho feSeni tvaru:
(—t—s,t, s) kde t,s € R, resp. pro a = —3 méa nekone¢né mnoho
feSeni tvaru: (¢, ¢, t) kde t € R, resp. pro a # 0, —3 mé jediné feSeni
tvaru: (2—a?, 2a—1, a®*+2a®>—a—1).

§2: ZAKLADNI VLASTNOSTI
SOUSTAV LINEARNICH ROVNIC

[56.2.A2]. Neexistuje. [5.2.A4]. Neexistuje. [5.2.A7]. Soustava bud
nemd feSeni nebo mé nekoneéné mnoho fefeni. [5.2.A8]. Soustava je
nefeSitelnd. [5.2.A9]. Neexistuje.

L L L
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[5.2.B1]. Dan4 soustava linearnich rovnic je:

a) nefesitelnd, b) feSitelnd, mé 1 feSeni, c¢) feSitelnd, ma nekonecné
mnoho FeSeni, d) nefeSitelnd, e) FeSitelnd, mé 1feSeni, f) Fesitelnd,
ma nekone¢né mnoho feseni.

[5.2.B2]. a) pro a = —3 nem4 FeSeni, resp. pro a = 1 ma nekone¢né
mnoho feseni, resp. pro a # —3,1 ma jediné feseni,

b) pro a = 0 nema feSeni, resp. pro a # 0 méa nekone¢né mnoho feseni,

¢) pro a+c = b+d mé nekone¢né mnoho Feseni, resp. jinak nem4 feSent,

d) pro(d=—-2 A a+b+c=0)nebo (d =1 A a =0b = ¢) ma nekonetné
mnoho feSeni, resp. pro (d # —2,1 A a,b, ¢ € R libovolné) ma jediné
feSeni, resp. v ostatnich pripadech nema resSeni,

e) pro (a=1 A b,c € R libovolné) nebo (a#1 A b=1 A c#1) nemd
feSeni, resp. pro (@ #1 A b=1 A ¢ = }) mé nekoneéné mnoho
feSeni, resp. pro (a#1 A b#1 A ¢ € R libovolné) mé jediné feseni,

f) pro (a=b A c € R libovolné) nebo (¢ =0 A a,b € R libovolné)
nebo (¢ = a+b) nemé feSeni, resp.proa#b A c#0 AN c#a+b
m3 jediné feSeni.

[5.2.B3]. a) a =3, b) zddné a, c)a € R libovolné, d)a #0,-3.

[5.2.B8]. Navod: vS§imnéte si toho, 7e v matici A je 1.Fadek souctem 2.

a 3.fadku. Pak h(A) =2 aplati: h(A) =2 <= by = by + b3 (proc¢?).
[5.2.B9]. a; #0 prokazdéi=1,...,n.

[5.2.B10]. a) (3,4,5), b) (—3+1i, —1-3; 2-3i),
¢) nelze fesit Cramerovym pravidlem, d) (-2, &, 1T 1),
e)(_3505_%a%)7 f) (25_37_35%)‘
[5.2.B11]. (2, 2,....2), kde c=(n—1)a+b.

P12 B4 alrb?_ 2
[5.2.B12]- b) ( +2ac ’ +2bc ) Jr2(/zb ) '

[5.2.B13]. a) {(2s—t, s, t,1)]|s,t € R},
b) {(=164+r+s+5t, 23—2r—2s—6t, r, s, t) | r,s,t € R}.

§3: HOMOGENNI SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

[5.3.A2]. Neexistuje. [5.3.A4]. Neexistuje. [5.3.A5]. 2 <dimW < 6.
[5.3.A8]. Neexistuje.

L L L
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[5.3.B1]. Mnozina vSech feSeni dané homogenni soustavy je tvaru:

a) {(-11t, —t, 7t) [t € R}, b) {0,0,0,¢,1) |t € R},
c) {(0,0,0,0)}, d) {(—s+7t, —s+5t, s—5t, 2s, 8t) | t,s € R},
e) {(0,0,0)}, f) {((-1+41)-z, 22, (—143i)-2) | z € C}.

[5.3.B2]. Mnozina vSech feSeni dané homogenni soustavy je tvaru:
a) {(—10t, (a+4)t, (3a—8)t|t € R},
b) proa =2 = {(7t, 21t, 39¢t) | t € R},
resp. pro a # % = {(0,0,0)},
¢c)proa=b=c=d=0 = R, resp. jinak {(0,0,0,0)},
d) proa=2 = {(3t,t,2t)|teR},
resp. pro a = ¢ = {(12¢, —7t, 30t) | t € R},
resp. pro a # 2, ¢ = {(0,0,0)}.
[5.3.B3]. Dand homogenni soustava ma nenulové FeSeni pro tyto
hodnoty parametru a:
a)a= -7, b) zadné a,
c)a=2 nebo a= -3, d) kazdé a € R.
[5.3.B4]. Névod: nejprve urcujte dimenzi podprostoru reSeni dané
soustavy linedrnich rovnic.

[5.3.B6]. Pro podprostor feseni W dané homogenni soustavy plati:
a) dimW =1, bdze napi. (6,—11,9, —4),

b) dimW = 2, béze napt. (0,0,3,1), (9,—1,13,0),

) dimW = 0, béze neexistuje,

) dimW = 2, béze napt. (7,—6,-3,0,5), (1,2,1,—4,0),
) dimW = 2, béze napt. (5,-3,1,0), (—7,4,0,1),
)

o Ao

b Y

dim W = 3, baze napt. (3,3,0,0,1),(—24,10,0,3,0),(0,1,3,0,0).

—h

[5.3.B7]. Pro podprostor feSeni W dané homogenni soustavy plati:
a) dimW =1, béze napf. (8+3i, —3, 2—6i),

b) dimW = 2, béaze napi. (0, 1+3i, 5), (5, —8+i, 0),

c) dimW = 0, béaze neexistuje,

d) dimW =1, bdze nap¥. (-2, —2, 1+1).

[5.3.B8]. Hledand homogenni soustava linedrnich rovnic je napt. tvaru:

b)$1—$2—2$3 =0

a)xy —xo—x23 =0
) 3 T —.’I?3—(E4:0
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C) x1 — o =0 d) 21 324 =0
#o —e 2 =0 2, — 3x —0
1 —x4+225 =0 ! 2 -

e) 3x1 —2xo+ w3 —4xs+3x5 =0 f) =5z +3z0+23— 1424 =0

g) 2(171 — T2 =0
I3 =0 h) 221‘1 — 131’2 + 23 — 111‘5 =0
T + x4 =0 —1321 + 8z +x4+ Sx5=0
4z, —x5 =0

[5.3.B9]. a) ne, b) ano, c) ne, d) ne.
[5.3.B10]. a) neexistuje

b) napiiklad ¢) naptiklad
8r1 4+ 5xo — x3 =0 221 + T2 =0
621 + 4o +x4 =0 211 + a3 =0

[5.3.B11]. a) ano, x =u+1t(5,—7,5,6),

b) u neni feSenim dané soustavy,

c) ano, x =u+r(5-6,0,0,1) +s-(1,-2,0,1,0) + ¢-(1,—-2,1,0,0),
d) ano, x=u.

KAPITOLA 6:

EUKLIDOVSKE VEKTOROVE PROSTORY

§1: SKALARNI SOUCIN, VELIKOST
A ODCHYLKA VEKTORU

[6.1.A3]. Neexistuje. [6.1.A4]. Neexistuje. [6.1.A5]. Neexistuji.
[6.1.A6]. Neexistuji. [6.1.A7]. Vektory jsou linedrné zavislé (zdi-
vodnéte!). [6.1.A8]. 0 < [Ju+V|| < 2 (zdivodnéte!).

L L L

[6.1.B1]. a) ne, b) ano,  c¢) ne, d) ne.
[6.1.B2]. a) ano,  b) ne, c) ne, d) ano.
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[6.1.B3]. a) ne, b) ano,  c¢) ano, d) ne.

[6.1.B4]. a) ne, b) ne, c) ne, d) ano.

[6.1.B5]. a) ano, b) ne, c) ano pro t > 0, resp. ne pro t <0.
[6.1.B7]. a) 8, b) 15, c) V13,  d) 4+/2.

[6.1.B8]. a) a=—1 nebo a=-3, b) zadné a,
c)a:—1+% nebo a:—l—%, d) zadné a .

[6.1.B10]. Navod: muZete postupovat nékolika zptisoby, napft. :
1. pouzijete postupu uvedeného v dikazu Schwarzovy nerovnosti.

2. ukazete, ze homogenni soustava linearnich rovnic

(wu) -ty + (uv)-t2 = 0
(uv)-t1 + (vv)-t2 = 0

ma nenulové feSeni a pro tyto hodnoty t1,t> pak spoctete skalarni
soucin
(t1-u+t2-v) . (tl-u+t2-v) .

[6.1.B11]. Névod: uvédomte si, 7e pro u = o nebo v = o tvrzeni plati
a zabyvejte se pfipadem u#0 A v #o.

Pti ditkazu ” =" po rozepsani rovnosti [[u+v||? = (|lu||+|v|)?
vyjde, Ze u,v jsou linedrné

zévislé a u-v > 0.

P1i dikazu 7 <=7 z predpokladiu dostanete, ze u, v jsou linearné zavislé
a uv>0.

V obou pripadech pak jiz lehce dokazete pozadované vztahy.
[6.1.B12]. Navod: pfia) vyjdéte z definice linedrni zavislosti aplikované
na vektory x,z.

Pfi b) hledejte protipifklad napi. v R2.

[6.1.B16]. Gramiv determinant G(uy, ..., u)
a) se nezméni, b) se vynéasobi ¢islem #2
c) se nezméni , d) se nezméni .

§2: ORTOGONALNOST

[6.2.A4]. n > 4. [6.2.A5]. k —dim L(uy,...,u;). [6.2.A8]. Ne-
existuje.

L L L
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[6.2.B1]. Zadané vektory
a) jsou ortogondlni, b) jsou ortonormadlni,

¢) nejsou ortogonalni, d) jsou ortogondlni.

[6.2.B2]. Zadané vektory jsou ortogonélni pro hodnoty :
a)a=5,b=-5, b)a=b=0 nebo a=b=1,
c¢) zaddné a, b, d)a=—-2b.

1 1 1 1
[6.2.B3]. (0, X5, —Z5,0), (0, %5, 25, 0).

[6.2.B4]. Zadané vektory f, fy, f3
a) tvori ortogonalni bézi, b) tvoii bézi,
¢) tvoii ortonormalni bazi, d) netvoii bazi.
[6.2.B7]. Hledanych bézi je nekoneéné mnoho. Jedna z nich je napt.:
a‘) (1’ 27 25 _1) 3 (25 37 _37 2) 3 (25 _15 _15 _2) )
b) (1,0,1,0), (0,1,0,—7),
C) (11 ]-7 11 ]-) ) (11 ]-7 11 _3) ) (41 _2a _2a 0) 3
d) (1’ ’ 1) ’ (17 15 _25 _15 _1) ’ (697 935 367 _637 153)5
e) (112 05172) (110761_110)1
£) (1,-1,0,1,1), (3,-3,4,—1,-5), (27,18,—19,1,—10),
) (0,0,3,1), (90,-10,13,39),
) (

1,2,1,-4,0), (81,—58,—29,—16,55).

g
h

[6.2.B8]. Navod: hledanych ortogondlnich bézi je nekoneéné mnoho.
Lze napt. vyjit od libovolné baze a pouzit Gram-Schmidtiv ortogonali-
zacni proces.

[6.2.B9]. Navod: Hledanych ortogonalnich bazi je nekone¢né mnoho.
Lze napr. zadané vektory ujp,us libovolnym zptsobem doplnit na bazi
prostoru R* a pak pouzit Gram-Schmidtiv ortogonaliza¢ni proces.
Vysledné ortogonalni baze je pak tvorena vektory u;,us a déle napi.
vektory :

a) (1701 _L ]-) ) (_1701 07 1) b) (247 _27 21 9) ) (07 11 170)
¢) (=7,0,1,0), (0,—1,0,7) d) (—53,21,262, —136), (—15,1,0,6).



210 II1. Vysledky a ndvody k feSeni

[6.2.B10]. Navod: hledana ortonormélni baze neni uréena jednozna¢né.
Lze napf. zadané vektory libovolnym zptsobem doplnit na bazi prostoru
R*, pouzit Gram-Schmidtiv ortogonalizaéni proces a ziskané vektory
nakonec normovat. Hledana ortonorméalni baze je pak napft.:

a‘) €, (0705170)’ %'(1715070)5 3\/_( 171504)

b) er, e, A=:(0,-4,3,1), ;4=-(~13,5,6,2)

c) e, ey, es, ﬁ-(—l, -1,2,12).
[6.2.B11]. Hledanych bazi je nekoneéné mnoho. Jedna z nich je napt.:
a) (1,1,0), (0,1,2), b) (3,2,-2), (5,8,6).
[6.2.B14]. Navod: s vyuzitim vysledku cviceni [6.2.B13] ukazte, ze
x €W <= x€[(a11,a12,..-,a1pn)s -, (Qk1,a12, -, Qkn) ]
a prejdéte k ortogondlnim doplaktm.
[6.2.B15]. Baze podprostoru W+

a) napf. (2,0,1, 1), b) napi. (2,2,1,0), (17, 10,0,—1),
¢) neexistuje, d) napt. (3,3,2,7),(3,0,-2,-9),(0,0,1,1).
[6.2.B16]. Hledanych bazi je nekoneéné mnoho. Jedna z nich je napf.:

a‘) (la Oa _1a la O)a (1535 2a 15 _3) )

b) (2,1,—1, 1 ,2), (1,-7,12,7,—-19), (1,5,—-8,-5,13),
¢) (3.-7,1,-5,9),

d) (1 0,1,0,1), (0,1,0,1,0).

[6.2.B17]. Hledanych bézi je nekonecéné mnoho. Jedna z nich je napt.:
a) (0,1,0), (3,4,-1), b) (14,21, —6).

[6.2.B18]. Ortogonalni projekce je urcena jednoznacné, a je rovna:

a) (32,-10 12y b) (-1,1,-2,3), ¢) (0,0,0,0),

d) (0’370’3)7 e) (%’_%’_%’_%)7 f) (%’_ _1’%73)
[6.2.B19]. Ortogonalni projekce je uréena jednozna¢né, a je rovna:

a) 5% — 10z + 2, b) 22% +5.

[6.2.B21]. Navod: je moZno postupovat nékolika zptsoby, napf. :

1. dokazovat, ze vektory ui,...,u,,vi,...,Vs jsou linedrné nezavislé
(Gpravou a pouzitim vysledku cviceni [6.1.B15] ).

2. uvédomit si (viz cvideni [3.3.B10] ), ze
[ui,...,up,vi,..., Vg =[ug,...,up ]+ [ Vi, .., Vs]

a pouzit vétu o dimenzi souctu a pruniku podprostorii.
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[6.2.B22]. Navod: z Gram-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu
plyne, zZe:

e, =w+u; , kde w=pi-e1+- - +pi_1-€_1.
Pak: w € [er,...,e;_1] =[uy,...,u;_1], resp. e; € [e1,...,e;_1 ]t =
[ui,...,u;_1]+. Uztim téchto faktl lze jiz lehce dokazat vSechna

uvedena tvrzeni.

KAPITOLA T7:

LINEARNI ZOBRAZENI
VEKTOROVYCH PROSTORU

§1: ZAKLADNf VLASTNOSTI
LINEARNIHO ZOBRAZENI

[7.1.A1]. b) neexistuje. [7.1.A2]. a) neexistuje. [7.1.A4]. Neexis-
tuje. [7.1.A7]. k=9,n >5. [7.1.A8]. Neexistuje.

L L L

[7.1.B2]. a) neni linedrni zobrazeni, b) injektivni linedrni zobrazeni,
c) surjektivni linedrni zobrazeni, d) linedrni zobrazeni, e) injektivni
linedrni zobrazeni, f) neni linedrni zobrazeni.

[7.1.B3]. a) ano, b) ne, c)ano, d)ne.

[7.1.B4]. a) Ker ¢ = {0}, Im ¢ =][(1,0,1,1),(1,1,0,0),(0,1,1,0)],

b) Ker ¢ =[(1,—1,1)], Im ¢ = R?

¢) Ker p =[(-1,1,0,0,),(-1,0,1,0),(-1,0,0,1)], Im p =R,

d) Ker ¢ =[(-7,1,11,0),(-3,0,5,1)], Im ¢ =[(3,5,2),(-1,2,3)],
e) Ker ¢ =1(0,3,4)], Im¢ep=[(-1,1,1,1),(1,0,0,1)],

f) Ker ¢ =[(-2,0,1,0,0),(-1,0,1,1,0),(1,2,1,1,1)],

Im ¢ =[(1,2,1),(-1,1,0)],
g) Ker ¢ = {0}, Im ¢ =[(1,0,1,0,...,1,0),(0,1,0,1,...,0,1)],
h) Ker ¢ = {0}, Im p=R".



212 II1. Vysledky a ndvody k feSeni

[7.1.B5]. b) neni injektivni, je surjektivni,

c)dim Ker p =1, dimImp=n-1, d) baze Ker ¢ je napt.: 1.
[7.1.B6]. b) je injektivni, neni surjektivni,

c) dim Ker p =0, dimIm ¢ =n+1, d) neexistuje.

[7.1.B7]. a) ¢ < [Z Z} ) = (—a+b+5c+3d, —2a+b+2c+d),

b) Kergp:{[tjs _gitis} |t,s€R}, Im ¢ = R2,

c) béze Ker ¢ napf.: [} _g] , [_? _ﬂ,bézelmg@napf. (1,0),(0,1),
0

0 1 1 -3 3
d) X_[O 0}4—7‘-[1 3}—%5-[_1 _1], kde r,s € R.

[7.1.B8]. b) ano.

[7.1.B9]. a) ano, b)ne, c)ne, d)ne, e)ano, f)ano.
[7.1.B10]. Néavod: pfi a) doplitte vektory uy,...,u; na bazi celého
prostoru V' a pouzijte zadkladni vétu o linearnich zobrazenich.

Pii b) dokazujte implikaci ” =" nepiimo a zkonstruujte dvé rtznd
linedrni zobrazeni s pozadovanymi vlastnostmi.

[7.1.B15]. Néavod: nejprve dokazujte, Ze zobrazeni ) o ¢ neni sur-
jektivni (pfi tom si uvédomte, ze dim¢ (V') < dimV’' < dimV ).
Daéle dokazujte, Ze zobrazeni 1 o ¢ neni injektivni (uZitim Véty 1.7.,
kapitoly VII. a jiz dokdzaného faktu, Ze 1 o ¢ neni surjektivni, tzn., Ze
dim Im (¢ o ) < dimV ).

§2: LINEARNI TRANSFORMACE A JEJf MATICE

[7.2.A1]. b) neexistuje. [7.2.A4]. b) neexistuje. [7.2.A6]. a) ne-
existuje. [7.2.A8]. Neexistuji.

L L L

[7.2.B2]. Navod: je-li e pevnou bazi vektorového prostoru V', pak
existuje to € T tak, Ze ¢(e) = to-e. Ukazte, Ze ¢islo ¢y splhuje poZza-
dovanou vlastnost.

[7.2.B3]. a) napf. us,usz , b) naptf. Wy = L(us,u3), Wa = L(uy, us).
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[7.2.B4].
_ 17 47 7
11 —3] {2 2 —1] 16 5 5

a) |1 0 1, by {1 -1 0}, c) | -2 -3 -2
1 2 OJ [4 3 OJ g _1 _z21
| T |

[7.2.B5].

_ 9 1 9
2 -11 6 4 2 4 4 7 5

a) |1 =7 4/, b) |-2 2 1}, | 0 3 0
2 -1 0 3 1 _1 -1 -5 -1
- 4 2 4 -

[7.2.B6].

2 010 2 1 1 1

0 2 1 1 0 2 0 O

P)lo 0 0 of 9 lo-3 0 0

0 0 0 O 0 1 0 O
[7.2.B7]. b) matice linedrni transformace ¢, resp. 9 je tvaru:
010 ... 00 0 0 0 ... 00
00 2 ... 00 01 0 ... 00
: |, resp. |00 2 ... 0 0
000 0 n : :
0 0 O 0 0 0 0 O 0 n

[7.2.B8]

4 5 3 16 47 —88 10 0

a) | -6 —9 =5, b) |18 44 —92, lo o of.

6 10 6 12 27 —59 00 —1

[7.2.B9]. a) x =(—1,2,0)+¢-(1,—-1,1) prot € R,
b) 7adné x, c) x =(3,4,4).
[7.2.B10]. Jadro a obraz dané linedrni transformace je:

a) Ker¢:[(11072)1(07113)]7 Im(p:[(]-aoa_?’)]:
b) Ker ¢ =[(1,1,-2)], Im ¢ =[(1,2,0),(3,4,2)],
¢) Ker ¢ = [22+22+3], Im ¢ =[22+2+1, z+2].

[7.2.B11]. Plati:

a) proa=0 je dimKer p =2 a dimIm ¢ =1,
pro a #0 je dim Ker ¢p =1 a dim Im ¢ =2,

b) béze Ker ¢ je napf.: u2_%u3,

baze Im ¢ je napft.: 3u;+4us, us.
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[7.2.B12]. Hledany automorfizmus je:

o((x1,22,23)) = (221 —22, 321—2%2, —T1+T2+13) .

[7.2.B13]. a) hledané linedrni transformace jsou:
(30 + ) (z1,72)) = (3z1+72, 221 +215) ,
(pov)((z1,22)) = 3 (z1422, —22),

(Yo )((z1,22)) = (2T1+72, 5T1—2T2)
B o) (z1,22)) = 3-(2z1 422, 21—22),

b) maticemi linedrni transformace ¢, resp. v, resp. ¢+, resp. o),
resp. ¥ o ¢, resp. 3¢ jsou po radé matice:

—14 -23 11 16 -3 -7

9 15]° -5 —7|"’ 4 8|’
-39 —63 -10 —-13 —42 —69
24 39|° 7 10)|° 27 45"

44 44
[7.2.B14]. C = [ s }

_3 95
(109 34

[7.2.B15]. C = [93 29].

[7.2.B18]. b) dimH = n-(n — k).

J-
[7.2.B20]. a) ano, b) ne (zde je |A|#|B]).
J-

[7 2.B21 Hledana matice S neni urcena jednoznac¢né. Napf. je:

T R B

[7.2.B23]. Navod: pii a) si uvédomte, ze je-li napf. A reguldrni matici,
pak lze psat: A-B = A-B-A-A7! odkud jiz lehce plyne tvrzeni.

Cést b) neplati (staci napf. vymyslet matice A, B € Mat,,,,(T) tak, Ze
A-B=0p,,ale B-A# 0,,).

[7.2.B24]. a) A2 — 6\ + 13; redlné koteny neexistuji

b) A2 —6A+13; A\ =3+2i, Ao =3—2i,

c) =X +8A2+9X; A =0, a=-1, \3=09,

d) =A% —14); ) =0.

[7.2.B25]. Navod: rozepiste determinant | A — \-E,, |.

[7.2.B26]. Navod: vyuzijte toho, 7e |A— XE,|=|(A - X\-E,)"|.
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§3: VLASTNI VEKTORY A VLASTNI
HODNOTY LINEARNIf TRANSFORMACE

[7.3.A5]. Neexistuje. [7.3.A8]. Neexistuje. [7.3.A9]. Neexistuje.

L L L

[7.3.B1]. a) ne, b) ano.

[7.3.B2]. Névod: nejprve dokazujte, ze ¢(W) a U jsou podprostory

ve V a potom dokazujte, ze ¢(WW) a U jsou invariantni vzhledem k ¢

(pfitom vyuZijte pfedpoklad, Zze (W) C W ).

[7.3.B3]. Navod: pii b) si uvédomte, 7e ze zaddni a z a) plyne, 7e

e (W) =W.

[7.3.B4]. Vlastni hodnoty jsou:

a))\lzl,)\2:2, )\3:3, b))\1:)\2:)\3:—1,

C) AM=—1, a=X3=1, d) M=1, Xo=243i, A3 =2-31i,

e) )\1:—2, /\2:A3:A4:2, f) )\1:)\2:0, )\3:/\4:1.

Vlastni vektory jsou tvaru:

a) t-(1,0,—1), resp. ¢(1,1,-1), resp. ¢t-(0,-1,1), kdet #0,

b) ¢(2,—-1,1), kdet#0,

c) t(3,5,6),kdet # 0, resp. ¢1-(2,1,0)+t2(1,0,—1), kde ¢1, t2 nejsou
soucasné rovny nule,

d) ¢(1,2,1), resp. t-(3—3i,5—3i,4), resp. t-(3+3i,5+ 3i,4),
kde t # 0,

e) t1-(1,1,0,0) + ¢2-(1,0,1,0) + #3-(1,0,0,1), kde 1,2, t3 nejsou sou-
Casné rovny nule, resp. ¢(—1,1,1,1), kde ¢t #0,

f) ¢1-(0,1,0,0) + ¢2-(0,0,1,0), kde t;,%> nejsou soucasné rovny nule,
resp. t-(0,0,0,1), kde t #0.

[7.3.B5]. a) (=\)""1, b) vlastnf hodnoty: A\ = --- = A\yp1 = 0;
vlastnimi vektory jsou vSechny nenulové konstantni polynomy.
[7.3.B6]. Névod: pfi dikazu ” = ” vezméte bazi uy,...,u, prostoru

V a uvédomte si, Ze podle predpokladu plati:

plu) = A A gl ok wg) = Mg 4oy
7 linedrni nezavislosti vektori baze vsak plyne, ze A\ = --- = A\, = A,
odkud jiz lehce dostanete, ze \ = tq.
[7'3‘B9]‘ {0}7 [111 ] ’ [112] 3 R2 .
[7.3.B11]. Néavod: dukaz ” =" vedte sporem a vyuZijte toho, 7e
vektory uy,...,u, musi byt linedrné nezavislé (pro¢?).
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[7.3.B12]. a) {o}, resp. [3u;—us+2us], resp. V,

b) {o}, resp. [2u;+2us—u3], resp. libovolny 1-dimenziondlni pod-
prostor v [u;+us, —u;+us], resp. libovolny 2—-dimenzionélni pod-
prostor obsahujici vektor 2u;+2us—usz, resp. [u;+us, —uj+uz],
resp. V.

[7.3.B13]. Névod: uvédomte si, Ze

|A=AE, [ = (=1)"\" 4+ (=1)" a1 + -+ 4 @pn) A"+ + | A]

a zaroven podle piedpokladu | A — AE, | = (A1 = A)-...-(Ap — A), tzn.

A = ABuJ=(=1)" X" + (1) (g A AP o (A,
Pak porovnanim koeficientii u A"~! a A° dostanete vztahy a), b).
P1i dikazu c) si uvédomte, Ze :

[A=AE,| =M = A)..-(An =)

|[A+AE, | =]A—(-NE, =M +A)...-(An + )
a vynasobte levé a pravé strany obou rovnosti.

[7.3.B15]. N&évod: uvaZte napf. linedrni transformace ¢, resp. o
zadané maticemi A, resp. B tvaru:

110...00 -1 00 ...00
010...00 1-10 ...00
A=1001 00], B = 0 00...00
000...01 0 00...00

Pak zfejmé Ay = 1 je vlastni hodnotou ¢, resp. A = —1 je vlastni

hodnotou v, ale A\; + As = 0 neni vlastni hodnotou ¢ + ¢, jak plyne
7z tvaru matice A + B.

§4: ORTOGONALNI ZOBRAZENI, ORTOGONALNI MATICE

[7.4.A2]. Neexistuje. [7.4.A3]. Neexistuje. [7.4.A4]. dimV = 0,
resp. dim V' > 0. [7.4.A6]. Neexistuje. [7.4.A7]. Celkem 8 matic.

L L L

[7.4.B1]. a) ano, b)ne, c)ano, d)ne, e)ne, f)ano.

[7.4.B6]. Névod: uvédomte si, Ze jestlize u je bazi prostoru V', pak
p(u) = r-u, pficemz vSak (podle Véty 4.4.3., kapitoly VIL. ) musi byt
r==l1.

[7.4.B9]. Néavod: pii dikazu vyuzijte vysledku cvifeni [ 7.4.B8].
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[7.4.B13]. a) ne, b) ano, c)ne, d) ano.
[7.4.B14]. a) bud r = %, s= %, t= % a detA=
nebo r:—%, s:—%,t:—% a detA=-1,

b) bud r=4%,s=2t=2 a detA=
4

[7.4.B15]. a) ano, b) ne.
Matici A neni nutné pocitat, ale sta¢i pouze ovéfit, zda jsou obé béze
ortonormalni.



218

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]
[10]

LITERATURA

BECVAR, J.: Uvod do algebry, skriptum UK, fakulta matematicko-
fyzikélni, Praha 1984

BIRKHOFF, G.—MAC LANE, S.: Prehl’ad modernej algebry,
(slovensky preklad), Alfa, Bratislava 1979

BUKOVSKY, L.: Mnoziny a vselico okolo nich, Alfa, Bratislava
1985

DURBIN, J.R.: Modern Algebra (anglicky), John Wiley & Sons,
New York 1985

FLACHSMEYER, J.-PROHASKA, L.: Algebra (némecky),
Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1978

GLEICHGEWICHT, B.: Algebra (polsky), Panstwowe Wydaw-
nictwo Naukowe, Warszawa 1983

HORAK, P.: Algebra a teoreticka aritmetika I., skriptum UJEP,
fakulta prirodovédecka, Brno 1987

KATRINAK, T.: Algebra a teoretickd aritmetika I., Alfa, Bratislava
1985

LEGEN, A.: Grupy, okruhy a zvizy, Alfa, Bratislava 1980

NOVOTNY, M.: S algebrou od jazyku ke gramatice a zpét,
Academia, Praha 1988



[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]
[17]
[18]
[19]

[20]

219

SBIRKY PRIKLADU

BICAN, L.: Linearni algebra v ulohéch, skriptum UK, fakulta
matematicko-fyzikalni, Praha 1979

BICAN, L.-NEMEC, P.-TRCH, M.: Sbirka tloh z algebry pro
uditelské studium, skriptum UK, fakulta matematicko-fyzikalni,
Praha 1984

FADDEJEV, D.K. SOMINSKIJ, I.S.: Zbierka tiloh 7 vysiej algebry
(slovensky pieklad), Alfa, Bratislava 1968

LOMNICKI, A.-MAGDON, M.: Algebra liniowa z geometria
analityczng w zadaniach (polsky), Wydawnictwo naukowe WSP,
Krakéw 1986

KAPRALIK, P.-TVAROZEK, J.: Zbierka rieSenych prikladov a
uloh z linedrnej algebry a analytickej geometrie, Alfa, Bratislava
1987

KOSTRIKIN, A.I: Sbornik zada¢ po algebre (rusky), Nauka,
Moskva 1987

PROSKURJAKOV, LV.: Sbornik zada¢ po lingjnoj algebre (rusky),
Nauka, Moskva 1984

PYTLICEK, J.: Cviceni z algebry a geometrie, skriptum CVUT,
fakulta jaderna a fyzikalné inzenyrska, Praha 1985

SVATOKRIZNY, P.: Line4rna algebra v tlohéach, Alfa, Bratislava
1985

SZYMICZEK, K.: Zbiér zadani z teorii grup (polsky), Panstwowe
Wydawnictwo Naukowe, Warszawa 1989



220

OBSAH

Uvod ... 3
I.ReSené piiklady ................ooiiiiiiiiiii i, 5
IT. CVICeNI ... e 38
Kapitola 1: Opakovani a doplnéni stredoskolské latky .......... 39
§1: Zakladni logické pojmy ........ ...l 39
§2: Zakladni mnoZinoveé pojmy ............cceiiiiii i, 42
§3: Zakladni vlastnosti celych ¢isel ........ ... .. . oL 45
84: Relace ... .ot 47
§5: Zobrazeni ...... ... e 51
§6: Usporddané mnoziny ............c.cevieiiinieiaiinieeann.. 55
§7: Ekvivalence a rozklady .......... ... ..ot 58
Kapitola 2: Zakladni algebraické struktury ..................... 62
§1: Struktury s jednou operaci .......... ... 62
§2: Podstruktury struktur s jednou operaci .................... 68
§3: Struktury se dvéma operacemi a jejich podstruktury ....... 73
§4: CISEINA tElESA ...\ vv ettt e 79
Kapitola 3: Vektorové prostory ........... ..o, 81
§1: Vektorovy prostor nad ¢iselnym télesem .................... 81
§2: Podprostory vektorového prostoru ............. ... .. ... 84
§3: Linearni zavislost a nezavislost vektort ..................... 88

§4: Baze a dimenze vektorového prostoru ...................... 93



221

Kapitola 4: Matice a determinanty ................... ... 100
§1: Poradi a permutace ... 100
§2: Determinanty .............iiieiiiiiii e 103
§3: Algebramatic ...... .o 111
§4: Hodnost matice a dalsi vlastnosti matic ................... 118
Kapitola 5: Soustavy linedarnich rovnic ............... ... ... ... 126
§1: Gaussova metoda FeSeni soustav linedrnich rovnic ......... 126
§2: Zakladni vlastnosti soustav linearnich rovnic .............. 129
§3: Homogenni soustavy linedrnich rovnic ..................... 133
Kapitola 6: Euklidovské vektorové prostory ................... 138
§1: Skalarni soucin, velikost a odchylka vektord ............... 138
§2: Ortogonalnost ...... ..ot iniii i 142
Kapitola 7: Linedrni zobrazeni vektorovych prostord .......... 150
§1: Zakladni vlastnosti linedrniho zobrazeni ................... 150
§2: Linearni transformace a jeji matice ....................... 154
§3: Vlastni vektory a vlastni hodnoty linearni transformace ... 160
§4: Ortogondlni zobrazeni, ortogonalni matice ................ 164
III. Vysledky a navody k feSeni .................................. 168
Literatura ........... .. ... 218

Sbirky PEKIAAEL - ...\ e e 219



