KOMBINATORIKA

Cile: 1. Ovladat pojmy faktorial, kombinacni ¢islo, umét aktivné vyuzit vlastnosti
kombinacnich Cisel, Pascaliiv trojuhelnik vcetné pfislusné terminologie a
symboliky.

2. Chapat spravné pojmy variace, permutace, kombinace a to bez opakovani i
s opakovanim. Aktivne€ ovladat vzorce pro pocCty téchto skupin.
3. Umét feSit kombinatorické tlohy vcetné uziti kombinatorickych pravidel souctu a
soucinu.
4. Aktivné ovladat binomickou vétu.

Podnét pro kombinatorické uvahy byly v 17. stoleti riizné hry s kostkami a hry karetni.
Jednalo se o urceni pravdépodobnosti vyhry.
Dnes je soucasti finitni matematiky, ktera sleduje vlastnosti kone¢nych mnozin.
Nelze ovérit vysledek, prace v mnoziné ptirozenych ¢isel /kromé nuly/.

»Kolika zpusoby lze vybrat, sefadit, usporadat jisté objekty?*“ Takové ulohy se
kombinatorika snaZzi rozttidit do skupin ¢i typl a pro kazdy typ ulohy formuluje obecnou
metodu feSeni — naptiklad v podobé vzorce.

Motivaéni tloha: Urcete pocet prirozenych dvojcifernych cisel, v jejichz dekadickém zapisu
se kazda, vyskytuje nejvyse jednou.

ReSeni: na misté desitek se vyskytuji postupné cifry 1 -9, ke kazdé z nich Ize

zmnoziny 0,1,2............. 9 vytvoftit vSechna dvojciferna Cisla tak , ze
se cifry neopakuji

1 krat 9 zbyvajicich

2 krat 9 zbyvajicich

3 krat 9 zbyvajicich

atd.
celkem tedy vytvofim 9.9 = 81 cisel

Aniz si uvédomujeme pouzili jsme k feSeni prvni z kombinatorickych pravidel —
pravidlo soucinu.



KOMBINATORICKA PRAVIDLA
Predchazejici jednoducha tloha vede k zavedeni kombinatorického pravidla soucinu:

Predpokladejme, Ze mame vybrat dva prvky a,b pficemz vybirdme prvni z konecné
neprazdné mnoziny A a druhy zkonecné neprazdné mnoziny  B. V pfipad¢, ze vybér
prvku b je nezavisly na vybéru prvku a, je celkem A . B moznosti, jak vybrat tyto prvky.

Jednd se tedy o pocet vSech uspotfaddanych k-tic, jejichz prvni Clen lze vybrat n,
zpusoby, druhy n, zplisoby po vybéru prvniho, ......... , kazdy k-ty ¢len n,, n,,...,nx zpisoby
po vybéru (k — 1) ho c¢lenu.Tento pocet je roven sou¢inu Ny . Nz . .....Nk

Kombinatorickym pravidlem soucinu lze fesit vétSinu kombinatorickych uloh, feseni
je vSak zdlouhavé.

Jestlize je ukolem zjistit pocet prvkl n¢jaké mnoziny M, mizeme mnozinu M
rozlozit na n€kolik disjunktnich podmnozin , M=M;+M,+ ............. + My, a urcit pocty
prvkti mnozin Mj. Tim je zavedeno kombinatorické pravidlo souctu.

Tento poCet je roven M| = |M;| + M| + [Ms| +........... + | My

Pro feSeni uloh nejen témito pravidly je nutné definovat nejzakladnéjsi pojem
kombinatoriky a to faktorial.

Faktorial cisla n je soucin prirozenych ¢isel 1 aZ n a znacime jej vykri¢nikem
za danym ¢islem , obecné n!.
Matematicky to nejsnaze zapiSeme jaksi odzadu, tedy takto :
n! =nmn-1)(n-2)(n-3)...3.2.1

Nula neni pfirozené Cislo, ale pokud jsme nuceni vyjadiit v nékterém vztahu 0! |
definujeme ji jako 1. Pfitom chceme- li faktoridl rozlozit jen c¢aste¢né, mizeme kdykoli

piestat a posledni ¢len zase povazovat za faktorial tedy, napt.:
nl=nn-1)n-2)!

vvvvvv

1. Rozlozte (n+1)!
Napt. (n+1)!=(n+1)(n)(n-1)(n-2)!

2. Dokazte , zeplati (n+1)! -nl=n.n!
Reseni : provedeme rozklad (n+1)!

(n+1).n!—n!=nn!
vlevo vytkneme n!

nl.(n+1-1)=n.n!
po upraveé dostavame

n.n! =n.n!



Je dulezité si zapamatovat, ze faktorial je pouze symbol, ktery sdm o sob¢
nelze ani vytknout ani vykratit, zrovna tak jako s nim nelze naptiklad roznasobit
zavorku.

Pti vyskytu faktoridlti ve zlomku rozvadime vétsi vyraz tak dlouho, dokud se
neobjevi dva stejné vyrazy v Citateli 1 ve jmenovateli, které pak muizeme vykratit.
Sledujte apravy nasledujicich zlomkd.
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Procvicéte si :

1. Vet je dvanact vojaka. Kolik riznych dvojClennych hlidek znich lze
sestavit , jestliZze prvni z dvojice ma byt velitelem?

(132)

2. Je dan c¢tverec ABCD a na kazdé jeho strané m  vnitfnich bodt. Urcete
pocet vSech trojuhelnikit XYZ ,jejichz vrcholy lezi v danych bodech a na
riznych strandch ¢tverce ABCD.

(1/6(4n.3n.2n)=4n?)

3. Upravte
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Obecné metody FeSeni - zakladni typy kombinatorickych uloh

1. Bez opakovani
a/ zalezi na poradi:
-variace
-permutace

b/nezalezi na potadi:

-kombinace

Skupiny

2.8 opakovanim
a/z4lezi na poradi
-variace
-permutace
b/nezélezi na poradi
-kombinace



Skupiny bez opakovani
VARIACE bez opakovani
zakladni formulace tlohy: ,,Kolik uspotfadanych k-tic 1ze vytvofit z n prvkia?
,Kolika zplisoby lze z n objektli vybrat k<n objekt,jestlize zalezi

na potradi vybéru?*

Variace je pofet mozZnosti sestaveni k skupin z n ruznych prvkii, kde zaleZi na poradi
prvki v kazdé skupiné, av§ak prvky se vyskytuji nejvyse jednou.

Pocet variaci oznaCujeme V(k,n) = keN,neN, 1<k <n

(n —k)!

Vzorové ulohy:
1.Najdéte vSechna trojmistnd Cisla vytvorena z Cislic 1 aZ 6, aniZ by se ¢islice opakovaly.

Reseni: sestavujeme skupiny 3 ¢isel, v nichz je jasné, ze zalezi na potadi, protoze napf. ¢islo
246 neni totéz jako 642

V(3,6) = 120

2. Kolik jedno az trojcifernych ¢isel 1ze vytvotit z ¢islic0, 1,2 ,...,9,jestlize se cifry
vyskytuji nejvyse jednou.

Reseni:
n=1{0,1,2,34,5,6,789} n=10
k: 1,2,3
jednociferna  V(1,10) =10
dvojciferna 1 . 9 zbyvajicich /kromé 1/
2 . 9 zbyvajicich /kromé¢ 2/

0.9 —nelze ,tim bychom vytvofili jednociferna ¢isla

celkem dvojcifernych V(2,10) - V(1,9) /odecteme ta Cisla, kterd zacinaji nulou/
V(2,10) - V(1,9) =281
trojciferna  /postup se opakuje, od celkového poctu musime odecist ¢isla
zaCinajici nulou, ta by byla dvojciferna/
V(3,10) - V(2,9) =648

celkem vsSech : V(1,10) + V(2,10) — V(1,9) + V(3,10) — V(2,9) = 739



3. Kolik riznych umisténi mize byt na prvnich tfech mistech pii hokejovém mistrovstvi,
jestlize se ho ucastni 8 druzstev?

Reseni: - pfi umisténi zalezi na potadi, nelze aby druzstvo bylo prvni a zaroven tieti
- jedna se tedy o variace bez opakovani tfeti tfidy z osmi

V(3.,8) =336

Procvidte si:

1. Kolik trojcifernych ptirozenych ¢isel délitelnych péti lze sestavit z ¢islic 1,2,3,4,5
jestlize se Cislice neopaku;ji?

(12)

2. Kolika zptisoby zvolite tiidni vybor, ktery se sklada z predsedy, pokladnika a
referenta, je-li ve tfidé 20 zaka?

V(3,20)



PERMUTACE bez opakovani

zékladni formulace ulohy : ,,Kolika zpusoby lze sefadit do fady prvky konecné
neprazdné n — prvkové mnoziny?

Permutaci n prvki, rozumime skupiny v§ech n prvki, usporadanych v kazdém moZném
poradi.

n! n!

Pocet permutaci oznacujeme  P(n,n) zm = o =;0!=1

P(n,n) =n!
Permutace je zvlastni ptipad variace kde n=k.
Vzorové ulohy:

1. Kolika zpusoby Ize rozsadit pét hostti do péti kiesel?

Reseni:
- hledame 5-ti prvkové mnoziny z 5-ti prvka

P(5)=5!=120
2. Kolika zptsoby lze vedle sebe ulozit Sest riznych knih?
ReSeni:
- mame najit Sestiprvkové mnoziny

P(6) = 6! = 720

3. Vozy tvofti kolonu takto — 2 vozy Skoda, 3 vozy opel, 4 vozy fiat. Kolika zptsoby
1ze setadit kolonu jestlize jsou stejna vozidla za sebou?

- jedna se o uspotadané trojice ! P(3)=3!=6

Procviéte si:

1. Kolik riznych Sesticifernych ptirozenych ¢isel 1ze napsat pomoci ¢islic
1,2,3,4,5,6.jestlize se Cislice neopakuji?

( P(6) =720)
2. Kolika zptisoby muze stat za sebou pét vojakit ABCDE tak, aby
a/ vojak A byl prvni a vojék E posledni (P(3)=6)
b/ vojaci CDE stali za sebou v libovolném potadi (P(3).P(3)=36)

3. S pfipominkami k navrhovanému zdkonu chce v parlamenté vystoupit Sest
poslanct, urcete pocet vSech moznych potadi jejich vystoupeni.
( P(6)=720)



KOMBINACE bez opakovani
zakladni formulace tlohy: “Kolika zpisoby lze z n riznych objektl vybrat k ( k<n)
objektti, nezalezi-li na potadi vybéru?*
,» Kolik k-prvkovych podmnozin ma n-prvkovd mnozina?*

Kombinace je pocet v§ech sestavenych k skupin z n prvkii,kde nezéaleZi na poradi.

Plati:
V(k,n)=k!K(k,n)

Cely postup ilustruje schéma pro 2¢lenné variace ze tfi prvktia, b, c.

2¢lenné variace z prvktia, b, ¢

(a,b) (c,b) (a,c)
(ba) (b,c) (cla) => V(2,3)=6

} } !
(a,b) (b,e) (ac) = K(2,3)=3

zavér: V(2,3) = 2! K(2,3)

n!

Pocet kombinaci oznat¢ujeme K(kn)=—7
/ (o) =l —4):
Tento vyraz se v kombinatorice vyskytuje velmi Casto, proto je pro né¢j zaveden
zvlastni symbol  ( ¢te se ,, n nad k ,,) a nazyva se kombinacni ¢islo. Vzhledem k vyznamu je
mu vénovana zvlastni kapitola, kde se dozvite jaké vlastnosti toto Cislo ma.

Ptikladem kombinaci bez opakovani je tfeba pocet moznosti telefonniho spojeni mezi dvéma
skupinami deseti Ucastnik tak , aby kazdy vzdy hovoftil pouze s jednim ze skupiny, a pfitom
jsou k dispozici jen 3 telefonni linky. Pocet prvki je zde pocet Gcastnikl ve skupiné / kazdou
linkou jsou spojeni dva Ucastnici soucasné/ , tfidu tvofi pocet linek — tedy
Reseni:

n=10 ,k=3 K(3,10)=120

Vzorové ulohy:

1. Na polici je 40 knih. Kolika zpusoby lze vybrat dve?

ReSeni:
n=40
k=2 - nezalezi na pofadi vyberu K(2,40) =780

2. V roving je dano 24 raznych bodt, z nichz Zadné tii body nelezi na téze ptimce. Vypoctéte,
kolik je t¢émito body ur€eno : a/ pfimek
b/ trojuhelnika



Reseni:
ad a/ pfimka je jednozna¢né ur¢ena dvéma body nebo-li hledame dvojice z 24 prvki
k=2, n=24 | nezélezi na potadi K(2,24)=12.23=276

Predstavme si, Ze ze 24 bodl pravé 6 umistime na jednu primku.

- musime pak vyjit z celkového poctu pfimek a od néj odecist ty, které by mohlo
tvofit téchto 6 boda

- nezapominame na tu jedinou piimku na niz lezi téchto Sest bodt

pro vypocet pak plati : K(2,24) -K(2,6)+1

ad b/ trojuhelnik tvofi rovinu a ta je dana 3 body, nebo-li hledame trojice z 24 prvki
k=3
,n=24  nezalezi na poradi K(3,24)=23224=

3. Urcete kolika zpiisoby je mozno ze sedmi muzi a Ctyf Zen vybrat SestiClennou skupinu,
v niz jsou: a/ praveé dveé zeny
b/ asponi dvé zeny

ad a/ - pro Sesticlennou skupinu Ize dv¢ zeny ze Ctyi vybrat K(2,4)  zplsoby,
zbyvajici Ctyfi muze ze sedmi K(4,7) zplsoby
- podle kombinatorického pravidla souc¢inu je mozno skupinu utvotit K( 2,4 ) .
K(4,7)=210 zplsoby

ad b/ - ma-li Sesti¢lenna skupina obsahovat aspon dvé zeny, obsahuje prave dve,
anebo praveé tii, anebo prave Ctyii Zeny
- pocet zptsobu jak Ize skupinu utvofit je
K(2,4)K(4,7)+K(3,4)K(3,7)+K(4,4)K(2,7)=371 zpusobi

4. Je dano n bodii , z nichz zadné ze Ctyt nelezi v jedné roving, urcete pocet rovin.
- rovina je dana 3 body , tzn. ze k=3
- vybirame trojice z n bod, u nichz nezélezi na potadi

k(G- [§)

Procviéte si:

1. Petr ma sedm knih, o které se zajima Ivana, Ivana ma deset knih, o které se zajima
Petr. Urcete , kolika zpiisoby si Petr miize vymeénit své dvé knihy za dvé Ivaniny.
(K(2,7).K(2,10)=945)
2. Urcete, kolika zptisoby mtize m chlapct a n divek utvofit tane¢ni par.
(K(1,m).K(1,n)= m.n)

3. Urcete kolika zplisoby je mozno ze dvaceti osob vybrat deset, pozadujeme-li aby
mezi vybranymi a/ nebyl pan A (K(10,19))
b/ nebyli zaroven panové A, (K(10,20)-K(8,18))

¢/ byl aspon jeden z pani A,B (2K(9,18)+K(8,18))



Skupiny s opakovanim

Variace s opakovanim

zakladni formulace ulohy:* Kolika zptsoby lze z danych n objektii vybrat k objektt, jestlize
zélezi na poradi vybirani a ptipustime-li,Ze objekty mohou byt
vybirany vicekrat?*

Kazdy takovy vybér nazyvame k-prvkovou variaci s opakovanim z n prvki.
- uvédomime si pojem ,,variace a dodejme, Ze prvky se mohou opakovat

- toto opakovani je potfebné k sestavovani ¢iselnych skupin

motivacni uloha: Najdéte pocet variaci skupin trojmistnych ¢isel z Cislic 1 az 6 jestlize.
a/ Cislice se neopakuji
Reseni:
- zde se jedna o Cistou variaci bez opakovani V(3,6)=120

b/ ¢islice se opakuji

Reseni:

- Ize vytvofit Cisla 1 1-6 1-6 (ptifadi)
2
3
6 1-6 1-6

6.6 .6 provypocetplati 6.6.6=6
Sest moznosti na misté stovek, desitek, jednotek
Pro variaci s opakovanim plati ~ V‘(k,n) =n*

Vzorové ulohy:

1. Urcete,kolik znacek Morseovy abecedy Ize utvofit sestavenim tecek a ¢arek do skupin o
jednom az tech prvcich.

Reseni:

- Morseova abeceda obsahuje jako prvky tecku a ¢arku, n=2

- v sestavovani se tedy prvky opakuji, ale stale zalezi na potadi/ vyznam abecedy/
- skupiny tedy mohou obsahovat stejné prvky, k=1,2,3

Pro vypocet plati: V*(1,2) + V*(2,2)+V‘(3,2)=2+22+23=14
2. Vjisté zemi je statni pozndvaci znacka tvorena uspofadanou sedmici , jejiz prvni tii ¢leny

jsou pismena a dalsi ¢tyfi Cislice.Uréete, kolik poznévacich znacek maji k dispozici,
mohou-li pro prvni ¢ast znacky pouzit kazdé z 28 pismen.



Reseni

- prvni ¢ast znacky je usporadana trojice vybrana z 28 pismen, kterd se mohou
opakovat

- jejich pocet je V*( 3,28) =282

- druha ¢ast znacky je uspotfadand Ctvetice vybrana z deseti Cislic, které se také mohou
opakovat

- jejich pocet je V*(4,10) = 10000

- podle kombinatorického pravidla sou¢inu pak plati

V4(3,28). V(4,10 )=28.10000 =219 520 000 poznavacich znadek

Kolik riznych telefonnich stanic lze zapojit na telefonni centralu, jestlize jsou vSechna
Cisla stanic péticiferna?Kolik muze byt téchto stanic, predpokladame-li, ze Cislo nemuze
zacinat Cislici 0?
Reseni:
- ¢isla telefonnich stanic jsou usporadané pétice tvorené z deseti Cislic
- jejich pocet je proto pocet variaci s opakovanim paté tfidy z deseti prvki
V¢(5,10) =100 000

- péticifernych Cisel, ktera zacinaji Cislici 0, je tolik, kolik je variaci s opakovanim
ctvrté tiidy z deseti prvka
- jejich pocet je  V*(4,10)=10000

- pocet stanic , jejichz Cislo nezacina ¢islici 0, je
V(5,10)—-V*(4,10) =100 000 — 10 000 =90 000

Procvicte si:
1. Kolik riznych Ctyteifernych Cisel 1ze sestavit z €islic 5, 6 , 8?
(V'(4.3))

2. Hodime tfemi hracimi kostkami — bilou,modrou a Zlutou. Kolik riznych vysledka
dostaneme?
( V'3.6))
3.Kuftik mé heslovy zamek, ktery se otevie , kdyz na kazdém z péti kotouct
nastavime spravnou ¢islici. Téchto ¢islic je na kazdém kotouci devét.Urcete pocet
pokusi, které je nutno provést, chceme-li kuftik otevfit jestlize jsme zapomnéli
heslo.
(V'(5,9)



Permutace s opakovanim

zékladni formulace ulohy: ,,Mé&jme k; objekt prvniho druhu,k, objekti druhého

pocet

druhu...... atd. az ki objektii k-tého druhu.Kolika
zpusoby lIze téchto ki +k,+...+ki objekti usporadat

do rady?*
Kazdé takové usporadani nazyvame permutace s opakovanim a jejich celkovy
oznafujeme Pé(Ki,k2,Kspeeeennnn. ki) a vypocteme
b o+, 4+ k)
kL, Lk =|:I L 1
P Kk b d =

Vzorové ulohy:
1. Urcete pocet vSech anagramd, jez lze vytvoftit ze slova KOMBINATORIKA.

Reseni:

- vytvotime skupiny stejnych pismen, ty budou postupné tvofit k.. ..k
A-2B-1,I-2,K-2,M-1,A-1,0-2,R-1,T-1
celkem 13 pismen, kterd se mohou jakkoli zaménovat

13!
pocet takto vytvofenych anagrami je  P¢( 2,2,2,2,1,1,1,1,1) :E

2. Kolika zplisoby miize aranzér umistit do vykladni skiin€ 3 stejné Cervené svetry, 2
stejné modré sukn¢ a 3 stejné zelené kabaty?
Reseni:

- vytvotime postupné skupiny k; =3, k,=2,k;=3

- mnoZzina ze které vybirdme je ddna souctem skupin tzn. k;+k,+k;=8

pocet moznosti umisténi je  P‘(3,3,2) =560

3. Urcete pocet vSech ctyfcifernych piirozenych ¢isel délitelnych deviti,v jejichz
dekadickém zépisu se vyskytuji pouze cCislice 0,1,2,5,7.
Reseni:

- ciferny soucet danych cisel musi byt délitelny deviti, tzn. pfichazeji v uvahu soucty
27,18, 9 ,vzhledem k zadanym ¢islicim nelze ziskat soucet 27

- soulet 18 Ize dostat pouzitim &islic 7,7,2,2 anebo 7,5,5,1

- soucet 9 utvofi pouze ¢islice 7,2,0,0 nebo 7,1,1,0 nebo 5,2,2,0 nebo 5,2,1,1

- pocet takovych Cisel je patrny z nasledujiciho zapisu

7,722.......... P‘(2,2)=6

7,551.......... P(1,2,1)=12

7,2,0,0.......... P«(1,1,2)-P(3)=6 ¢isla nesmi zac¢inat nulou,jinak trojciferna
7,1,1,0.......... P<(1,2,1)-P(1,2)=9

522,0......... P¢(1,2,1)-P(1,2)=9

52,1,1.......... P(1,1,2)=12

- pocet vSech takto tvotenych étyfcifernych prirozenych ¢isel je dan souctem
jednotlivych vypocta 6+12+6+9+9+12=54



Procvicte si:
1. Urcete pocet vSech anagramti ze slova ABRAKADABRA.
(P*(5,2,2,1,1))

2. Urcete pocCet vSech uspotadanych Sestic sestavenych ze Ctyf nul a dvou jednicek.

(P*(2.4))

3. Vozy tvoii kolonu takto — 2 vozy Skoda, 3 vozy Opel, 4 vozy Fiat. Kolika zpisoby
1ze setadit kolonu jestlize potadi vozli neni podminkou?

(P*(2,3.4))



Kombinace s opakovanim
zéakladni formulace ulohy: ,, Kolika zpisoby mizeme z danych n objektl vybrat

k objektt , nezalezi-li na poradi a pfipustime-li , ze
objekty mohou byt vybrany vicekrat?“

Kazdy z moZnych vybéri nazyvame k-prvkovou kombinacis opakovanim z n prvki.

K-¢lenna kombinace s opakovanim z n prvki je neusporadana k-tice sestavend z téchto n

prvki tak, ze kazdy se v ni vyskytuje nejvyse k.krat.

Jejich celkovy pocet oznacujeme K‘( k,n) a pocitdme ho podle vzorce

K‘(k,n) = [ r‘|+kk-'| ]

Na rozdil od kombinaci bez opakovani zde neni tfeba predpokladat k<n.

Vzorové ulohy:

1. Méame tii stejné predméty a tii piihradky. Kolika riznymi zptisoby mizeme tyto
pfedméty rozdélit do ptihradek?
Reseni:

- tf1 stejné predméty lze umistit postupné takto

I pfihradka 3 0 0 0 0 2 2 1 1 1
2ptihradka 0 3 0 1 2 1 0 0 2 1
3pfthradka 0 0 3 2 1 0 1 2 0 1

- z toho je vidét, Zze pozadavktim ulohy vyhovuje 10 zptsobt

- pro vypocet n=3 /pocet prihradek/
k=3 /pocet pfedmé&tli/

pak plati K*( 3,3):(2] =10

Vzorové ulohy:

1. V sacku jsou Cervené, modré a zelené kulicky; kulicky téze barvy jsou nerozlisitelné .
Urcete, kolika zplsoby 1ze vybrat pét kulicek, jestlize
v sackuje a/ aspon pét kuli¢ek od kazdé barvy
b/ pét Cervenych, Ctyfi modré a Ctyfi zelené.

Reseni:

V pétici kulicek, které vybirame, nezéaleZi na potadi a barvy kulic¢ek se v ni

mohou opakovat. Jde tedy o 5¢lenné kombinace kombinace s opakovanim ze tii

prvk.

a/ V tomto ptipad¢ je mozno utvofit vS§echny mozné pétice ze tii barev, nebot’
kulicek dan¢ barvy je dostatek tj. pét. Pocet zpisobt vybéruje K( 5,3 )=21

b/ Nyni nelze vybrat pét modrych ani pét zelenych kuli¢ek. Ostatni vybéry lze

uskutecnit. Pocet zplisobt vybéruje K(53)—-2=19



2. Ze skladu je tfeba rozvést Sest stejnych beden do Ctyt riiznych prodejen.
Urcete pocet zptlisobil rozvozu.

Reseni:
- uvédomime si, ze nezalezi na poradi a ne vSechny prodejny musi mit zbozi
- mize existovat prodejna, ktera bude mit vSech Sest beden
- jedna se tedy o kombinaci Sesté tfidy s opakovanim ze Ctyt prvki

pocet zplsobl rozvozu je K*( 6,4 )= 84

3. Urcete pocet zptisobu jak 1ze dostat Ctyti stejné koule do tii rtiznych krabic.
Reseni:
- uvédomime si, Ze je mozné umistit vSechny ¢tyfi koule do jedné z krabic
- jedna se tedy znovu o kombinaci a to ¢tvrté tiidy ze tii prvka s opakovanim

pocet zplisobl umisténi kouli je K*(4,3)=15

Procvicte si:

1. Podle vlastnosti délime latky na feromagnetické,paramagnetické a diamagnetické.
Urcete pocet rozdeleni osmi latek do téchto skupin.
(K(8,3))

2.V akvaristice maji ¢tyfi druhy rybek v cené 10 K¢ za rybku. Kolika zptsoby
1ze nakoupit, zaplatime-li 60 K¢?
(K(6,4))

3. Urcete pocet vSech trojuhelnikt, z nichz zddné dva nejsou shodné a jejichz
kazda strana ma velikost vyjadienou jednim z ¢isel 4,5,6,7.
(K*(3,4))



Zavér prvni ¢asti kombinatoriky

Ziskané dovednosti:
- chapat pojem faktoridl a operace s faktorialy
- chapat pojem variace, permutace, kombinace
bez opakovéni i s opakovanim, umét tyto pojmy
pouzit pfi feseni jednoduchych uloh
- na zéklad¢ rozboru textu dané ulohy umét
aplikovat spravny kombinatoricky pojem

Ulohy z kombinatoriky nebyvaji slozité, vétsinou se jedna o dosazeni dvou ¢&isel/t¥ida,
prvky/ do jednoho vzorce. Dilezité je rozpoznat, ktera operace danou ulohu fesi.

To znamena, jde-li o variaci, permutaci nebo kombinaci.

Ur¢itou pomtickou zde je zptisob vyjadieni poctu prvka. Je-li zfejmé, Ze jsou vSechny
prvky stejné /body roviny/ nebo neni zndmo jejich rozliSeni /pét Cislic a nevi se které/
jde zpravidla o kombinace — k uréeni nés zajima jen jejich kvantita.

U variaci /tedy 1 u permutaci/ nas zajima oboji.

Nelze opomenout tlohy, které mivaji ur€enu stranku kvalitativni 1 kvantitativni
a presto nejde o variace. Uvedeme nésledujici tlohu:

Listek v loterii obsahuje ¢isla 1 az 9, kolik listki bychom potfebovali, abychom
vyhrali.
Reseni: - polozme si otazku, zda v dané skupiné existuje potadi &isel a zjistime,
7Ze ne, protoze oznaceni je stejné
- listek dale obsahuje 9 islic, ale ty jsou rozliSeny 1 az 9
- moznosti oznaceni ¢isel na listku nelze kvalitativné rozlisit a jde tedy
o kombinace

Rada piikladti neni postavena jen na uréeni druhu operace.Obsahuji zapletku, kterou
je nutno fesit vyhradné logicky. Uvedeme nasledujici ulohu:
Mame urcit pocet uhlopti¢ek v n-tthelniku.
Reseni: - zde je jasné, Ze viechny uhlopii¢ky jsou stejné, nelze je tedy fadit
- jde o kombinace, kde pocet prvkil je vlastné pocet thl, ze kterych
uhlopricky vychazeji
- jednu skupinu vzdy tvoti jedna thlopficka, kterd je zaddna dvéma body

- jde o kombinaci 2. tiidy ~ ptiklad bychom fesili K (2,n)

Je zde ale zépletka, ze vSechny pifimky mezi uhly nejsou uhlopticky /nékteré jsou
strany n-thelniku, kterych je n/, takze je musime od ziskané¢ho vztahu odecist.

Pocet uhlopticek tedy je: K (2,n)—-n
A konec¢né jsou zde i ulohy skolni, kde jen tézko aplikujeme i vyse uvedenou
logiku z praxe. MiZeme uvést jeden priklad za vSechny:

Kolik péticifernych ¢isel je mozno sestavit z ¢islic 0,1,3,4,7?



- jelikoz u kazdého ¢isla zalezi na potadi Cislic, jednd se o variace /v tomto piipadé
o permutace n=k/
- pozor vS$ak na Cisla zacinajici nulou, nyni jesté nevime kolik jich bude
- musime si predstavit, Ze to budou ¢isla, majici na zacatku stale nulu, takze se
kombinovani netcastni/ zbytek se tedy kombinovani Gcastni tj. Ctyti/
- odecteme od celkového poctu permutaci z péti prvka pocet permutaci ze Ctyt prvka
P(5)—-P(4)=5!-4!=96

Na zavér si vytvorime jednoduchy priklad:

M¢jme mnozinu 6 prvkd, které tvoii Cislice 1,2,3,4,5,6. Vytvoime vSechny kombinac¢ni
funkce druhé ttidy, tedy n =6, k = 2.
1. Vytvofime
variace bez opakovani V(2,6) =30
2. Permutace nelze
vytvorit ani bez opakovani ani s opakovanim.
3. Kombinace bez
opakovani K(2,6)=15 - povSimneme si vztahu
kombinace a variace K< V

4. Variace s opakovanim,
vytvotime tak, Ze si predstavime, ze v kazdé dvojici / obecné tedy v n-tici /
k sobé mohou byt pfifazeny i stejné prvky V<(2,6)=36

5. Kombinace

s opakovanim K‘(2,6)=21

V nasledujicich
ulohach zduvodnéte typ a FeSte /konzultujte s vyucujicim/.

1. Kolik rtznych
péticifernych ¢isel Ize vytvofit z ¢islic 2 a 5?

(32)

2. Kolik
trojcifernych cisel 1ze sestavit z Cislic 1,2,3,4,5, jestlize se zadna ¢islice
neopakuje?

(60)

3. Kolik
piimek je urceno Sesti body, jestlize - zadné ti1 nelezi
na téze ptimce (15) - tfi body lezi na jedné
piimce (13)

4. Obchod nabizi 12
ruznych pohledii. Kolika zplisoby 1ze koupit - 15 pohleda
(7 726 160) - 7 pohledi (31
824) - 7 rznych pohledta (792)

5. Kolika zptlisoby lze ubytovat 10 hosti do dvou tfilizkovych pokojti a do
dvou dvoultizkovych pokoji?
(25
200)



6. Kolik riznych soucind o dvou Cinitelich Ize utvofit z ¢isel 2,3,5,7, jestlize se
libovolnékrat opakuji?

(10)
7. Kolik anagramti vytvoftite ze slova PRAMA?

(60)
8. Urcete pocet vysledki pti jednom hodu 2 kostkami.

(36)
9. Kolik ptirozenych ¢isel mensich nez 5 000 lze vytvorit z ¢islic 0,3,4,5,

jestlize se zadna neopakuje?
(42)

10. Kolika zptisoby Ize ze sady 12 riznobarevnych pastelek, mezi nimiz je jedna
cerna, vybrat 3 tak, aby
- jedna z nich byla cerna (55)
- ani jedna nebyla Cerna (165)



