/1 O kombinatorické optimalizaci )

Pro zacatek si priblizime zakladni principy optimalizacnich problémi a jejich feseni na
nékolika pomérné jednoduchych Glohach vesmés spadajicich do oblasti kombinatoriky
(kombinatorické optimalizace).

Strucny prehled lekce

e Priklad nejjednodussi aplikace hladového postupu optimalizace.

e Redeni problému minimalni kostry grafu — hladovy a Jarnikiiv algorit-
mus.

e Matroidy — struktury, na nichz hladovy algoritmus vzdy funguje op-
timalné.

e Co je vlastné obecné “optimalizacni Gloha"?
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/1.1 Hladovy algoritmus \

Asi nejprimitivné€jsSim moznym pristupem pfi feSeni optimalizacnich Gloh v kombinato-
rice je postup stylem beru vzdy to nejlepsi, co se zrovna nabizi. ..

Tento postup obecné v Cestiné nazyvame hladovym algoritmem, i kdyz lepsi by bylo
pouzit spravnéjsi preklad anglického “greedy”, tedy nenasystny algoritmus. A jesté hezci
Ceské spojeni by bylo “algoritmus hamouna”. Jednoduse bychom jej nastinili takto:

e Postupné v krocich vyber vzdy to nejlepsi, co se da (nabizi).
e To vyzaduje zvolit usporddani na objektech, ze kterych vybirame.

e Pribéh a Gspéch algoritmu silné zavisi na tomto zvoleném usporadani.

Jak asi kazdy vi, nenasystnost ¢i hamounstvi nebyva v zZivoté tim nejlepSim postupem, ale
kupodivu tento princip perfektné funguje v mnoha kombinatorickych Glohach! Jednim zndmym
prikladem je tfeba hleddani minimalni kostry uvedené v pristi lekci. Jingym prikladem je tfeba
jednoduchy problém pfidélovani (uniformnich) pracovnich (koll, na némz si nejprve hladovy
algoritmus priblizime.
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/l:lloha 1.1. P¥idéleni pracovnich ukola \
Uvazujeme zadané pracovni iikoly, které maji presné urceny cas zacdtku i délku trvani.
(Jednotlivé tkoly jsou tedy reprezentovdny uzavrenymi intervaly na &asové ose.) VSichni
pracovnici jsou si navzdjem rovnocenni — uniformni, tj. kaZzdy zvladne vsechno.

Vstup: Casové intervaly danych kol
Vystup: Pridéleni kol pracovnikiim, aby bylo potfeba co nejméné pracovnikd.

Pro priklad zadani takové llohy si vezméme nasledujici intervaly tkold:

41 06— o

Kolik je k jejich splnéni potfeba nejméné pracovniki? Asi sami snadno zjistite, ze 4 pracovnici
stadi, viz zobrazené ocislovani. Ale pro¢ jich nemize byt méné?

Poznamka: Uvedena Gloha mize byt kombinatoricky popsana také jako problém optimalniho
obarveni daného intervalového grafu (vrcholy jsou intervaly Gkold a hrany znézorfiuji p¥ekryvéni
intervali).
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/Allgoritmus 1.2. Hladovy algoritmus rozdéleni pracovnich ukola. \
Uloha 1.1 je vyresena nasledujici aplikaci hladového postupu:

1. Ukoly nejprve seradime podle Casti zacatkil.
2. Kazdému ukolu v poradi pridélime volného pracovnika s nejnizsim C&islem.

Duakaz: Necht nas algoritmus pouzije celkem k pracovniki. DokdZzeme jednoduchou
Gvahou, Ze tento pocet je optimalni — nejlepsi mozny. V okamziku, kdy zacal pracovat

pracovnik &islo k&, v8ichni 1,2,...,k — 1 také pracovali (jinak bychom vzali nékterého
z nich). V tom okamzZiku tedy mdme k prekryvajicich se tkolt a kazdy z nich vyzaduje
vlastniho pracovnika. O

Priklad neoptimalniho pfidéleni pracovnich (koléi dostaneme napfiklad tak, Ze na zacatku
tkoly sefadime podle jejich ¢asové délky. (Tj. &im delsi dkol, tim dFive mu hladové pfiradime
pracovnika.)

56— o— o3
20e—o 26— o
Je— e o———— o4

le °

Jak vidime na obrazku, nalezené reSeni neni optimalni — vyzaduje 5 misto 4 pracovniki. Je
tedy velmi dulezité, podle jakého prinicipu sefadime objekty (tkoly) na vstupu.
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/1.2 Problém minimalni kostry \

V dalsim oddilu se podivame na jeden problém z obasti grafi. Vzpomerime si, Ze obecny
graf bez kruznic je nazyvan les a jeho souvislé komponenty jsou stromy.

Definice 1.3. Kostrou grafu G rozumime podgraf v G,
ktery je lesem, obsahuje vSechny vrcholy grafu G a na kazdé souvislé komponenté G
indukuje strom.

Kostra daného grafu je minimalni podgraf, ktery zachovavé souvislost kazdé komponenty
plvodniho grafu. Proto nam vlastné ukazuje “minimalni propojeni” danych vrchold, ve kterém
jesSté existuji cesty mezi vSemi dvojicemi, které byly propojeny i plvodné.

Uloha 1.4. Problém minimalni kostry (MST)
Otdzkou je najit kostru T' v nezaporné ohodnoceném souvislém grafu G, kterd ma ze
vSech koster nejmensi celkové ohodnoceni. Formalné:

Vstup: Souvisly graf G's nezapornym ohodnocenim hran w : E(G) — R™.
Vystup: Kostra v G's minimalnim sou¢tem hodnot hran

min Z w(e)

kostra TCG ecE(T)
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/Praktickou formulaci Glohy je tfeba propojeni domu elektrickym rozvodem, propojeni\
Skol internetem, atd. Zde nds ani tak nezajimaji délky cest mezi propojenymi body, ale
hlavné celkova délka ¢ cena vedeni/spojeni, které musime postavit. Vstupni graf ndm
pfitom udava vSechny mozné realizovatelné propojky s jejich cenami. Priklad je uveden
na nasledujicim obrazku i s vyznacenou minimalni kostrou vpravo.

3 4 3
3 2 1
1 2
1 2
1 4 2

Algoritmus 1.5. Hladovy algoritmus hledani minimalni kostry v grafu.
Uloha 1.4 je vyresena nasledujici aplikaci hladového postupu:
1. Hrany grafu seradime podle jejich ohodnoceni w od nejmensi.

2. Pfiddvdme do (budouci) kostry postupné hrany, které nevytvafi s dfive vybranymi
hranami kruznici. (Hrany uzavirajici kruznice ignorujeme — “zahodime”.)
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/Pro ilustraci si podrobné ukdzeme postup hladového algoritmu pro vyhleddni kostry vyse za\
kresleného grafu. Hrany si nejprve sefadime podle jejich vah 1,1,1,1,2,2,2,2,3,3,3,4,4.
V obrazku pribéhu algoritmu pouzivame tlusté ¢ary pro vybrané hrany kostry a tec¢kované
¢ary pro zahozené hrany:

3 4 3 3 4 3
3 2 1 g 2 1/
1 2 1 )
1 2 1 2 §
1 4 2 1 4 2

Ziskame tak minimalni kostru velikosti 14+2+2+3+1+1+4+2 = 12, ktera je v tomto pfipadé
(ndhodou) cestou, na poslednim obrazku vpravo.

Poznamenavame, ze pfi jiném sefazeni hran stejné vahy by kostra mohla vyjit jinak, ale vzdy
bude mit stejnou velikost 12.
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/Zékladni hladovy algoritmus pro hleddni minimalni kostry byl popsan Kruskalem. Jiné\
(a mnohem starsi) varianty vye popsaného algoritmu jsou nasledujici:

e Jarnikav algoritmus
Hrany na zacatku neserazujeme, ale zacneme kostru vytvaret z jednoho vrcholu
a v kazdém kroku priddme nejmensi z hran, které vedou z jiz vytvoreného pod-
stromu do zbytku grafu.

Toto je velmi vhodny algoritmus pro praktické vypoclty a je dodnes Siroce pouzivany.
Malokdo vSak vi, Zze pochazi od Vojtécha Jarnika, znamého ceského matematika — ve
svétové literature se obvykle pripisuje ameri¢anu Primovi, ktery jej objevil skoro 30 let
po Jarnikovi.

e Boravkuav algoritmus
zaroven ze vsech vrcholi grafu najednou. Jedna se o historicky viibec prvni algo-
ritmus pro minimalni kostru z roku 1928, ktery se pak stal inspiraci i pro Jarnikiv
algoritmus.

Diikaz spravnosti hladového algoritmu pro hledani minimalni kostry bude dale podan v
obecnosti u pojmu matroidu v pristi sekci.
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/1.3 Pojem matroidu \

Definice 1.6. Matroid na mnoziné X, znaleny M = (X, N),
je takovy systém A podmnozin nosné mnoziny X, ve kterém plati nasledujici:

1. 0eN
2.AcNaBCA = BeN
3. ABENal|A|<|B| = yeB\A: AU{y} e N

MnoZindm ze systému N fikdme nezdvislé mnoZiny. Tém ostatnim pak Fikdme zdvislé.
Nezavislym mnoZindm, do kterych jiz nelze pridat zadny prvek tak, ze z(stanou neza-
vislé, fikame bdze matroidu.

Nejdulezitéjsi ¢asti definice matroidu je zvyraznény treti bod. Pfimo ukazkovy priklad matroidu
ndm dava linedrni algebra — vSechny linedrné nezavislé podmnoziny vektorli tvori matroid.
Odtud také pochézeji pojmy nezdvislosti a baze matroidu, které pfimo odpovidaji pfislusnym
pojmim vektorového prostoru.

Lema 1.7. Vechny bdze matroidu obsahuji stejné mnoho prvki.

Dukaz: Toto pfimo vyplyva z treti vlastnosti definice matroidu: Pokud nezdvislda mno-
zina A m3 méné prvki nez bize B, tak do A lze vzdy pridat dalsi prvek = tak, ze
zistane A U {x} nezavisla. O
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/I\Iyni uvedeme nékolik poznatk( o stromech, které jsou relevantni pro zavedeni “grafi x
vych” matroid.

Lema 1.8. Les na n vrcholech s ¢ komponentami souvislosti ma presné n — ¢ hran.

Dukaz: Kazdy vrchol lesa L nélezi pravé jedné komponenté souvislosti z definice. Jak
znamo, kazdy strom, tj. komponenta lesa L, ma o jednu hranu méné nez vrchold. Ve
sjednoceni ¢ komponent tak bude pravé o ¢ méné hran nez vrchold. O

Definice: Rekneme, ?e podmnozina hran F C E(G) je acyklickd, pokud podgraf s
vrcholy V(G) a hranami z F' nema kruznici.

Lema 1.9. Necht Fy, F» jsou acyklické podmnoZiny hran grafu G a |F1| < |Fs|. Pak
existuje hrana f € Fy \ Fy takovd, Ze Fy U {[f} je také acyklickd podmnoZina.

Dukaz: Jelikoz |Fy| < |F»| a plati Lema 1.8, ma podgraf G tvofeny hranami z Fj vice
komponent nez podgraf G tvoreny hranami z F,. Potom vsak néktera hrana f € F;
musi spojovat dvé riizné komponenty podgrafu G1, a tudiz pfidanim f do F} nevznikne
kruznice. O
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/Definice: Podle Lematu 1.9 tvori systém vsSech acyklickych podmnozin hran v (Iibox
volném) grafu G matroid. Tento matroid nazyvdme matroidem kruznic grafu G.
V analogii s grafy pouzivame ndzev kruznice pro minimalni zavislé mnoziny matroidu.

Tyto dva priklady jsou hezky ilustrovany v nasledujicim obrazku, ktery ukazuje, jak hrany grafu
K4 vlevo odpovidaji vektortim v matroidu vpravo. Cary (zvané “pfimky”) v pravém schématu
vyznacuji linedrni zdvislosti mezi vektory; tj. nezdvislé jsou ty trojice bodi, které nelezi na
zadné spole¢né “pfimce”.

Ky
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/Abstraktni hladovy algoritmus \

V praxi se matroid obvykle nezaddvd vyctem vSech nezavislych mnozin, protoze téch
je prilis mnoho (az 2™ pro n-prvkovou mnozinu X).
Misto toho byva ddna externi funkce pro testovani nezavislosti dané podmnoziny.

Algoritmus 1.10. Nalezeni minim. baze matroidu — hladovy algoritmus.
vstup: mnoZina X s vahovou funkciw : X — R,
matroid na X urceny externi funkci nezavisla(Y);

set¥idit X=(x[1],x[2],...,x[n]) tak,
aby wlx[1]]<=...<=w[x[n]];
B = 0;
for (i=1; i<=n; i++)
if (nezavisla(BU{x[il}))
B = BU{x[il};

vystup: bdze B daného matroidu s min. sou¢tem ohodnoceni vzhledem k w.
Poznamka: Pokud X v tomto algoritmu je mnozina hran grafu, w vahova funkce na hranach

a nezdvislost znamend acyklické podmnoziny hran (matroid kruznic grafu), pak Algoritmus 1.5
je presné instanci Algoritmu 1.10.
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/\/éta 1.11. Algoritmus 1.10 (hladovy algoritmus) pro danou nosnou mnoZinu X s\
vdhovou funkci w : X — R a pro dany matroid N' na X spravné najde bdzi v N s
nejmensim souctem vah.

Dukaz: Z definice matroidu je jasné, ze k vysledné mnoziné B jiz nelze pridat dalsi
prvek, aby zistala nezdvisld, proto je B baze. Sefadme si prvky X podle vah jako

v algoritmu w(z[1]) < ... < w(z[n]). Necht indexy i1,12, ..., urcuji vybranou k-
prvkovou bazi B v algoritmu a necht indexy j1, jo, . . ., jr vyznaluji (tfeba jinou?) bézi
{z[j1], .., z[jx]} s nejmensim moZnym soudtem vah.

Vezméme nejmensi r > 1 takové, ze w(x[i,]) # w(x[jr]). Potom nutné w(x[i,]) <
w(z[jr]), protoZe nas algoritmus je “hladovy” a bral by mensi w(z[j,]) jiz d¥ive. Na

druhou stranu, pokud by druhd baze {x[j1],...,x[jx]} ddvala mensi soucet vah, mu-
selo by existovat jiné s > 1 takové, ze w(x[is]) > w(x[js]). Nyni vezméme nezavislé
podmnoziny A1 = {z[i1],...,x[is—1]} a A2 = {z[j1],...,z[js]}, kde A2 ma o jeden

prvek vice neZ A; a vdechny prvky As maji dle pfedpokladu mensi vahu neZ w(z[is)).

Podle definice matroidu existuje y € A \ A takové, ze Ay U{y} je nezévisla. Pfitom
samozrejmé y = x[¢] pro néjaké £. Ale to neni mozné, protoze, jak je vySe napséno,
w(y) < w(x[is]), takZze by nas hladovy algoritmus musel y = x[¢], ¢ < i, vzit dfive do
vytvérené baze B neZ vzal z[is]. Proto jind bize s mensim souétem vah neZ nalezen3
B neexistuje. O
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/Kdy hladovy algoritmus nepracuje spravné \
Jak ukazeme, funkénost hladového algoritmu je primo svazadna s matroidy.

Véta 1.12. Necht X je nosnd mnoZina se systémem “nezavislych” podmnoZin N
spliiujici podminky (1,2) Definice 1.6. Pokud pro jakoukoliv vdhovou funkciw : X — R
najde Algoritmus 1.10 optimalIni nezavislou mnoZinu z N, tak N splfiuje také podminku
(3), a tudiz tvori matroid na X .

Dukaz: Tvrzeni dokazujeme sporem. Predpokladejme, Ze vlastnost (3) neplati pro dvo-
jici nezavislych mnozin A, B, tj. ze |A| < |B|, ale pro zadny prvek y € B\ A neni
A U {y} nezdvisld. Necht |A| = a,|B| = b, kde 2b > 2a + 1. Zvolime n3sledujici
ohodnoceni

e w(z) =—2bprox € A,
e w(z) =—-2a—1prox € B\ A,
e w(x) =0 jinak.

Hladovy algoritmus pfirozené najde bazi B; obsahujici A a disjunktni s B\ A podle
naseho predpokladu. Jeji ohodnoceni je w(B1) = —2ab. Avsak optimalni bazi je v
tomto pfipadé jind Bs obsahujici celé B a majici ohodnoceni nejvyse w(Bs) < (—2a—
1)b = —2ab — b < w(By). To je ve sporu s daldim predpokladem, Ze i pfi ndmi
zvoleném ohodnoceni w nalezne hladovy algoritmus optimalni bazi. Proto je sporny
kna’1§ predpoklad o mnozindch A, B a podminka (3) je splnéna. O
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/I\Iakonec uvadime nékolik prikladd, ve kterych hladovy algoritmus vyrazné selze: \

Obarveni grafu. Obecné hladové barvime graf tak, ze ve zvoleném poradi vrcholi
kazdému nasledujicimu pridélime prvni volnou barvu.

® e e {®
1 2 3 1

Treba v nakreslené cesté délky 3 miZeme barvit hladové v poradi od vyznacenych
krajnich vrcholi, a pak musime pouzit 3 barvy misto optimalnich dvou.

Vrcholové pokryti. Problém vrcholového pokryti se pta na co nejmensi podmnozinu
C vrcholl daného grafu takovou, ze kazdd hrana ma alespon jeden konec v C.
PFirozenym hladovym postupem by bylo vybirat od vrcholil nejvyssich stupnd ty,
které sousedi s doposud nepokrytymi hranami. Bohuzel tento postup také obecné
nefunguje.
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/1.4 Co je optimalizacni uloha \

Definice 1.13. Optimalizacni Gloha
je vypocetni problém (zhruba) uréeny ndsledujicimi atributy zad4ni:

1. Univerzem U vsech potencidlnich feSeni, jez je obvykle ddno jako vektorovy pro-
stor s jednotlivymi proménnymi jako souradnicemi.

2. Omezujicimi podminkami, které uréuji podmnozinu P C U vsech pripustnych
reseni Glohy.

3. Ucelovou funkcim : U — R, ktera prifazuje kazdému moznému feseni jeho hod-
notu — cenu. Podle kontextu Glohy hodnotu Géelové funkce bud maximalizujeme
nebo minimalizujeme.

V Uloze 1.1 je univerzem prostor vech pfifazeni &isel pracovnikl jednotlivym dkoldm (tj.
celotiselny vektorovy prostor Z*, kde k je pocet tkolii na vstupu). Pipustnymi ¥edenimi
jsou ta pfifazeni, kdy Cisla pracovnikd jsou kladna celd a zadné prekryvajici se tkoly nemaji
stejného pracovnika. Uéelovou funkci pak je hodnota nejvyssiho pouzitého Cisla pracovnika,

tuto funkci minimalizujeme. Formalné, jsou-li zadany intervaly I1, I», ..., I}, pracovnich tkold,
pak U = Z* a slozka z; vektoru Z urduje pracovnika pro kol I;, P ={zcU,z>0: (i #
JANLNT; #0) = 2z # z;} an(Z) = max{z1,..., 2} Promyslete si to sami!

V Uloze 1.4 je univerzem prostor m-slozkovych binarnich vektort, U = Z3", kde m je pocet
hran daného grafu. Slozka z; vektoru fika, zda i-tou hranu grafu vybirdme do kostry. Pfipustna
Fedeni jsou tvofena acyklickymi podmnoZinami hran a t&elova funkce je n(2) = > " | zi-w(es),
tj. soucet vah vybranych hran.

Petr Hlinény, FI MU 16 IA102 “OU": Kombinatorika, Hladovy algoritmus 7




