/10 Vyznam a reseni uloh MIP \

Predchozi neformalni uvedeni zptsobu feseni Gloh celociselné optimalizace je v ndsledujici lekci
postaveno na pevné matematické zalady.

Osvojime si pojem celociselné mfiZe, kterd popisuje pfipustnd (celodiselnd) feseni Gloh MIP,
a ukazeme vyznam konvexniho obalu celociselnych FeSeni Glohy. Ddle si popiSeme obecné
schéma metody vétveni a jeji implementaci pomoci mezi lineadrnich relaxaci Glohy. Na prikladé
rozvrhovani si ukdzeme i alternativni zpisob relaxace Glohy v této metodé.

Strucény prehled lekce

e Pojem celociselné mrize.

e Obecné schéma metody vétveni.

e Implementace metody vétveni pomoci linedrnich relaxaci coby mezi.
e Uinné postupy pri volbach vétveni a relaxace.

e Alternativni implementace relaxaci na prikladé Glohy rozvrhovani.
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/10.1 Celoéiselnd mriz \

Definice: Celociseln m#iz v R® (dimenze d) je mnozina viech bodii s celociselnymi
soufadnicemi
d d
M ={(z1,...,24) : 21,...,24 € Z°}.

Definice: Rozsirend celociselnd mriz dimenze d + r je mnozina vSech bodu

M = {(z1,..., 20 21,...,2a) : (z1,...,2q) € M, 21,... 2, € R}.

Je to tedy sjednoceni vSech disjunktnich podprostor( dimenze r, jejichz poslednich d
souradnic jsou fixni celociselné hodnoty.

Fakt: Méjme Ulohu IP U/ s omezenymi celoCiselnymi proménnymi. Pak mnozina pri-
pustnych Fedeni U/ (jako podmnoZina m¥ize M%) je kone¢nd a jeji konvexni obal je
polytop. Podle Véty 4.12 Ize tudiz konvexni obal @) pfipustnych Feseni Glohy U/ zapsat
jako polyedr @, na kterém pak mizeme pouzit béznou linedrni optimalizaci:

Jelikoz resenim LP je néktery krajni bod polyedru, je vysledkem linedrni optimalizace
na Q) jedno z pripustnych feseni .

Pozor, uvedeny fakt vSak neznamend, ze bychom razem méli efektivni metodu feseni
tloh IP, nebot v obvyklych prikladech slozitost zapisu polyedru ) obrovskym zptisobem
vzroste oproti pvodni Gloze (oproti plivodnimu polyedru linedrni relaxace).
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Kl'vrzenl' 10.1. Mé&jme dlohu MIP U s omezenymi proménnymi. Pak konvexni obal K\
mnoZiny pFipustnych feleni U (jako podmnoZiny m#ize M®") je polyedrem.

Dukaz: Necht P je (omezeny) polyedr definovany nerovnostma dlohy U, tedy ze P N
Mo jsou pripustnd feSeni U. Necht 2" je vektor celociselnych proménnych. Pak diky
omezenosti mize Z nabyvat jen kone¢né mnoha hodnot z podmfize 2 € M. Z definice
polyedru je PN {Z: Z = Z'} omezenym polyedrem pro kazdou volbu z1 € M, tedy i
polytopem s kone&nou mnozinou vrcholii V' (21). Polozime V = J.ic,, V(Z1), coZ je
také kone¢na mnozina, a K je konvexnim obalem V, tudiz je K polytopem i polyedrem.

O

Poznamka: ldea hledani polyedru, ktery je konvexnim obalem pripustnych feseni tlohy MIP,
stoji za obecnym schématem tzv. “cutting-plane” algoritmi pro feseni MIP.

Zakladnim krokem je postupné prfidavani platnych nerovnosti k pavodni formulaci dlohy, tj.
pridavani takovych nerovnosti, které nevyplyvaji z linedrnich kombinaci ostatnich nerovnosti
Glohy, ale které zachovaji mnoZinu p¥ipustnych celoéiselnych feseni. (Toto si lze predstavit
jako “ufiznuti” necelo&iselnych vrcholi polyedru.) Dilezitym pavodnim prikladem takovych
nerovnosti jsou Gomoryho rezy, které v koneéném poctu krokd konverguji k optimalnimu
reSeni dlohy IP.

k Petr Hlinény, FI MU 3 IA102 "OU": Regeni loh MIP /




/10.2 Obecna metoda vétveni \

NiZe popsand obecnd metoda vétveni rozsifuje pojeti Algoritmu 9.7 na r(izné typy rela-
xaci Ulohy MIP, které nemusi byt linedrni ani nemusi byt reSeny simplexovou metodou.
Definice: Necht U je dlohou MIP s redlnymi proménnymi & = (z1,...,z,) a ce-
lociselnymi proménnymi Z = (z1,...,24), které patfi do rozdifené celoliselné mfize
(Z,7) € M*“". Oznatme P mnozinu pfipustnych fedeni 2. Mnozinu R (libovolnou)
nazveme mnoZinou relaxovanych feseni Glohy U, pokud P = RN M®" je priinikem R
s celotiselnou miizi M7

Algoritmus 10.2. Obecna metoda vétveni pro feseni loh MIP

Méjme ddnu obecnou dlohu MIP s redlnymi proménnymi & = (x1,...,x,) a celoCisel-
nymi proménnymi Z = (z1, ..., 24), ve které je icelovou funkci max ¢ - (&, Z).

Necht f je globdlni proménnd inicializovand f = —oo a necht M je podmnozina
celoCiselné mrize obsahujici vSechny pfipustné hodnoty Z.
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/ Procedura branch&bound (U: tloha MIP, M C M%) \

1. Pokud M ma jediny prvek, pak fixujeme z° € M a feSime Glohu LP U | 2= z°
(tfeba simplexovou metodou). Vratime jeji optimalni feSeni return (2°,z )
Zvolime R C R"*? : libovolnd mnoZina relaxovanych reseni Glohy U [ Z7€ M.
70 =max{c-t:1€ R}, 1* € R:7° =& 1 (optimalni ¥eSeni relaxované tlohy).
Pokud 7° < f nebo R = (), vratime se bez FeSeni return ().

Pokud 7° = oo pro né&jaké pfip. Z € M, polozime f = co a vratime return (.
Pokud je 2 € M%7, tj. pfipustné v U, polozime f = r° a vratime return i°.

[Ptip. heuristicky hleddme pfipustné feseni § € M%" “blizké" k °.]

© N o o kDb

[P¥ip. formulaci Glohy U roz&i¥ime (“vylep$ime”) na U’ o dal$i platné podminky
zjisténé z nepiipustnosti feSeni £°. Zavoldme branch&bound (U’, M) ]

9. Krok vétveni: S pomoci t° nalezneme (libovolny) rozklad M = M; U M, kde
My N My =10 a M, My # (). Zavoldame rekurzivné

t!' = branch&bound (U, M;) a t? = branch&bound (U, M)
zérove nedeterministicky. Vracime lepsi z obou fe$eni return max (£, #?2).

Body (7,8) jsou nepovinné. Ndvratova hodnota procedury je optimdlnim feSenim Glohy
U s Gcelovou hodnotou f.
Pokud f = —oc, Gloha nemd pripustné feseni, pokud f = oo, Gloha nemd optimalni

feSeni z diivodu neomezenosti.
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/U tohoto algoritmu se jednd o velmi obecné schéma s rliznymi moznymi implementacemi.\
Hlavni moznost volby ndm poskytuje nedeterminismus v bodé (9); a to jak pfi volbé roz-
kladu podmfize M, tak i pfi poradi volani vétvi My, Ma. Dale je také mozno libovolné volit
implementace bodi (7,8), nebo je jednoduse neimplementovat vibec.

Poznamka: Dilezitym aspektem implementace uvedeného schématu algoritmu je zplsob zpra-
covani volaného vétveni v bodé (9). Nase schéma je formulovano tak, ze vétveni je rekurzivnim
volanim, avSak to je z hlediska praktické programové implementace sice snadné, ale neefek-
tivni. Pro vyleSovani implementace totiz potfebujeme mit programovou kontrolu nad poradim
a zplsobem zpracovani jednotlivych vétvi. Proto je vhodné si vytvorit vlastni datovou strukturu
— Ulozisté nezpracovanych vétvi metody.

Véta 10.3. Méme danu obecnou tdlohu MIP U s omezenymi celoiselnymi promén-
nymi z koneéné podmfize M. Pokud se nepouZije bod (8), nebo pokud je zabranéno
Jeho zacykleni, tak Algoritmus 10.2 na branch&bound (U, M ) vZdy skoni a nalezne
optimalni feseni.

Dukaz (ndznak): Dikaz jen pfimolafe zobeciiuje argumenty Tvrzeni 9.8. Za prvé,
hloubka rekurze je omezend poctem bodd |M| — nejpozdéji v této hloubce nastane
|M| = 1 a uplatni se bod (1). Proto je algoritmus kone¢ny, ale délka vypoétu je az
exponencialni. Optimalni feSeni Glohy zfejmé nalezi do jedné z prohledavanych vétvi a
jako takové bude nalezeno a vraceno. O
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/10.3 Metoda vétveni a mezi s lin. relaxacemi \

V nasledujicim oddile si pfedevsim vysvétlime, jak popis konkrétniho Algoritmu 9.7 (pro
vétveni a meze zdkladni tlohy MIP) zapada do ramce schématu Algoritmu 10.2.

Algoritmus 10.4. Postup vétveni a mezi s lin. relaxacemi

Necht U je obecnd iloha MIP s omezenymi celociselnymi proménnymi z2 < d.
P¥irozen& polozime M = {Z: 0 < Z < d}. P#i implementaci branch&bound (1, M)
postupujeme dle Algoritmu 10.2 s nasledujicimi implementacnimi detaily:

e V kroku 2 za relaxovana reseni volime linedrni relaxaci U.

e V kroku 3 nalezneme r°, o simplexovou metodou.
Ptipadné pokud U je Gloha IP a M obsahuje jen malo mfizovych bodi, je obcas
lepsi preskocit relaxaci tlohy UplIné a jen dal vétvit M az na jednotlivé body.

e V kroku 7 se pro necelociselné Z-slozky feseni t° pokusime ziskat pripustné feseni
zaokrouhlenim (tfeba ndhodnym) té&hcto necelych proménnych v t°.

e Vétveni kroku 9 uréime takto:

— Zvolime libovolnou celociselnou proménnou z;, kterd ma necelou hodnotu
z¢ v t° (z; zde nazveme vétvici proménnou).

— Definujeme

Mleﬁ{ZiS\_ZfJ}, MQZMQ{ZZZI_Z;)]}
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/Konkrétné vybér vétvici proménné je mozny pro priklad ndsledujicimi postupy: \

e UZivatelem specifikované priority (obvykle vychazejici z povahy feseného pro-
blému).

e Maximalni celoCiselna nepripustnost — tam vybirdme proménnou z;, jejiz necelad
gast (20 — [2?]) je nejblize &islu 0.5.
Ve vétveni se pak doporucuje nejprve resit vétev M, pokud neceld ¢ast je < 0.5,
jinak Mj.

e Zobecnénim predchoziho je volba podle celociselné degradace, kdy jsou (néjak)
specifikovany koeficienty p;", p; (mohou se ménit b&hem vypoctu) a vybirdme

proménnou z; s necelou hodnotou, pro kterou je maximalizovano min((p; (2 —

22 ))p ([27] = =2D)).

e Jiné, chytrejsi metody se v praxi obvykle ukazuji jako prili§ zdlouhavé.
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/10.4 Resené priklady IP \

Priklad 10.5. Leteckd spolecnost ma prepravit 141 lidi z mésta A do B. K dispozici ma Ctyri

letadla: kapacita cena letu  posadka
L1 90 300 7
L2 60 210 4
L3 50 200 3
L4 33 130 2

Kterd letadla ma zvolit, aby dosdhla nejlevnéjsiho reseni?

ReSeni: Reime tuté? ulohu, ale nyni doplnime omezeni pottu Elenii posadky, kterych ma
spolec¢nost celkem k dispozici 10.

Tz1 + 429 + 323 + 224 < 10
Vysledek: poleti L2, L3 a L4.
Nasledné doplnime dalsi vlastnost, a to moznost pouZiti aerotaxi s kapacitou 5 a cenou 35
(bez potteby vlastni posadky).

max — 300z1 — 21022 — 20023 — 13024 — 3525
90z1 + 6022 + 5023 + 3324 + 5z5 > 141
Tz1 + 4z + 323 + 224 > 10
Zi € {07 1}

Vysledek: poleti L1, L3 a aerotaxi. O
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/10.5 Vétveni a meze trochu jinak \

Priklad 10.6. Jednotlivé neprerusitelné rozvrhovani dloh Il.

Méjme stroj, ktery zpracovdvd po jedné zadané Glohy. Kazdd dloha ma danou prioritu, je
pripravena ke zpracovani v urcitém case a jeji dokonceni trva urcitou dobu. Pfitom postup
zpracovani jedné Glohy nelze pFerusit (ostatni Glohy musi ¢ekat na jeji dokonéeni).

Vstup: Uloha J; zagne v &ase t; s délkou I; a prioritou p;, i =1,2,...,n.
Vystup: Poradi zpracovani, ve kterém uloha J; je ukoncena v case f;.

Cena reseni je dana souhrnem ¢ekani na dokonceni jednotlivych dloh, vazenym prioritami tloh

n

min ¢ = Z(fz —ti) - pi.

i=1

Regeni: Ulohu budeme fegit specifickou implementaci metody vétveni a mezi, pricemz jako
relaxaéni mez nam bude slouzit feSeni obdobné llohy, ve které Ize zpracovani Gloh libovolné
prerusovat.

Jako v Prikladé ?? pouzijeme formulaci, kdy poradi zpracovani Gloh bude uréeno jednou z
n! permutaci. Na rozdil od béznych Gloh MIP vSak nebudeme sestavovat soustavu linearnich
nerovnic pro formulaci omezeni, ale budeme kombinovat Géelovou hodnotu Feseni neprerusi-
telného rozvrhovani pro danou permuaci s relaxaci tlohy prerusitelnym rozvrhovanim.

,,,,,,,,,, O
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