/11 Kombinatorické optimalizacni problémy \
Velmi mnoho znamych kombinatorickych dloh ma prirozené formulace v linearni &i celociselné

optimalizaci. Predpokladdame, Ze ¢tendfi, zvlasté ti majici informaticky zaklad, znaji rizné
bézné kombinatorické problémy na grafech, nebo tfeba problémy splnitelnosti formuli.

Ukdazkami jejich formulace zdroven ¢tendfi ukdzeme nékteré obecné principy formulace dloh
IP.

Strucény prehled lekce

e Formulace problémi splnitelnosti logickych formuli SAT.

e Formulace béznych grafovych problém( — parovani, nezavisla a do-
minujici mnozina, barevnost.

e Problém obchodniho cestujiciho.
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/11.1 Formulace problému SAT \

Zac¢neme s IP formulaci jednoho ze zakladnich obtiznych algoritmickych problému a
jeho optimalizaéniho rozsireni.

Definice: Logicka formule ® s proménnymi x1, s, ..., x, je v konjunktivnim normal-
nim tvaru pokud je zapsana jako

DP=ci ANea A ... A ey,

kde kazdé c; se nazyva klauzule a predstavuje zkratku pro
ci= Wi VeliaV ...V Llim,)

a kde ¢;; je literdl majici jednu ze dvou podob pro nékteré p € {1,...,n}
lij = x, nebo fl;; = —x,.

Priklady logickych formuli v konjunktivnim normalnim tvaru jsou:

o = (CCl V —xo V CC4) A\ (‘!CCl Va3V $4) A (—“1'2 V —x3 V —|CC4)
Oy = (xl Vv CCQ) A\ (‘!CCl Va3V $4) A (—|I2 V —x3 V CC4) A\ (xl VgV —‘x5) A (CC2 V CC5)

U takovychto formuli si budeme vsimat, zda nékteré logické ohodnoceni vstupnich proménnych
ma za vysledek hodnotu T (pravda) celé formule.
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/Definice: Problém spinitelnosti SAT se pro danou formuli v konjunktivnim normélnim\
tvaru ptd, zda je pro néjaké ohodnoceni proménnych tato formule pravdiva.

Problém MAX-SAT se pro danou formuli v konjunktivnim normalnim tvaru ptd, kolik
nejvice klauzuli v ni Ize splnit vhodnym ohodnocenim proménnych.

Véta 11.1. Problém MAX-SAT Ize formulovat v IP s polynomidlnim poctem nerov-
nosti a proménnych.

Diikaz: PouZijeme binarni proménné z; pro logické proménné x; dané formule ® a dalsi
binarni proménné ¢; pro klauzule ¢; ve ®. Ucelovou funkci bude

maxt1 +t2+—|—tk
za podminek, ve kterych pro kazdou klauzuli ¢; = z; V —z; V ... piSeme

tl§2i+(1—2j)+....

Snadno vidime, Ze hodnota ¢; = 1 pro klauzuli ¢; je pfipustnd pravé tehdy, pokud
aspon jedna pozitivni proménna v ¢; ma hodnotu 1 nebo pokud aspon jedna negovana
proménna v ¢; ma hodnotu 0. To jest pravé kdyz je klauzule ¢; splnénd v ohodnoceni.

O
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/Pro vySe uvedeny priklad formule \

o = (Il V —xo V I4) A\ (—@1 Va3V $4) N (_‘IQ V —x3 V —@4)
dikaz Véty 11.1 vyprodukuje Glohu IP ve tvaru

max t1 + 1t + 3

ti < z1+1—220+2
to < 1—2z1+23+2
ts < 1—204+1—234+1—24.

Disledek 11.2. Problém SAT, a tudiz vsechny problémy ve tfidé NP, Ize efektivné
vyjadrit jako problém existence pripustného reseni pro tlohu IP.

Daisledek 11.3. Otdzka existence pfipustného reseni dlohy IP je NP-iplnd a reseni
dloh IP je NP-tézké.

Uvédomte si, jak silné jsou uvedené disledky. Nejen, Ze vime, Ze feSeni Uloh IP je
v obecnosti efektivné nezvladnutelné, ale vime i, ze kazdy problém ve tfidé NP je
néjakym zplsobem zformulovatelny jako problém pripustnosti IP. Néco takového u
mnoha priklad( viibec neni zfejmé, jak sami z vlastni zkuSenosti poznate. . .
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/11.2 Nékteré grafové problémy \

Pro ukazku se podivame na IP formulace nékolika znamych grafovych problémi.

Priklad 11.4. Zformulujme problém padrovani v grafu jako problém IP.

Mnozina hran M je parovanim, pokud Zadné dvé z nich nesdili vrchol. Pro ilustraci,
nasledujici graf ma nejvétsi parovani velikosti 3.

5 4

1 2

Reseni: V prikladech jako tento, kdy hleddme podmnozinu jistych vlastnosti, je p¥iro-
zenou volbou pfifadit této podmnoZiné jeji charakteristicky vektor (slozeny z bindrnich
proménnych). V tomto pfipadé tedy hrané {7, j} p¥ifadime bindrni proménnou z; ; s
vyznamem, ze z; ; = 1 pravé kdyz {i,j} € M. Aby vybrand podmnozina M byla
parovanim, maze kazdy vrchol grafu ndlezet nejvyse jedné hrané M. Pro vrchol i se
sousedy ji, ..., Jjr tedy zformulujeme podminku

Zijy T Zijy + oo+ Zig, < 1.

Ucelovou funkci — velikosti parovani, je potom soucet vSech proménnych z; ; pro hrany
grafu, pfipadné i vazeny soucet.
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/NapFikIad pro graf na obrazku zformulujeme Glohu \

5 4

max 213 + 215 + 224 + 234 + 245 + 256 1+ 246

213+ 215 <1
213+t 230 < 1
204 + 234+ 245 t 246 <1
215+ 245 + 256 <1
246 + 256 <1
213, 215, 224, 234, 245, 256, 246 € 10,1} .
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/PFiklad 11.5. Zformulujme problém nezdvislé mnoZiny v grafu jako problém IP. \

Mnozina vrcholll I je nezdvisld, pokud zadné dva z nich nejsou spojené hranou. Pro
ilustraci, nasledujici graf ma nejvétsi nezavislou mnozinu velikosti 3. Dokazete ji najit?

5 4

1 2

Reseni: V tomto prikladé hleddme podmnoZinu vrcholii, takZe vrcholu i pifadime
binarni proménnou z; s vyznamem, Ze z; = 1 pravé kdyz i € I. Podminka nezavislosti
se pak formuluje jako nerovnost z; + z; < 1 pro kazdou hranu {7, j} daného grafu.

Napriklad pro graf na obrazku zformulujeme Glohu

max 21 + 2o + 23+ 24+ 25 + 26
z1+220 <1, 2z21+23 <1
z1+25 <1, 2z2+24 <1
23+z24 <1, zg+24 <1
z5+2z4 <1, 2z6+25 <1

21,22, 23, 24, 25, 26 S {071}
O
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/PFiklad 11.6. Zformulujme problém dominujici mnoZiny v grafu jako problém IP. \

Dominujici mnozina D v grafu G je takovd D C V(G), ze kazdy vrchol G mimo D
je spojeny hranou s nékterym vrcholem v D. Najdete v ndsledujicim grafu dominujici

mnozinu velikosti 27
5 4

Reseni: Opét kazdému vrcholu i pfiradime binarni proménnou z; s vyznamem, e z; = 1
pravé kdyz i € D. Podminka dominujici mnoziny se pak formuluje pro kazdy vrchol i
se sousedy ji,...,Jr jako nerovnost z; + z;, + ...+ z;, > 1 vyjadfujici, Ze vrchol i je
v D nebo néktery jeho soused je v D.

Napriklad pro graf na obrazku zformulujeme Glohu

min z1 + 20 + 23 + 24 + 25 + 24
21+ 290 + 23+ 25

2o+ 21+ 24+ 26

23+ 21+ 24

24+ 29 + 23+ 25
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/ zs+z21+244+26 > 1 \

26+ 2z2+z 2> 1

Z1,%2,%3,%4,%5,%6 € {071}

Predchozi priklady byly docela jednoduché a primocaré, ze? Co ale tfeba s podobné
jednoduse vypadajicim problémem barveni grafu? Obarvenim grafu rozumime pfifazeni
prirozenych Cisel (barev) vrcholim grafu tak, aby sousedni vrcholy dostaly riizné barvy.
Barevnosti grafu pak je nejmensi pocet barev, kterym lze dany graf obarvit.

Priklad 11.7. Zformulujme problém barevnosti grafu jako problém IP.

PFirozenou prvni myslenkou vétSiny Ctenar( asi bude pouZzit celociselné proménné pro
barvy jednotlivych vrcholt. (Ponechme stranou otdzku omezenosti proménnych, nebot
pocet barev lze vzdy omezit poctem vrchold.) Jak ale vyjdd¥ime, Ze sousedni vrcholy
maji rizné barvy? Ramec formulace dloh IP ndam totiz nedava moZnost pfimo na-
psat z; # z;.

Pokud bychom pro hranu {i, j} chtéli napfiklad napsat z; > z; + 1, museli bychom pfi-
pustit i moznost z; < z; —1, ale my neumime pfimo vyjad¥it disjunkci podminek. (Blize
viz Oddil 12.2.) Vyuzijeme radéji podobnost problému barveni s nezdvislou mnozinou
— vrcholy stejné barvy musi byt nezdvislé. Obarveni grafu k barvami tudiz znamend
nalezeni rozkladu mnozZiny vrcholl na k nezavislych podmnozZin.
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/Reéeni: Pro kazdou potencidlni barvu ¢ (je tfeba pocitat s poétem barev aZ rovnym\
po¢tu vrcholll n) zavedeme sadu bindrnich proménnych z1 ...,z ¢, kde z; . = 1 zna-
mend, Ze vrchol i mlze byt obarven barvou c. Pro kazdé c pak pfiddme na 21, ..., 2n.c
podminky vyjadfujici nezavislou mnozinu, jako v Prikladé 11.5

Ve=1,2,...,n, Yi,j} € E(G): zic+zjc<1.

Déle musime vyjadrit pozadavek, ze kazdy vrchol dostane pridélenu jednu barvu
Vek=1,2,....n: zp1+zpo+...+2zpn=1.

Poslednim ponékud trikovym bodem je vyjadreni poctu barev, které celkem pouzijeme.
Pro to musime zavést dalsi bindrni proménné ¢4, ..., ¢, indikujici ty z barev, které byly
skutecné pouzity, a vyjadrime (cel

min t1 +...+t,
Ve=1,2,...,n: zic+22¢+...+2n < n-tc.

Vsimnéte si dobre, jakym zplsobem jsme v poslednich vztazich “spocitali”, kolik barev ¢ je
vlastné pfi barveni naseho grafu pouzito: Pokud ¢t. = 0, barva ¢ nemiize byt pouzita vibec,
pokud naopak t. = 1, Ize ¢ pouzit az na vSech n vrcholech. Jednd se o docela uziteény trik k

zapamatovani.
O
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/11.3 Problém obchodniho cestujiciho \

Klasickou dobre zndmou Ulohou diskrétni optimalizace je tzv. problém obchodniho
cestujiciho (TSP), motivovany nasledovné: Ukolem cestujiciho je obejit danych n mést
(v libovolném potadi, s navratem do vychoziho) tak, aby byla celkova délka &i cena
cesty minimalni. Tento tradi¢ni problém neopomineme ani v nasem textu.

Definice: (Orientovany) sled v grafu G je posloupnost vg, e1, v1, €2, va, . . ., €, U, kde
vzdy hrana e;, 1 < i < k vede z vrcholu v;_1 do v;.

Definice 11.8. Obecny problém TSP (Obchodniho cestujiciho v grafu)
V nejobecnéjsi grafové formulaci se problém obchodniho cestujiciho zadad nédsledovné:

Vstup: Orientovany ohodn. souvisly graf G, s ohodnocenim hran w : E(G) — R™.
Vystup: Najit uzavfeny orientovany sled v GG, ve kterém je soulet ohodnoceni (délek)
hran nejmensi mozny.

Poznamka: Uvédomme si, Ze optimalni feSeni obecného problému TSP mize opakovat jeden
vrchol vicekrat, napriklad pokud graf G je stromem. Obvykle se vSak pfi formulaci problému
TSP explicitné pozaduje, aby se zadny vrchol ve sledu neopakoval, neboli se hledad tzv. Ha-
miltonovsky cyklus grafu. V této “neopakovaci” formulaci také graf GG obvykle byva aplny.

Priklad 11.9. Zformulujme problém TSP na orientovaném grafu G bez povoleného
opakovani vrcholi ve sledu jako dlohu IP.
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/Iv?eéeni: Necht V(G) = {1, 2, ...,n}, pak kazdé orientované hrané (i, j) € E(G) pFiFa}
dime proménnou z; ; € {0,1}. Jelikoz opakovani vrcholi je zakdzano, hleddme formu-
laci popisujici Hamiltonovsky cyklus v G.

e Do kazdého vrcholu £ jednou pfijdeme a jednou z néj odejdeme

2 vimeni = Dpgena =L

Pokud vSsak ma G dostatek vrchold, tyto podminky spliiuje i kolekce vice dis-
junktnich cykll, ze?

e Navic tedy musime vyloudit pripad, kdy by se nas cyklus “uzavrel” jesté pred
navstivenim vSech vrchold. To znamend, Ze na kazdé podmnoziné vrchold W €
V(G), 2 < |W| < n — 2 zabranime vytvofeni podcyklu nerovnostmi

< _
Z(i,j)eE(G),i,jeW zij < W-1, 1)

které zaruci pokracovani cyklu mimo W.

Takto sestavenych nerovnosti pro TSP je bohuzel zhruba 2", takze je nelze ani rozumné
zapsat do paméti. Presto se tato formulace TSP v praxi pouziva tak, Ze nerovnosti v
(1) se vygeneruji “na zadost", tj. napfiklad pro jeden konkrétni podcyklus v &astecném
reSeni priddme prislusnou vylucujici nerovnost. Ukazuje se, Ze nakonec je tfeba vyuZzit
obvykle jen rozumné malou ¢ast ze vSech téchto podcyklovych nerovnosti. O
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/Poznémka: V povale¢né dobé bylo velkym matematickym Gspéchem vyresit problém TSP na\
49 hlavnich méstech kontinentdlnich stati USA. S dne$nimi vylepsenymi algoritmy a vykon-
nymi poditadi jsme schopni Fesit obecné problémy TSP az na tisicich vrcholech. Presto tento
optimalizaéni problém z(stava velmi obtizny a také velmi popularni.

Aproximace Euklidovského TSP

Piavodni motivace problému TSP nese oproti abstraktni formulaci jednu podstatnou
informaci navic — délky hran mezi mésty splniuji trojahelnikovou nerovnost. Toho Ize s
vyhodou pouzit pfi aproximaci reseni TSP.

Definice: Problém TSP se nazyva Euklidovsky, pokud délky hran grafu splfiuji troja-
helnikovou nerovnost (graf musi byt Gplny).

Specidlné tedy pokud jsou délky dany Euklidovskou metrikou.

Priklad 11.10. UkdZzeme, jak Ize problém Euklidovského neorientovaného TSP priblizné
vyresit v polynomialnim Case s cenou nejvyse dvojnasobnou od optimalniho Feseni.

Reseni: Na (neorientovaném) grafu G najdeme minimalni kostru 7 C G (napfiklad
hladovym algoritmem v ¢ase O(m-logm), m = |E(G)|). Pak “zdvojenim* kazdé hrany
T dostaneme uzavreny sled délky dvojnasobku T'.

Pokud je vylouceno opakovani vrcholi, tak nakonec tento sled “narovname” preskoce-

nim opakovanych vrcholl. Podle trojihelnikové nerovnosti si narovnanim sled nepro-
Clouiime, ale v praxi vétsinou zkratime. O

Petr Hlinény, FI MU 13 IA102 “OU": Kombinatorické optimaliza¢ni problémy 7




