/12 Umeéni formulace uloh MIP \

Jiz nékolikrat jsme vidéli, ze formulace Gloh diskrétni optimalizace jako Gloh MIP nebyva tak
jednoducha a skryva v sobé nékdy necekana Gskali. Jednim z nich je tfeba nutnost formulovat
exponenciadlné mnoho omezeni, jinym treba pozadavek formulace “A nebo B", coz pfimo nejde.

V této lekci si ukdzeme hlubsi uméni spravné formulace diskrétnich Gloh v MIP na nékolika
hezkych prikladech.

Strucny prehled lekce

Obecnéjsi formulace barevnosti grafu.

Dalsi triky formulace; jako vyjadreni disjunkce Ci kratsi vyjadreni TSP.

Celociselné polyedry a jejich priklady v kombinatorice.

Nelplné iterativni formulace dloh.
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/12.1 Vice o barevnosti grafu \

Pro ilustraci nékterych pokrocilych postupl formulace Gloh MIP si zkusme nejprve
zapsat problém barevnosti grafu (P¥iklad 11.7) Gplné jinou formulaci:

Priklad 12.1. Zformulujme problém barevnosti grafu jako problém MIP, kde barvy pri-
fazené vrcholiim budou pfimo (jako ¢isla) uloZeny v redlnych proménnych. Zachovdme
pritom poZadavek, aby se hodnoty sousednich barev liSili alespori o 1.

Reseni: V souladu se zadanim kaZdému vrcholu i = 1,2,...,n grafu G ptifadime
redlnou proménnou x;. Necht {i,j} je hranou G. Jak pak v rdmci formulace MIP
vyjadfime pozadavek |x; — x;| > 1?7 To je, zdd se byt, hlavnim problémem naseho
prikladu.

Trik je ndsledovny — zavedeme dodatecnou bindrni proménnou z; ; pro kazdou hranu
{i,j} a pozadavek na barvy rozepiSeme jako

r; < ;vj—l +nz;j,
T, > ;vj—i—l —n(l—zi,j).

(Hodnota proménné z; ; ndm takto uréuje, kterd z obou barev na hrané {i,j} bude
vétsi.) Skutecné, pokud z; ; = 0, tak z prvni nerovnosti plyne z; — z; < —1, a pokud
z;j = 1, tak z druhé nerovnosti plyne x; — x; > 1. Opacny smér ekvivalence je také
zrejmy.
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/I\Iakonec vyjadfime celkovy pocet pouzitych barev jako maximum z hodnot nabytych\
proménnymi & plus 1 (nezapomerime, Ze hodnoty # zacinaji od 0). TakZe zapiSeme

min y

Vi=1,2,....n: z;+1 < y.

Napriklad pro graf na obrazku zapiseme Glohu MIP

5 4
6 3
1 2
min y :

T1,T2,T3,T4,T5,Te Sy—l

1 < xg— 146212, 1 >axa+1—6(1—219)
r1 < w3 —1+ 6213, 1 >x3+1—6(1—23)
Ty <y — 1+ 6204, o >xq+1—6(1—204)
r3 < x3— 1+ 6234, 23 >xq+1—6(1—234)
ry < x5—1+ 6245, x4 >a5+1—6(1—245)
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/ 1 < x5 —1+ 6215, 1 >a5+1—6(1— 25) \

e < x5 — 1+ 625, 26 > w5+ 1—6(1— z65)
ry < xg— 1+ 6246, x4 >a6+1—6(1— z46)
X1, T2, T3, T4, T5,Te >0
21, 29, 23, 24, 25, 26 € {0,1}.

Ponékud stranou zatim zlstala dllezita otazka, zda jsme nasi Glohou MIP zapsali
skutecné problém klasické barevnosti grafu. Vzdyt jsme vyrazné rozsifili mnozinu pfi-
pustnych reSeni na readlna Cisla. Presto |ze dokdzat, Ze optimalnim vysledkem nasi Glohy
je skutecné klasicka (celo&iselnd) barevnost. O
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/Dﬂleiit}'/m pfinosem novych linedrnich formulaci kombinatorickych problémd je také\
moznost jejich zobeciiovani (& relaxace) umoznéné novym pohledem. Napfiklad vyse
uvedend formulace grafové barevnosti s redlnymi “barvami” pfimo motivuje nasledujici
(jiz d¥ive znamou) necelodiselnou relaxaci barevnosti grafu.

Definice: Cirkuldrni barevnosti grafu G rozumime nejmensi redlné Cislo f > 0 takové,
ze vrcholy G lze zobrazit na kruhovy interval délky (tj. obvodu) f tak, Ze sousedni
vrcholy G' maji na obvodu kruhu vzdalenost alespon 1.

Priklad 12.2. Zformulujme problém cirkuldrni barevnosti grafu jako problém MIP, kde
barvy prifazené vrcholim budou pfimo uloZeny v redlnych proménnych.

Na zalatek si blize osvétlime vyznam kruhového intervalu. Dvé &isla (body) s,t jsou
na kruZnici o obvodu f ve vzdalenosti alespori d pokud zaroveni |s —t| > d a |s —
t| < f — d (vzdélenosti méfené v obou smérech na kruznici). Podminka vzdélenosti
hodnot sousednich vrcholt G |z; — x| > 1 byla zformulovana jiz v Pfikladé 12.1. Pro
druhou podminku vzdalenosti na kruhu se v tomto pfipadé ukazuje jako lepsi ji pfimo
neformulovat, ale misto toho implicitné definovat obvod f kruhového intervalu jako
minimum z hodnot |x; — x| + 1 pfes viechny hrany G.
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/Reéeni: S vyhodou vyuzijeme jiz zapsané podminky z Prikladu 12.1 \

\V/{Z,_]} S E(G) cx, < Tj — 1+ nZ; j
= $J+1 —TL(l—Zi_’j)
Zij € {0,1}

V

o

a pridame (celovou funkci spolu s podminkami

min y
Vi=1,2,....n: zi—z;+1 < y (1)
x‘j—xi—i—l < y.

Pokud cirkuldrni barevnost G je f, tak vySe zapsany systém podminek ma pripustné
feSeni s y = f dané timto cirkularnim obarvenim.

Naopak pokud vezmeme pripustné feseni vyse zapsaného systému podminek a polozime
f =y, pak snadno pFifadime vrcholu i grafu G barvu ¢; = z; mod (f 4 1). Potom bude
splnéno |¢; —¢j| > 1 a také |¢; —¢;| <y—1= f—1 pro kazdou hranu {i, j} € E(G),
neboli se bude jednat o platné cirkularni obarveni. O
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/12.2 Uzitecné triky formulace \
Modelovani disjunkce

Trik pouzity v Prikladé 12.1 Ize zobecnit na modelovani jakéhokoliv poctu disjunktivnich
podminek v Glohdch MIP. Stru¢né feceno, dokdzeme vyjadfit podminky ve stylu “plati
toto nebo toto nebo toto..." (nebo zde neni exkluzivni).

Tvrzeni 12.3. Méjme dlohu MIP s omezenou mnoZinou pfipustnych feseni Q. Necht
Py, ..., Py jsou polyedry uréené nerovnostmi CV - & < d proj=1,... .k (kde vektor
xz zahrnUJe vsechny proménné dlohy). Pak dlohu s mnoZinou pr/pustnych reseni Q N
(P U...UDPy) Ize vyjddrit jako dlohu MIP.

Dikaz: Zvolme nejprve dostatecné velkou konstantu K. Zavedeme nové bindrni pro-

ménné z1, ...,z spolu s pfidanymi vztahy
z1+zm+...4+z, = k-1
Vi=1,2,...k: C7.Z < d+K-1 z ()

Pokud vektory Z € @ a Z spliiuji vztahy (2), tak jedno z; = 0, neboli Z spliiuje
C'-i<daifeQnPp,

Na druhou stranu pokud & € Q N (Py U...U Py), tak pro nékteré i je £ € Q N P;.
Zvolime z; = 0 a z; = 1 pro j # 4. Pak z pfedpokladu & € P; bude platit c-i<d
a navic pro vhodnou volbu konstany K bude C7 - # < & +K-1 platit pro vSechna
j =1,...,k. Tudiz (2) bude splnéno. O

K‘] 7 ’ /
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/Krétké formulace TSP \

Dalsi moc hezky trik formulace Gloh MIP je ukdzan na zapise problému TSP polynomi-
alné mnoha nerovnostmi. Prirozena formulace v Prikladu 11.9 vyzaduje exponencidlni
pocet nerovnosti a pozd€jsi objeveni vyrazné kratsiho zapisu Glohy bylo docela velkym
prekvapenim.

Tvrzeni 12.4. Problém obchodniho cestujiciho na orientovaném grafu G s n vrcholy
a ohodnocenim hran w : E(G) — RY Ize vyjadFit nasledujicimi polynomidlné mnoha
nerovnostmi jako tlohu MIP s bindrnimi proménnymi z; ; a redlnymi u;:
Vk=1,2,...,n: Zi:(i,k)GE(G) ik = 1
Vk=1,2,...,n: Zi:(lm')eE(G) 2y =1

V(i,7) € BE(G), 4,7 >1: w—uj+n-z,; <n-1 3)
a >0
Z € {0,1}*

Dukaz: Predpokladejme pro spor, Ze pfipustné hodnoty proménnych z; ; = 1 nevyja-
dfuji v grafu G Hamiltonovsky cyklus. Jelikoz do kazdého vrcholu prichazi jedna hrana
se z;; = 1 a jedna takovd odchdzi, mnozina hran se z; ; = 1 je tvorena vice cykly a
alesponi jeden z nich, oznaéme jej C', neprochazi vrcholem 1. Se¢teme-li nerovnosti (3)
pres hrany cyklu C, proménné u; se vyrusi a vyjde

V(O)N-n-1<(n=1)-[V(O),
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/coi je spor. \

Naopak mame dokazat, Ze kazdy Hamiltonovsky cyklus C' v G (tj. prochdzejici pres
vSechny vrcholy) je pfipustny. Necht vrcholy G nasleduji v cyklu C' v pofadi v; = 1,
V2, U3, ..., Up. PoloZzime u; =1, kde i = v; (tj. podle poradi na cyklu). Pak pro kazdou
hranu (i, j) € E(C), 4,5 > 1 plati u; —u; =1 — (I +1) = —1, takze

up—uj+n-1<—-1+n-1=n-1

Pro kteroukoliv jinou hranu pfirozené plati u; —u; +n-0 < n — 1. Tim jsme dokoncili
diitkaz spravnosti formulace (3) pro problém TSP. O

Poznamka: Nanestésti se uvedend kratka formulace ukazuje jako velmi nevhodna k praktic-
kému feseni problému TSP, nebot jeji linedrni relaxace jen velmi hrubé aproximuje mnozinu
pripustnych celociselnych reseni. Proto ma tento vysledek povétsSinou jen teoreticky vyznam.
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/12.3 Celociselné polyedry \

Pro Gvod za¢neme s pfirozenou (a trochu upravenou) formulaci problému tokd v siti
jako tlohy LP.

Definice: A je vrcholové—hranovd incidencni matice orientovaného grafu GG, pokud jeji
slozky (indexované vrcholy x hranami) jsou

i (i,5) = 1 pro (Z,]) S E(G), i (5,i) = -1 pro (],Z) S E(G), Aje = 0 _jlnak

Mé&jme sit (G, z, s, ), kde G je orientovany graf, z zdroj, s stok a ¢ uddva kapacity jed-
notlivych hran. (Definice 2.1) Dopliime graf G o “zpétnou” hranu ze stoku s do zdroje
z bez omezeni kapacity a pfitadme proménné z(; ;) tokiim na jednotlivych hranach.
Pak Glohu hledani maximalniho toku zapiSeme jako:

maxx(s)z)
A\ | = (o0
)" < \ée
Z > 0

Definice: Polyedr P je celociselny, pokud kazda jeho neprdzdna sténa obsahuje vektor
se vSemi celociselnymi slozkami.

Omezeny polyedr P je celodiselny podle této definice, pokud kazdy jeho vrchol je vektorem s
celociselnymi slozkami.
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/Fakt: Z celodiselnosti reseni Algoritmu 2.6 pro tok v siti v pripadé celociselnych kapacit\
¢ (nepfimo) vyplyva, Ze polyedr pfipustnych tokd v dané siti je celoCiselny.

Uvedeny fakt neni ndhodny, je ve skutecnosti jen specialnim pripadem Sirsiho fenoménu
popsaného nasledné.

Totalné unimodularni matice

Definice: Rekneme, 7e matice A je totdlné unimoduldrni (TU) pokud kazda jeji ¢tver-
cova podmatice ma determinant 0, 1 nebo —1.

Neni tézké zjistit, ze slozky totdIné unimoduldrni matice mohou byt jen 0, 1 nebo —1, ale to
neni dostacujici. Napfiklad jednotkova matice I je totdlné unimodularni a takova je treba i

matice
-1 1 0 0

1
1 -1 1 0 0
o 1 -1 1 o0 |,
0 0 1 -1 1
1 0 o0 1 -1

kterd ma mezi TU maticemi vysadni postaveni, jehoz vyznam presahuje rdmec naseho textu.

Vyznam totdlné unimodularnich matic v oblasti celoCiselnych mnohosténii je naznacden
nasledujici vlastnosti, ktera pfimo plyne ze zndmého “determinantového” vztahu pro
inverzni matici.
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/Fakt: Inverze reguldrni totdlné unimoduldrni matice je celoCiselnd matice. \

Z uvedeného faktu a znalosti souvislosti bazickych feSeni LP s vrcholy polyedru
(Lema 6.3) neni tézké odvodit, ze pro TU matici A a celociselné b je polyedr ur-

ceny vztahy A - 7 < I; Z > 0 celodiselny. V obecnosti dokonce Ize tvrdit (zde bez
dikazu):

Véta 12.5. Matice A je totdlné unimoduldrni, pravé kdyz pro kaZdé be Z™ je polyedr
urceny vztahy A - ¥ < b, £ > 0 celoCiselny.

Souvislost totadlné unimoduldrnich matic s toky v sitich se ukaze nasledovné.

Tvrzeni 12.6. Necht A je vrcholové—hranovd incidenéni matice orientovaného
grafu G. Pak A je totalné unimodularni.

Dukaz: Vezméme Ctvercovou podmatici C v A. Tvrzeni je jasné, pokud C' ma jediny
sloupec. Dale postupujeme indukci podle velikosti C'.

Pokud C' je singularni, ma determinant 0. Tato moznost mimo jiné nastava, pokud
kazdy sloupec C' obsahuje obé nenulové soufadnice (1 a —1) z pfislusného sloupce
matice A. Jinak najdeme sloupec v C majici pravé jednu nenulovou soufadnici. Podle
tohoto sloupce determinant rozvineme na jediny poddeterminant, jehoZ hodnota je +1
z indukéniho predpokladu, tudiz to samé plati pro |C/|. O
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/Pérovéni v grafu \

Mimo TU matice existuji i dalsi zajimavé pripady celociselnych polyedr(i vychazejicich
z grafovych problémd. Jednim z nich je tzv. mnohostén parovani. Pfipominame, ze
parovani v grafu je takova podmnozina hran, ve které zadné dvé hrany nesdileji vrchol.
Parovani je perfektni, pokud obsahuje viechny vrcholy grafu. (Mimo jiné musi mit
takovy graf sudy pocet vrchold.)

Definice: Necht Z € {0, 1}* je charakteristicky vektor podmnoZin hran grafu G. Mno-
hostén parovani grafu G je konvexni obal vSech takovych charakteristickych vektort %,
které odpovidaji parovanim v G. Mnohostén perfektnich parovani grafu G je konvexni
obal charakteristickych vektor( perfektnich parovani v G.

Vzpomenme si na Priklad 11.4 ukazujici IP formulaci problému parovani v grafu. Je
ziejmé, ze pokud bychom k oné formulaci udélali LP-relaxaci, dostaneme mnohem vice
reSeni nez jen ta z mnohosténu parovani.

Napriklad ohodnoceni vsech proménnych hran na liché kruZznici Cislem % vyhovuje nerovnostem
Prikladu 11.4, ale takové ohodnoceni zfejmé nema nic spolecného se skute¢nymi parovanimi.
Jak vidime pfi bliz§im pohledu, problémy délaji liché podmnoziny vrchold indukujici podgrafy
s pIné “nasycenymi” ohodnocenymi hranami, coz je véc nemozna pro skutecné parovani grafu.
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/\/éta 12.7. Mnohostén perfektnich parovani grafu G s n vrcholy je vyjddren na’s/edux
jicimi vztahy:

Vi=1,2,...,n: ZeGE(G):e:{i,j} Ze =1 (4)
VW C V(G)’ |W| liché : EeEE(G): e={1,j}CW Te < HW|/2J (5)
z >0

Mnohostén pdrovani grafu G je vyjddren stejnymi vztahy, jen vztah (4) je zapsdn s
nerovnosti < misto =.

Dukaz (ndznak): Nejprve si kratce ukazme, jak z platnosti véty pro perfektni parovani
plyne jeji platnost pro vSechna parovani:

Nyni dokdzeme, Ze vztahy (4),(5) plné popisuji mnohostén perfektnich parovani grafu
G. V jednom sméru potfebujeme dokdzat, Ze kaZdé perf. parovani spliiuje vztahy (4) a
(5). Pro (4) to plati z definice perf. parovéni. Pokud W je lichd podmnoZina vrchold,
tak asponi jeden z vrcholl musi ziistat uvnit¥ W nespdrovany, a proto plyne (5).

Naopak vezméme vektor &, ktery spliiuje vySe uvedené vztahy a zaroven je krajnim
bodem mnohosténu perfektnich parovani. Predpokladejme pro spor, ze & neni celoci-
selny. Hranam e grafu G, které maji necelé hodnoty z., fikejme Sedé hrany. Pro Sedou
kruznici C' sudé délky v G nazveme e-alternaci T takové ohodnoceni &, které na i-té
hran& v pofadi na kruZnici C' nabyva a/ = z., + (—1)’c a mimo C ziistava stejné

. S
jako Z.
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KI’ vrzeni 12.8. Za vyse uvedenych predpokladii v G existuje sudd Sedd kruznice C' a\
konstanta § > 0 takové, Ze vSechny e-alternace C' jsou pfipustné ve vztazich (4),(5)
pro —0 < & < 0.

Tvrzeni dokazujeme indukci podle n, pouzitim kontrakci lichych “nasycenych” pod-
mnozin. . .

Nyni jiz snadno dokonéime diikaz celé véty. Vektor & je totiz konvexni kombinaci svych
e-alternace a —e-alternace, které jsou pfipustné v Gloze pro dostate¢né malé ¢ > 0. To
je ale ve sporu s predpokladem, ze ¥ je krajnim bodem polyedru. O
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/Mnohostén perfektniho grafu \

Jiny znamy priklad kombinatorickych celociselnych mnohosténii vychazi z popisu klik v
jistych grafech. Pripominame, ze klika v grafu je jiny nazev pro inkluzi maximalni aplny
podgraf.

Definice: Graf G je perfektni, pokud v kazdém jeho indukovaném podgrafu je barevnost
rovna velikosti nejvétsi kliky.

Nepletme si pojem perfektniho grafu s perfektnim parovanim, neni mezi nimi zadna souvislost.
Priklady perfektnich grafi jsou bipartitni grafy (barevnost 2), intervalové grafy (uréené priiniky
intervald na pfimce), nebo tzv. chordalni grafy (bez indukovanych kruznic delSich nez 3).

Definice: Necht K je incidenéni matice klik a vrcholt perfektniho grafu G. (Tj. K; ; =
1 pravé kdyz vrchol j néleZi do i-té kliky.) Pak mnohostén perfektniho grafu G je uréeny
vztahy

K- 1

0.

8 8
IV IA

Véta 12.9. Mnohostén perfektniho grafu je vzdy celoCiselny.
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/12.4 Nedplné formulace aloh MIP

Iterativni vylepsovéani formulace MIP novymi podminkami na zakladé predchozich re-

laxovanych reseni.........
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