I

Od této prednasky se za¢neme zabyvat jistou obsihlou a dobfe prozkoumanou tfidou optima-
lizacnich dloh zvanou Glohy linearni optimalizace, neboli linedrni programovani LP. Typickym

znakem takovych uloh je spojitost a “konvexita” jejich reseni.
Uloha LP se sklada z linearniho (vektorového) univerza, omezujicich podminek vyjadfenych

jako linedrni rovnosti a nerovnosti a z linedrni dcelové funkce.

/3 Uloha linearni optimalizace

Strucny prehled lekce
e Ukdzat matematické formulace Gloh linedrni optimalizace.
e Formalni zapis téchto Gloh pomoci matic a vektor(.

e Prevadét formulace téchto Gloh do standardizovanych tvard.
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/3.1 Priklad formulace ulohy \

Priklad 3.1. Firma hodld proddvat lupinky za 120K¢/kg a hranolky za T6K¢/kg. Na
vyrobu 1kg lupink(i se spotrebuji 2kg brambor a 0.4kg oleje. Na vyrobu 1kg hranolek
je zapotrebi 1.5kg brambor a 0.2kg oleje. Firma ma nakoupeno 100kg brambor a 16kg
oleje. Brambory staly 12K¢&/kg a olej 40KE/kg. Naleznéte takovy plan vyroby, pfi kterém
firma nejvice vydéld.

Reseni: Necht vyrobime ¢ kg lupinki a h kg hranolk.
Dané podminky jsou

— mame k dispozici 100kg brambor
— a 16kg oleje,

— navic Ize (pochopitelné) vyrobit jen nezdporné mnozstvi od kazdého vyrobku.

Tedy v matematickém zapise dle vyse uvedenych bodi

20+ 15 < 100
0.40+0.2h < 16
Lh > 0.

Tyto nerovnice nam urcuji mnozinu vsech pripustnych reseni Glohy ve vektorovém pro-
storu se dvéma soufadnicemi £, h.
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/Naéim cilem je maximalizace zisku, na to v8ak mohou byt dva rizné (i kdyz podobné)\
pohledy:

e Miizeme byt v situaci, kdy nakoupené suroviny jiz nelze jinak vyuZit a jejich zbytky
se vyhodi. V tom pfipadé nds zajima jen hruby zisk z trzeb, tedy optimalizujeme
funkci

max 1204+ 76h .
(N&klady surovin jsou fixni a Ize je nakonec od trzeb odelist, nezdvisle na feSeni
alohy.)

e Mlzeme také uvazovat situaci, kdy se zbytky z vyroby dale vyuziji (na dalsi
vyrobu & se vrati dodavateli). Potom v8ak musime naklady surovin zapoditat jiz
do Gcelové funkce, neboli poditat Cisty zisk po odeéteni ndkladi, takze vyjde

max (120 — 24 — 16)¢ + (76 — 18 — 8)h = 80¢ + 50h..

Optimalnim feSenim je v tomto prikladé, pri obou formulacich acelové funkce, vyrobit
20kg lupink( a 40kg hranolk.

Trzba firmy v prvni formulaci je 5440K¢, zisk z vyroby v druhé formulaci je 3600K¢.

Jak ale k témto vysledkiim dospé&jeme?
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I
40 5(\ 80
20 + 1.5h < 100

0.4¢ + 0.2h < 16

Obrazek 3.1: Graficky vyznam predchozi tlohy LP (Pfiklad 3.1): Mnozina pfipustnych

feseni je Srafovand, optimum je vyznaceno krouzkem.
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/3.2 Slozit€jsi formulace

spl|sp?2

sp 3

Priklad 3.2. Spotrebitelé pozaduji 7, 8, 10 a 11 tun cementu. Sklady cementu jsou
tfi, s kapacitami po fadé 10, 15 a 11 tun. Dopravni ndklady mezi sklady (fddky) a
spotrebiteli (sloupce) jsou dané tabulkou

sp 4

sklad 1

sklad 2

sklad 3

p p
4 5
6 6
5 7

p
5
7
7

P
3
8
5

Reseni: Podminky jsou:

e Dodrzeni kapacit skladi

T11 + T12 + 213
To1 + T22 + T23
T31 + T32 + X33

T41 + Tg2 + X43

11 + T21 + 31 + 2w
k Petr Hlinény, FI MU 5

na tunu nakladu. Minimalizujte dopravni naklady mezi spotrebiteli a sklady.

e Dodani cementu pro i-tého spotrebitele z j-tého skladu

7,
8,
10,
11.

< 10,

1A102 “OU!
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/ Tio + Xoo + T30 + x40 <15, \

13 + To3 + w33 + 143 < 1L

A

e Podminky nezdpornosti
T >0 prot=1,2,3,45=1,23.
Poznamka: Podminky nezapornosti nyni nejsou zcela nutné. Prevoz zdporného mnozstvi ce-
mentu ze skladu spotrebiteli ma redlny vyznam — spotrebitel dostal z jinych skladl vice ce-

mentu, nez potrebuje, tak zbylé mnozstvi vraci do skladu. Hodnoceni ticelové funkce nam vsak
zarudi, ze takové zbyteCné prevozy tam a zpét se neuskuteccni v optimalnim reseni.

Cilem je minimalizace prepravnich nakladd, dcelova funkce tedy vypada takto:

min 4x11+5x21 +5231 +3T41 + 6112+ 6200+ T30 + 840 +5x13+ 7203+ 733+ DT y3.
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/Optimélni hodnota Gcelové funkce je \
n(Z) = 188.0
a hodnoty jednotlivych nenulovych proménnych:
231 =3.0 x41=7.0

Tog = 8.0 x30="7.0
Xr13 = 7.0 Tg3 = 4.0

Optimalnim feSenim tedy je prepravit z prvniho skladu 3t t¥etimu spotfebiteli a 7t
¢tvrtému spotrebiteli, z druhého skladu prepravit 8t materidlu druhému spotrebiteli a
Tt tfetimu spotrebiteli a ze tretiho skladu prepravit 7t prvnimu spotrebiteli a 4t ¢tvrtému
spotrebiteli. Naklady na prepravu ¢ini 188 jednotek. Obrazkem: O

Spol (7t)
Sklad1 (10t)

Spo2 (8t)
Sklad2 (15t)

Spo3 (10t)

Sklad3 (11t)

k Spo4 (11t) /
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/PFirozenou otazkou je, jak jsme k uvedenému ciselnému reSeni predchoziho pFikIadu\
dospéli. Takové Glohy s vice proménnymi jiz nelze FeSit “pohledem na obrazek” jako
Priklad 3.1. Pro fesSeni Gloh LP vSak existuje pomérné jednoducha simplexova metoda,
kterd ma mnoho i volné dostupnych implementaci.

Malé a vhodné formulované dlohy linedrni optimalizace snadno vyfe$ime rlznymi aplety a
programky volné dostupnymi na internetu, napfiklad [?] http://algos.inesc.pt/1p/. Dalsi
moznosti (zcela nendroénou na stranu klienta, funguje i na PDA) je vyuZit klientsky pFistup [?]
k aplikaci WLPS Fesici LP a IP dlohy.

Poznamka: Ctenafe miize napadnout, v jakém vztahu jsou celkova kapacita skladt a celkové
pozadavky spotrebiteli. Pokud by celkova kapacita skladii byla nizsi, reSeni by nemohlo exis-
tovat. V nasem pripadé€ je kapacita pravé dostatecnd, takze kazdy sklad bude pIné vyuzit. To
prinasi jisté nebezpedi zaokrouhlovacich chyb, které mohou znemoznit nalezeni Feseni. (Pred-
stavte si, Ze vinou zaokrouhlovaci chyby se béhem vypoctl treba jen velmi malo snizi kapacita
jednoho skladu a feSeni tlohy tak nebude mozné.) P¥i matematické formulaci praktickych aloh
je dobré na toto nebezpedi myslet a vyhybat se “hraniénim” formulacim rovnosti v LP.
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/Plv'iklad 3.3. Armdda pro potreby cvi¢eni musi ze dvou skladi o kapacitich 6 a 5 tun\
streliva prepravit 3, 2 a 2 tuny streliva na tri jeji strelnice. Ukolem Jje, v ramci rozloZeni
rizik, minimalizovat maximalni mnoZstvi streliva prepravované po jednotlivych cestach
od skladii ke strelnicim.

Reseni: Podminky nyni jsou nasledovné.
e Kapacity sklad

11 + 212 + 713 <
To1 + X2 + 123 <

e Pozadavky strelnic — z i-tého skladu dodat j-té mnoZstvi streliva

T11 +T21 = 3,
Tig +To2 = 2,
T13 +T23 = 2.

e Podminky nezdpornosti z;; >0, ¢=1,2, j =1,2,3.

Cilem je nyni minimalizovat prevaZené mnoZstvi stfeliva na kazdé jedné silnici (aby
nedochézelo k pFilis vysoké koncentraci stfeliva na jednom misté). Pokud podminku
prepiseme do hodnoceni ilelové funkce, ziskdme zapis

min (7(Z) = max{xll, 212,213, 221, 222, 223}) .
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Kl'uto formuli lze nasledné pridanim dodateénych podminek upravit na \
min (%) =z : kde z > z;; proi=1,2, j=1,2,3.

Optimalni hodnota Gcelové funkce je
(@) =1.5
a hodnoty jednotlivych sloZek / proménnych jsou:
z=1.5

Tr11 = 1.5 12 = 0.5 13 — 0.5
To1 = 1.5 To9 = 1.5 €T23 — 1.5

Optimalnim feSenim je tfeba prepravit z prvniho skladu 1.5t k 1. stfelnici, 0.5t k 2. strel-
nici a 0.5t k 3. st¥elnici. Z druhé skladisté se prepravi 1.5t k 1. stfelnici, 1.5t k 2. stfelnici
a 1.5t k 3. strelnici. Obrazkem:

StFl (3t)
Sklad1 (6t)

Sti2 (2t)
Sklad2 (5t)

StF3 (2t)
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/3.3 Obecna uloha LP

pravych stran a C je tcelovy vektor.

A-Z

—

X

k Petr Hlinény, FI MU

Nas zkraceny maticovy zapis podminek dlohy

<
2

o o

11

Nyni prejdeme ke zobecnéni matematické formalizace LP.
Definice 3.4. Ulohou linearniho programovéni (zkratkou LP)

rozumime dlohu nalezeni vektoru :z: ktery maximalizuje, resp. minimalizuje, skalarni
soucin ¢+ & za podminek A - ¥ < b, & >0, kde A je dana matice dlohy, b je vektor

v . s m,n . ;s ,
ve skute¢nosti znamend pro A = (a;;), ._, soustavu linedrnich nerovnosti

a1121 +a12x2 + ...+ ar e, < by,
Am1T1 + Gm2T2 + .o+ AmnTn < by,
L1,T2,...,Tn Z 0.
Znaceni: Ulohu LP z Definice 7?7 zkracené zapisujeme
max ¢ pro A-F<b a ¥>0.
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/Pro lepsi rozliSeni také mluvime o dloze LP v zakladnim tvaru. VSimnéme si, Ze v\
zakladnim tvaru je kazda slozka vektoru ' nezdporna.

Definice: Zobecnénou tilohou LP rozumime max¢- (Z, ) & minc- (Z,§) pro

A7) < b
A&y = U,
A" (Zg) = b,

zr > 0.

O slozkach vektoru & pak mluvime jako o omezenych proménnych a o slozkach vektoru
ij jako o neomezenych proménnych.

Definice: Pripustné rfeseni Glohy LP je vektor (Z, %) spliiujici vSechny podminky (rov-
nosti a nerovnosti) Glohy.
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/Plv'evody forem ualoh LP \

Pro co nejsirsi aplikovatelnost Glohy LP je samozrejmé vhodnéjsi volit jeji zobecnény
tvar, avSak z dobrych matematickych divod( je zase lepsi zapisovat Glohy LP v za-
kladnim tvaru. Ze to neznamena zadné podstatné omezeni, ukazuje ndsledujici tvrzeni.

Véta 3.5. Ke kazdé zobecnéné dloze LP existuje ekvivalentni iiloha v zakladnim tvaru.

- =

Ditkaz: Mé&jme zobecné&nou tlohu danou maticemi a vektory A, A’, A" b, b/, V", ¢, Z, i
jako ve vyse uvedené definici. Provedeme nasledujici substituce:

e Nahrada proménnych ¢ novymi nezdpornymi proménnymi

! 1 ! 1"
yi — (x; —x), xj,x] >0.

e Obraceni nerovnosti z A'(Z, ) > V/

e Nahrada rovnosti dvojicema nerovnosti

af(#,§) =V — df(&§) <], —a](#5) < -b].

Nyni je Gloha v zdkladnim tvaru. O
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