/4 Konvexita a mnohostény \

V této prednasce si uvedeme ¢i zopakujeme zakladni matematické pojmy nutné pro pochopeni
a zdivodnéni principl linedrni optimalizace a jejiho feSeni tzv. simplexovou metodou. Mimo
pfipomenuti béznych pojmi algebry a topologie se jednd predevsim o pojmy konvexity a
mnohosténu.

Samotny pojem mnohosténu pfitom je intuitivni v dimenzich 2 nebo 3, ale ve vyssich dimenzich
jiz pfinasi netrivialni komplikace.

Strucény prehled lekce

e Zopakovani zakladnich pojmi linearni algebry a topologie.
e Definice konvexity a konvexni mnoziny, Farkasovo lema.

e Mnohostény a jejich vlastnosti.
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ﬁ.l Vybrané matematické pojmy \
Definice nékterych zdkladnich pojm0 linedrni algebry:
o d-dimenzionélni euklidovsky prostor je vektorovy prostor R® s klasickym skalar-

nim soucinem.

e Afinni podprostor je vektorovy podprostor posunuty o dany vektor (tj. nemusi
prochézet polatkem) .

e Dimenze podprostoru je pocet prvkil jeho baze. Dimenze mnoziny X je nejmensi
dimenzi afinniho podprostoru obsahujiciho X.

e Nadrovinou v R% rozumime afinni podprostor dimenze d — 1.

e Poloprostor v R? je uzaviena podmnoZina, jejiz hranici je nadrovina, neformal-
nimi slovy mnozina vSech bodl “na jedné strané nadroviny"”.

o Necht ||7|| = /27 + ... + 23 znadi délku vektoru 7 € R".

—

Nadrovina v R? je uréena linedrni rovnici @ - ¥ = a1x1 + ... + agxqg = b.

Poloprostor v R je uréen lineadrni nerovnici @ - ¥ =ajx1 + ...+ aqrg < b.

Znaéeni: Pokud H oznaluje nadrovinu, H™ a H™~ ozna&uje pfisluiné dva poloprostory
uréené H (bez definovaného rozligeni, ktery ze dvou je H™ a ktery H™).
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/Definice nékolika béznych topologickych pojma:

e Méjme mnozinu X C R X je omezend, pokud existuje konstanta k € R

takovd, ze VZ € X plati ||Z]| < k.

e Mnozina X C R je uzavrena, pokud p
(21, 22,...) € X plati (lim,,—o z,) € X.
(Neformalné, ze “hranice X patfi’ do X.)

e Mnozina X C R? je oteviend, pokud jeji doplnék je uzav¥eny.

e Funkce f se je spojitd, je-li vzorem oteviené mnoziny (tj. f~1(U)) opét otevrena

mnozina.

(Neformalné pro kazdé dva “dostatené blizké” body jsou si blizké i jejich funk&ni

hodnoty.)

Definice 4.1. Kompaktni mnozZina X je takov3,
.) € X m3 podposloupnost konvergu-

ve které kazda nekonecnd posloupnost (1, 22, ..
jici uvnitr X.

Véta 4.2. Necht X C RY.

a) Pak X je kompaktni pravé kdyz je X omezend a uzavfend.
b) Kazda spojitd funkce f : X — R md na kompaktni mnoZiné X globdlni maximum

I minimum.
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6.2 Konvexita: definice a vlastnosti \

Definice 4.3. Konvexni kombinaci vektori , i € R?

rozumime kazdy vektor tvaru oZ + (1 — )7, € (1,0).

(Tj. vBechny body na dselce s konci 7 a 7.)

Mno%ina X C R? je konvexni, pokud s kazdymi dvéma body x,y € X pat¥i do X i
celd Gsec¢ka xy, tj. vSechny konvexni kombinace vektori Z, 3.

O . o
. 0.6 + 0.47] .
T y

Obrazek 4.1: Priklad konvexni kombinace vektorl &, .

Lema 4.4. Prianik X NY dvou konvexnich mnozin X,Y je konvexni.
Diikaz: Zcela jasné z definice konvexni mnoziny. O
Diisledek 4.5. MnozZina vsech pripustnych feseni ulohy LP je konvexni.

Definice: Necht K je konvexni mnozina. Bod v € K je krajnim bodem K, pokud
neexistuji body x,y € K \ {v} takové, Ze v by bylo konvexni kombinaci = a y.
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/\/éta 4.6. Necht X C R" je uzaviend a konvexni mnozina a Z € R® je bod 7 ¢ X.\
Pak existuje nadrovina H C R oddélujici z od X, jinymi slovy existuji a € R beR
takové, Zed-Z<baVie X:a-& >b.

H

-

a-T

>b a-z

G-F=b <0

Dukaz: Necht # € X je libovolné a | = || — Z||. Pak vezmeme X’ C X podmnozinu
vSech bodi ve vzdélenosti <1 od Z. X’ je uzavfend, omezend, tedy kompaktni, a tudiz
podle Véty 4.2 m3 funkce vzdalenosti f(Z) = || — Z|| minimum na X’ v nékterém
bodé i € X’ (¢ je bod X nejblizsi k 2).

Za oddélujici nadrovinu H vezmeme kolmou nadrovinu k Uselce yz prochazejici jejim
stiedem, tj. volime @ = § — Z a b = L2 . @ Pokud by existoval bod # € X, pro
ktery @ -t < b (tzn. T leZi na stejné stran& H jako %), pak by i celd tsecka yt patiila
do X podle definice konvexity. Jelikoz vSak Gsecka yt protina oddélujici nadrovinu H,
musi na ni podle trojihelnikové nerovnosti lezet bod blizsi k 2’ nezZ je 7, a to je spor.
(Uvédomte si, Ze zminény bliz§i bod nemusi byt fsamotny.) O
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/\/elmi znamy disledek predchozi véty je zndm jako Farkasovo lema. \

Diisledek 4.7. (Farkasovo lema) Soustava linedrnich rovnic 7 - A = ¢
zdporné reseni i > 0 pravé tehdy, kdyz pro kazdé reseni soustavy A - < O plati
¢ -y <0.

Diikaz =: Predpokladejme, Ze @ > 0 a i/ jsou takové, ze @/ - A =¢c" a A < 0.
Potom & 5= (a7 - A)-g=a" - (A-§) <0.

Dilkaz < (sporem) Predpokladejme ze @i’ -A = ¢ nemd nezaporné fedeni. Ukazeme,
7e potom existuje 7/ takové, ze A -4 < 0 a ¢-i > 0. Uvazme mnozinu P = {u” - A :
@ > 0}. Mnozina P je zfejmé uzaviend a konvexni a plati, Ze ¢ ¢ P. Podle Véty 4.6
existuje oddélujici nadrovina mezi ¢ a mnozinou P, tj. existuji @ a b takové, ze @-¢ < b
a zdroven d@ - & > b pro kazdé ¥ € P.

Dokazeme, Ze Ize volit b = 0 (tj. Ze nase oddélujici nadrovina miZe prochdzet po&at-
kem). Z¥ejm& 0 € P a tedy @- ¢ < 0, protoze 0 = @-0 > b. P¥epokladejme, Ze existuje
Z € P takové, ze a-& < 0. Z definice P plyne, ze pro kazdé A > 0 plati \-Z € P. Avsak
pro dostate¢né velké A dostaneme, ze @- (\-Z) = \-(@-&) < b, nebot \-(d-Z) — —o0
pro A — 00, a tedy Ze P se nachazi na obou stranich oddélujici nadroviny, ale to je
zfejmy spor. Z toho plyne, ze @ - & > 0 pro kazdé & € P, tedy Ze mizeme volit b = 0.

Koneéné zvolme ¢ = —a. Potom ¢- ¢ = —ad-¢ > 0 a zdroven A-y=—A-a <0, coz
plyne dosazenim jednotlivych fddkd matice A za & do nerovnice @& > b = 0 (vSechny
radkové vektory A jsou zfejmé v P). O
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/Dﬁsledek 4.8. (Farkasovo lema trochu jinak) Necht soustava A - & < ¢ T > 0\
nemd reseni. Pak existuje vektor A\ > 0 takovy, Ze \- A >0a \-c<0.

Diikaz: Zfejmé soustava
(A)-(F)<c 220

ma reseni pravé kdyZ ma reSeni nasledujici soustava
z R =
(A|I)-<Z):,x>0,z>0.

AT
I
existuje § takové, e A’ -5 < 0a & § > 0. Nyni zvolme X = 7. Pak A" - X7
—A’" - § >0, co? Ize rozepsat jako AT - AT = (X A)T >0anavicT-\=\>

Zaroved plati, 2e X - &= —¢- < 0.

Necht 77 = (#7,2T)a A’ = ( > Z Farkasova lematu 4.7 pro A’ a i plyne, Ze

o <

Alternativni formulace Farkasova lematu v Disledku 4.8 ma nasledujici pékny vyznam: Nema-
li soustava A -Z < ¢ & > 0 feSeni, lze pfimo ziskat nezdpornou linedrni kombinaci Fadku
soustavy spor 0 < A- A - < \-¢<0.
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6.3 Mnohostény \

Mnohostén lIze popsat jeho vrcholy nebo jeho sténami (facetami), ale pfevod mezi
témito popisy neni viibec jednoduchy a mize z vypocletniho hlediska vést k exponen-
cidInimu narustu slozitosti.

Proto se na mnohostény budeme divat dvéma odliSnymi formalnimi pohledy, nejprve
pohledem na jeho stény.

Definice 4.9. Polyedr v R? je priinikem kone&n& mnoha poloprostori.
(Je to konvexni a uzaviena mnozina podle Lemmatu 4.4.)

Dobre si uvédomme, Ze z této definice viilbec nevyplyvd omezenost polyedru.

polyedr \ neomezeny polyedr
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/Definice 4.10. Sténa F' d-dimenziondlniho polyedru P \
je kazda takovd mnozina F' C P, pro kterou existuje nadrovina H v R uréujici
poloprostor H*, e PC HY a FF= PN H.

Vsimnéme si, ze i prdzdnd mnozina muze byt sténou polyedru. Obvykle se za sténu bere navic
i cely polyedr P a pak se () a celému P tikd nevlastni stény. VSechny stény véetné& nevlastnich
zfejmé tvori svaz s nejmensim i nejvétsim prvkem, navic se jednd u omezeného polyedru o
svaz atomicky (atomy jsou jednotlivé vrcholy).

Znateni: Dimenzi stény F' pfirozené minime afinni dimenzi mnoziny F'. Stény dimenze
0 nazyvame vrcholy, stény dimenze 1 nazyvame hranami a stény dimenze d—1 facetami
d-dimenzionalniho polyedru P.

Fakt: Primo z definic plyne, Ze vrcholy polyedru dimenze vétsi nez 0 jsou jeho krajnimi
body a naopak. (Pro dimenzi 0 se o tento fakt definice rozsifi.)
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/Nésleduje druhy pohled na mnohostény podle jejich vrcholi. Poznamendvame, ie\
obecné se v matematice mluvi o konvexnich mnohosténech, ale jelikoZz zde uvaZzujeme
jen konvexni mnoziny, tento privlastek pro jednoduchost vynechavame.

Definice: Konvexnim obalem conv(V') mnoziny V' C R je prinik viech konvexnich
mnozin obsahujicich V'; tj. neformdalné mnozina vsech bodi, které Ize ziskat z bodi V
(ndsobnymi) konvexnimi kombinacemi.

konvexni obal

Definice 4.11. Polytop je konvexnim obalem kone&né mnoha bodii v R%.
(Opét se jedna o uzavienou konvexni mnozinu, navic vzdy omezenou.)

Poznamka: Citovand ucebnice [?] nerozliSuje mezi pojmy polyedru a polytopu a pouZivé jen
slovo “polyédr” v obou nasich vyznamech. To rozhodné neni matematicky presné. My prejdeme
ke zjednodusené zaméné pojmu polyedru a polytopu az po dikazu nasledujici Véty 4.12.
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/Ekvivalence pohledii na mnohostény \

Nakonec si ukazeme, ze z matematického pohledu lze pojmy polyedru a polytopu dle
potfeby zaménit. Plati vSak, Ze sloZitost popisu téhoz télesa jako polytopu se mize
diametralné lisit od jeho popisu coby polyedru.

Fakt: d-dimenzionalni hyperkrychle ma 2d stén a 2% vrcholi.
Véta 4.12. Omezeny polyedr je polytop a naopak.
Dikaz této dilezité véty bude podan nasledujicimi tvrzenimi.

Lema 4.13. Necht P je omezeny polyedr a F' jeho faceta. Pak existuje vrchol (krajni
bod) v P ktery neleZi na F.

Diikaz: Uvédomme si, Ze v dimenzi 0 je tvrzeni trividlni — jakékoliv téleso dimenze 0 je
tvoreno jedinym bodem, ktery je zaroveri krajnim bodem, a jedinou facetou takového
télesa je prazdna mnozina. Déle postupujeme matematickou indukci podle dimenze P.

Necht H je nadrovina definujici facetu F' v P. Podle Véty 4.2 ma funkce vzdalenosti
bodu od H své globalni maximum na kompaktnim P, feknéme v bodé z € P\ F.
Ozna¢me H' nadrovinu rovnobéznou s H a rochézejici z. Pokud H' NP = {z}, médme
pozadovany vrchol. Jinak je H' NP polyedrem mensi dimenze nez P a podle indukéniho
predpokladu ma H’ N P né&jaky vrchol. O
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/Nésledujici tvrzeni pro zjednoduSeni nedokazujeme, ale odkazujeme Ctenare na argux
menty uvedené v Oddile 6.2.

Tvrzeni 4.14. Necht x je krajnim bodem polyedru P dimenze d. Pak existuje d facet
Fy, ..., Fy polyedru P takovych, Ze F1 N ...NFy; = {z}.

Lema 4.15. Necht P je omezeny polyedr a X mnoZina jeho krajnich bodi. Pak X je
kone¢nd a conv(X) = P (tj. X jsou vrcholy tohoto polytopu).

Duikaz: V prvé radé, jelikoz P ma kone¢né mnoho facet, reknéme ¢, ma podle Tvr-
zeni 4.14 nejvyse (f;) krajnich bodii. Proto je X kone¢nd. Oznaéme T = conv(X).

Ztejmé T C P, protoze P je konvexni z definice. Pfedpokladejme nyni, Ze existuje
x € P\ T.Z Véty 4.6 plyne, Ze mezi T a x existuje oddélujici nadrovina H. Necht
x € H- (H™ je zdpornd strana H), tj. T C H™". Uvazme polyedr P’ = PN H™ s
facetou ' = PN H. Podle Lematu 4.13 existuje dal$i krajni bod s € P’ nenaleZejici F.
Proto je s zaroveh krajnim bodem plivodniho P. JelikoZ v8ak podle nasi volby X C HT
as€ H, mdme s € X, spor. O
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Kl'imto jsme dokazali, Ze z popisu polyedru odvodime jeho popis (téhoZ télesa) cobh
polytopu. V opac¢ném sméru diikazu Véty 4.12 potrebujeme popsat dany polytop coby
polyedr. Vyuzijeme nésledujiciho uzite¢ného pojmu:

Definice: Necht S C R". Polarni mnoZinou k S nazveme

S*={ye R":Z -y <1 proviechna ¥ € S}. (1)
Fakt: Pro kazdou S C R" je (S*)* D S.
Prakticky vyznam polarni operace pro nas tkvi v tom, ze “prevraci” popis polytopu P na popis

P~ jako polyedru, zvaného poldrni polyedr (a taky naopak). Blize viz nasledujici tvrzeni.

Lema 4.16. Necht P je polytop. Pak P* je omezeny polyedr.

Diikaz: Podle definice
P ={yeR":Z-y§<1provsechnaz e X}.
Oznaéme X koneénou mnozinu vrchold P. Tvrdime, Ze
P*=Q, kde Q={y€ R":Z -y <1 provechna z € X},

z ¢ehoz je ihned vidét, ze P* je priinikem kone¢né mnoha poloprostort 7 - i < 1, tedy
polyedrem. Zfejmé P* C . Necht naopak y € @, pak &- 4 <1 pro vSechna z € X a
tudiz i pro kazdé x, které je konvexni kombinaci z X. Proto ¢ € P*. Navic je ) zfejmé
omezené. O
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/I\Iyni pokud P je polytop, pak @ = P* je omezeny polyedr, a tudiz podle Lematu 4.15\
je @ i polytop. Uplatnénim stejné (vahy jesté jednou dostavame, ze i Q* je omezeny
polyedr. Pro dokonéeni dikazu Véty 4.12 zbyva zdivodnit, ze Q* = P. Je zfejmé, ze
posunutim souradnic mizeme predpokladat, Ze pocatek souradnic je vnitfnim bodem P.

Lema 4.17. Necht P je polytop obsahujici pocdtek souradnic O jako svij vnitfni bod.

Pak (P*)* = P.

Duikaz: Oznaéme Y mnozinu vrcholl polyedru—polytopu P*. Chceme dokdzat
P=S, kde S={Z€ R":Z -5 <1 proviechnayeY}.

JelikoZ jiz vime S D (P*)* D P, sta&i ndm pro dlikaz sporem predpokladat, Ze 7° ¢ P
pro néjaké z° € S. Podle Véty 4.6 (o oddélujici nadroviné) pak existuji d, b takové, ze
a-r° < b apfitom d-T > b pro vSechna ¥ € P. Jelikoz 0 € P, plati 04 = 0 > b.
Vydélenim uvedenych nerovnosti zdpornym b proto dostavame

c-¥°>1, VieP:¢c-¥<1,

kde ¢ = 1@. Proto podle definice (1) je ¢ € P*. Jelikoz P* je také polytop, je &
konvexni kombinaci jeho vrcholii z Y; &= A" + ... \xi*. Nakonec ziskdme Gpravou

k k k
1< i = <Zwi> =) M@ ) <Y Nic1=1,
i=1 i=1 i=1
coZ je zfejmy spor. O
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