/5 Dualita aloh LP I

V navaznosti na predchozi teoretickou lekci nyni zavedeme uzZite¢ny pojem duality tGloh LP,
ktery ndm mimo jiné poskytne dobrou charakterizaci optimalnich reseni LP.

Plati totiZ, Ze pavodni (primarni) i dudlni Gloha maji zaroven optimalni feSeni stejné (celové
hodnoty.

Zjednodusené feceno, dudlni Gloha k Gloze v zdkladnim tvaru se ziska transpozici matice Glohy
a zaménou (celového vektory s vektorem pravych stran, pfi sou¢asné zméné sméru nerovnosti.

Strucny prehled lekce

e Dualita Gloh LP v zakladnim tvaru, slaba véta o dualité.
e Dobra charakterizace, silnd véta o dualité.

e Obecny tvar dualni Glohy LP.
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/5.1 Zakladni tvar duality \

Béznd (a snadno zapamatovatelnd) definice dudlni Glohy LP se vztahuje k formulaci
plvodni Glohy (zvané primdrni dloha) v zékladnim tvaru, ale pozdéji si ukaZeme, jak
Ize prevést na dudlni i Glohu LP v obecném tvaru.

Definice 5.1. Dualni Glohou LP k Gloze v zdkladnim tvaru
max ¢-Z pro A-£<b, >0
je tloha

min b-y pro y-A>¢ y>0.

Slozky vektoru i jsou tzv. dudlni proménné.

Jinymi slovy, pfi formulaci dudlni Glohy pfifadime nové (dudlni) proménné y; jednotlivym
nerovnicim primarni Glohy, matici A transponujeme a vektory (éelovy ¢ a pravych stran b
vzajemné zaménime. Nové ziskané dudlni nerovnosti budou v opa¢ném sméru a dudlni Géelova
funkce b - i/ se bude minimalizovat. | dudlni proménné budou vsechny nezaporné.

Priklad 3.1 o hranolkach a lupincich vede na nize zapsanou dudlni dlohu LP.

max 80x1 + 50xs : min 100y, + 16ys2 :
2z1 + 1522 < 100 2y1 + 04y > 80
0.4x1 + 0222 < 16 1.5y1 +0.2y2 > 50
z1,72 > 0 yi,y2 = 0
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/V obecnéjsim zapise (pro nazornéjsi pochopeni a zapamatovani) vypada dualita Gloh v za’kladx
nim tvaru takto:

Primarni dloha:

max ci1x1 + oo+ ...+ Cpy :

ail ai12 . QA1n To bl
. <
Am1 Am2 cee Amn JJ- bm
n
L1, L2, -+, Tn > 0

Dudlni tloha:

min biy; + boys + ... + by Ym -

ail oo Qm1
C1
a2 oo Qm2
[y1 - ym ] >
Cn
Q1n  --- QGmn

Y1, Y25 - -+ Ym 2 0

Rozeberte si sami pro sebe, pro¢ dvoji aplikaci duality ziskdme zpét pavodni Glohu!
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/Dﬂleiitost dudlni dlohy pfi dobré charakterizaci optimalnich reSeni Gloh LP vyplyva z\
nasledujicich tvrzeni o dualité.

Véta 5.2. (Slaba véta o dualité LP)

Necht x° je pfipustnym feSenim (maximalizaéni) primdrni dlohy A - T < b, 7>0ay°
Je pfipustnym FeSenim (minimalizaéni) dudini dlohy ij- A > ¢, ¥ > 0. Pak

T <b-g.
Ditkaz: & 7° < (§° - A) -2 = §° - (A- ) < §° - b= b - j°. O

Disledek 5.3. Mdme-li pripustna feseni Z°, j° jako ve V&té 5.2 a navicc-z° = b-4°,
pak ° je primdrnim optimalnim resenim a y° dudlnim optimem.

Duikaz sporem: Necht existuje lepsi feSeni 7!, tj. - &' > ¢-2°. Pak ale ¢- 2% > ¢-7° =
b-4°, z ehoz plyne spor s ¢- ' < b - 4° podle Véty 5.2. O
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/5.2 Silna dualita \

V souvislosti s uzitecnym Dusledkem 5.3 se prirozené nabizi otazka, zda vzdy nalezneme
pripustna feseni primarni a dudlni Glohy o stejnych Géelovych hodnotach.

Pochopitelné, pokud primarni Gloha nema optimalni feSeni, at uz z divodu nepfipustnosti nebo
neomezenosti, tak odpovidajici dualni feSeni nenajdeme. Ve vSech ostatnich pripadech vsak
ano:

Véta 5.4. (Silna véta o dualité LP)
Necht Z° je optimdlnim fesenim primdrni dlohy
max ¢ EproA-Z<b, ©>0.
Pak existuje pripustné reseni y/° pfislusné dudini dlohy takové, Ze
i =b-q°.
Poznamka: Duisledek 5.3 spolu s Vétou 5.4 dava dobrou charakterizaci pro véechny resitelné

Ulohy LP — pro diikaz optimality naseho feSeni vzdy najdeme pripustné dudlni reSeni stejné
Gcelové hodnoty.
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/Dﬁkaz: Fakt, ze pfipustny vektor #° je optimalnim feSenim dané primdrni Glohy Ize\
jinak vyjadfit tvrzenim, Ze neexistuje jeji pfipustné reseni s hodnotou ¢- & > ¢-2° +¢
pro zadné € > 0, tedy ze rozsirena lloha

(4) 555 e
—C —C-X — €

nema zadné p¥ipustné Feseni. Nyni aplikujeme (Farkasovo lema) Dusledek 4.8. Podle
néj existuje nezdporna kombinace nerovnosti rozsirené Glohy, kterd je sporna. Formalné,
existuje y > 0 takovy, Ze

(A . b
. > . .
y (_5>_0, y (_E.fo_g)<0 (1)

V prvé radé si uvédomme, Ze posledni sourfadnice i musi byt kladnd, nebot teprve
posledni nerovnost rozsifené soustavy zplsobuje jeji nefesitelnost. TakZe Ize (po nor-
malizaci) psit ¥ = (3°,1). Rozepsanim vztahd (1) pak dostavame

JP-A>C P b<i T te.

Jelikoz posledni vztah plati pro libovolné malé ¢ > 0, limitnim prechodem ¢ — 0
ziskdme
y-A>e Yy >0, y-b<c-al.

Vidime tedy, ze y° je pripustnym feSenim pfrislusné dudlni Glohy a navic podle Da-
sledku 5.3 je y° - b= C- 2°. O
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/5.3 Obecny tvar duality LP \

Duélni Glohu LP lze pochopitelné sestavit i k Gloze LP v obecném tvaru. Pro toto
muzeme nakonec pouzit zakladni Definici 5.1 a pfidat postup podle dikazu Véty 3.5
(nahrazovat vztahy a proménné dvakrit — pfed i po dudlni konstrukci).

Fakt: Pro obecny tvar Glohy LP je dudini iloha schematicky naznadena takto:

max ¢-F4+d-7 min @-§+b- 7 :

A B\ (7\ < [(a AT CTN (§\ = (¢é

C D 7)) = \b BT DT 7 ) = \d
r > 0 y > 0

Jinymi slovy, pfi formulaci obecné dudlni Glohy pfifadime nové (dudlni) proménné y; jednot-
livym nerovnicim i rovnicim primarni Glohy. P¥fitom dudlni proménna odpovidajici nerovnosti
bude nezdporna, kdezto ta odpovidajici rovnosti bude neomezend. Analogicky dualni vztahy
odpovidajici sloupctim nezapornych primarnich proménnych budou nerovnostmi, kdezto ty
odpovidajici neomezenym primarnim proménnym budou vyjadfeny jako dudlni rovnosti. Opét
vektory (celovy a pravych stran vzajemné zaménime. Nové ziskané dualni nerovnosti budou v
opac¢ném sméru a dudlni Gc¢elova funkce se bude minimalizovat.
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