/6 Simplexova metoda: Principy \

V této predndsce si osvétlime zaklady tzv. simplexové metody pro reseni tloh linedrni optima-
lizace. Tyto zaklady zahrnuji pfipravu kanonického tvaru Glohy, definici a vysvétleni bazickych
reSeni a ukazani geometrickych principt, které stoji za touto metodou.

Zjednodusené receno, simplexovd metoda prechdzi po hranach polyedru vSech pripustnych
feSeni mezi jeho vrcholy (bdzickymi FeSenimi), az najde vrchol optimalniho feSeni.

Strucny prehled lekce

e Kanonicky tvar Glohy LP.

e Bazicka reseni Glohy LP a jejich vztah k vrcholiim.

e Geometricky princip simplexové metody — postup mezi vrcholy poly-
edru.

e Simplexova tabulka a jeji interpretace.
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/6.1 Kanonicky tvar dlohy \

Pred pouzitim simplexové metody musime nejprve vhodné upravit tvar nasi dlohy LP.
Struéné Feceno, pozadujeme tvar, kdy vSechny proménné jsou nezdporné a vSechna
dalsi omezeni jsou vyjddFena jako rovnosti. (Jak uvidime, neni to na (jmu obecnosti.)

Definice: Uloha LP je v kanonickém tvaru, pokud je vyjadrena jako

max ¢-I pro
A7

z

AVARI
o o

kde matice A ma plnou radkovou hodnost.
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/Lema 6.1. Kazdou dlohu LP Ize prevést do kanonického tvaru. \

Dukaz: Podle Véty 3.5 vyjadfime danou Glohu v zdkladnim tvaru
max @@ pro A& <b, @ >0.

Ke kazdé (i-té) nerovnosti v A’ - & < b pfidame tzv. dopliikovou prom&nnou z > 0
nasledovné

/ / /! / /! / / / "
a1-xy+..otag, w, <b r> aq-r+...ta;, T,y =b

Formélné zapséno (s nulovou cenou doplitkovych proménnych v i¢elovém vektoru)

A= (AT, b=1,
i=(&,&"), é=(,0,...,0)

a novy tvar ulohy zni
max ¢-ZI pro

A-F=b >0,

jak bylo nasim cilem. JelikoZ dopliikové proménné &’ jsou nezdporné, je snadné vidét
jednoznacnou korespondenci mezi feSenimi kanonické a zakladni Glohy. O
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/6.2 Vrcholy, baze a bazicka reSeni \

DulezZitost vrcholil pfi feSeni Gloh LP je ukdzdna ndsledujicim tvrzenim. (Vzpomerime
si, Zze polyedr m3 jen kone&né mnoho vrchold, viz Véta 4.12.)

Véta 6.2. Necht dand dloha LP md optimalni feSeni a vsechny jeji proménné jsou
nezdporné. Pak se toto optimdini feSeni nabyvd také v nékterém krajnim bodé (vrcholu)
polyedru vsech jejich pfipustnych reseni.

Dukaz: Necht mnozinou pfipustnych feSeni je polyedr P, (¢elovou funkci je ¢- 7 a
optimem je ¢, v bodé Z°. Oznaéme Q = PN{Z: ¢ - & = ¢, }. Q je podle predpokladu
optimality ¢, sténou P. Pokud |@Q| = 1, jedna se o pozadovany vrchol. Jinak definujeme
poloprostor H™ = {7 : (1,...,1)- Z <1+ (1,...,1)-Z°}. Z¥fem& je Q' = QN H™T
omezeny polyedr, a proto podle Lematu 4.13 m3 Q' n&jaky vrchol 7° nendlezejici faceté
uréené HT. Potom 3° je vrcholem Q i vrcholem P. O

Ve skuteénosti misto vrcholil budeme pfi feseni Glohy LP mluvit o tzv. bazickych rese-
nich, ktera budou hrat kli¢ovou roli v popisu simplexové metody.
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/Definice: Bazickym resenim kanonické Glohy A - ¥ = I;, Z > 0 rozumime vektor f‘x
spliiujici A - Z° = b a majici < m nenulovych sloZek (m je poéet rovnosti — Fadka A),
kde nenulové slozky #° odpovidaji nezavislym sloupcim A (tj. reguldrni podmatici).

Vsimnéme si dobre, ze definice bazického feSeni nevyzaduje nezdpornost slozek vektoru,
proto ne kazdé bazické reSeni je zaroven pripustné.

Z elementdrni linearni algebry snadno plyne:

Fakt: KaZdé ctvercové reguldrni podmatici A; v A jednoznacné odpovida jedno bazické
feseni, jehoz slozky odpovidajici sloupcim A; jsou uréeny vztahem A7 L.

Znaéeni: Méjme Glohu A-7 = I; Z > 0, kde matice A ma m radka a n sloupci. Kazdé
bazické reseni z° je uréeno vybérem nékteré reguldrni ¢tvercové podmatice A; v A,
neboli vybérem m nezavislych sloupcii A.

Sloupce A; budeme nazyvat bdzi reseni Z°.

Zaroven slozky vektoru & odpovidajici sloupcim A; budeme nazyvat bdzickymi pro-
ménnymi a ty zbylé nebdzickymi proménnymi.

Poznamka: Pokud bazické reseni £° ma pravé m nenulovych slozek, pak je baze pro #° urcena
jednoznaéné. Avsak pokud Z° ma méné nez m nenulovych slozek, pak vsechny riizné regularni
podmatice pokryvajici nenulové slozky Z° jsou zfejmé bazemi pro totéz reSeni °. Takové
bazické reseni se nazyvd degenerované.
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/Lema 6.3. Pripustna bazickd reseni tlohy LP jednoznacné odpovidaji krajnim bod&m\
(vrcholiim) polyedru vSech pripustnych Feseni.

Diikaz: Méjme vrchol ¢ polyedru. Ten je pfipustnym feSenim A -0 = b, T > 0 z definice.
Predpokladejme pro spor, ze ¥ neni bazické, tedy ze ¥ ma vice nez m kladnych slozek,
nazvéme 7' tyto kladné slozky ¢ a vyberme podmatici A; slozenou ze sloupci A
odpovidajicich . Pak soustava A; - o' = = b mé vice proménnych neZ rovnic, a proto
mnozina jejich Fe$eni obsahuje aspofi pfimku p prochézejici o1 ~ . Jelikoz 1 > 0,
v dostatedné& blizkém okoli #' na p jsou redeni soustavy také kladna, tedy pFipustna v
nasi Gloze, a pritom @', potazmo ¥, je jejich konvexni kombinaci. To je spor, ¥ neni
krajnim bodem.

Naopak necht ¢ je pfipustnym bazickym feSenim a A; je odpovidajici baze, tj. re-
guldrni podmatice A. Pak ¢ lezi v polyedru. Pokud by ¥ bylo v konvexni kombinaci,
zjednoduden& ¥ = (i + w), pak bychom si oznatili @, @*, ' piislusné podvektory
odpovidajici sloupciim bize A;. Vzhledem k jednoznacnosti reseni reguldrni soustavy
rovnic A1 -5 = b; pokud by @1, ! byly také pFipustna fedeni, n&ktera nebézické slozka
@ i W by musela byt nenulova. Ale jelikoZ i v této nebazické sloZce (kde ¥ je nulové)
plati 7 = 1 (& + @), bud v @ nebo v i by musela pak byt tato slozka zaporna, spor s
pfipustnosti. Takze ¢ skute¢né nelze ziskat jako konvexni kombinaci pfipustnych reseni.
Z definice je proto ¢ vrcholem polyedru. O

Znaceni: Baze A; a A, bazickych feseni jsou sousedni pokud se lisi pravé v jednom
sloupci.
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/6.3 Geometricky princip metody \

Algoritmus 6.4. Princip simplexové metody

V' hrubych rysech algoritmus simplexové metody béZi podle ndsledujiciho schématu.
(Upozorriujeme, Ze je v tomto zjednoduseném znéni zanedbdn problém ziskdni vycho-
ziho pfipustného feseni i problém prevence zacykleni v degenerovanych resenich.)

1. Za&neme v nékterém (vychozim) pFipustném bazickém Fedeni 70 s bazi Ay v A.
Jinymi slovy, jsme ve vrcholu #° polyedru pripustnych feseni.

e Jak 7% a Ay najdeme? V' A vybereme jednotkovou podmatici I = Ay velikosti
m X m, pripadné ji “vyrobime” pridanim umélych proménnych.

e Pozor na piipustnost vychoziho feseni z° > 0.

2. Krok i: Pokud Z4dny sousedni vrchol k 2% nema lepsi hodnotu Gcelové funkce, je
Z' optimalni Feseni.
e Pozor, musime se divat skuteéné na sousedni vrcholy, ne jen sousedni baze!
e Tuto situaci pozname podle nekladnych redukovanych cen vSech nebazickych pro-

ménnych, Tvrzeni 6.8.

3. Pokud z vrcholu Z* vede neomezena hrana polyedru ve sméru zlepSujici se Gicelové
funkce, optimalni reseni neexistuje z divodu neomezenosti.

e Tuto situaci pozndme podle nekladnych vsech koeficientll nékteré nebazické pro-

ménné s kladnou redukovanou cenou, Tvrzeni 6.9.
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/ 4. K bazi A; najdeme sousedni bazi A;; 1, kterd zlepSuje nasi ucelovou funkci.\
Pokud vylou¢ime degenerovanost, prejdeme tak do sousedniho vrcholu Z#*! s
lepsi (i¢elovou hodnotou.

e Zlepsujici sousedni bazi najdeme takto: Pomoci sloupcového pravidla najdeme
nebazicky sloupec matice A, ktery md do baze vstoupit (tfeba ten s nejvétsi
kladnou redukovanou cenou). Pomoci Fddkového pravidla pak najdeme bazicky
sloupec matice A;, ktery musi bazi opustit.

o V degenerovaném piipadé muize nastat 77! = #*. Pak hrozi nebezpedi zacykleni

metody, ¢emuz zabranime (tfeba) pouzitim dodateéného lexikografického pravidla.

5. Jdeme zpét na bod 2 v iteraci i + 1.

Lema 6.5. Necht dand dloha LP ma pripustné reseni. Pokud vhodnymi pravidly vy-
béru sousedni baze zabranime zacykleni v degenerovaném bazickém reseni, tak Algo-
ritmus 6.4 simplexové metody nalezne v kone¢ném poctu krokii optimalni reseni dlohy,
nebo pripadné potvrdi neexistenci Feseni z diivodu neomezenosti.
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/Poznémka: TrebaZe ndm predchozi tvrzeni zaruduje skonceni simplexové metody po koneéném\
poctu krok, horni odhad tohoto poctu krokil nevychazi prilis priznivé — pocet kroki je nejvyse
rovny poctu vSech &tvercovych podmatic (bazi) dané matice tlohy, co? je &islo exponencidlni
ve velikosti ulohy.

Bohuzel se jedna o dosti hluboky problém, nebot pres velkou snahu se doposud nikomu ne-
podafilo dokazat polynomiélni (tedy efektivni) horni odhad po¢tu krokl simplexové metody.
Dokonce pro bézna radkova a sloupcova pravidla jsou zndmy skute¢né priklady exponencialné
dlouhych vypocti. Presto je v praktickych pripadech simplexova metoda velice rychla a vétsina
uzivatel( se nad jejim moznym dlouhym pribéhem ani nezamysli.
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/6.4 Simplexova tabulka \

Pro pohodiny (pocitacové-orientovany) zépis jak Glohy LP, tak i priibéhu simplexové
metody se nejCast€ji pouziva tzv. simplexova tabulka. Ulohu LP v kanonickém tvaru

max C-T
A-Z =D
r > 0

si prepiSeme do ekvivaletniho redukovaného zapisu

min xg
xo+c- & = 0 (1)
Ai =1
Z > 0.

Zde jsme zavedli novou proménnou g vystupujici pouze v novém nultém, tzv. Gcelovém
rddku podminek Ulohy. VSimnéte si, Ze x(y je vzdy jednoznacné urleno hodnotami
ostatnich proménnych a uddva opa¢nou hodnotu Gcelové funkce prislusné k feseni Z.
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/Zna(':em': Redukovany zapis kanonické Glohy LP se vyjadri simplexovou tabulkou \

1 C1 Co C3 . Cp, —b()
0 ail ai12 a3 e A1n, b1
0 a1 a2 a3 e A2, b2
0 | ami Qm2 Gm3 ... Qmp | bm

zapisujici koeficienty soustavy linearnich rovnic

(2 (2)-(2)

Nulty fadek a sloupec tabulky se nazyvaji dcelovy radek a sloupec, pritom Gcelovy
sloupec se do tabulky vétsinou vibec nezapisuje. Hodnoty v (¢elovém fadku (mimo
nultého a posledniho sloupce) se nazyvaji redukované ceny proménnych (slozek) Z.

Y. . 1 ¢ . PNV . o
Méjme matici C = g a)2avn regularni ¢tvercovou podmatici C'1 obsahujici sloupce

podmatice A; a navic nulty sloupec. Pak vztah (;f%) = C;l . (l_;l?()> urcuje hodnoty

bazickych proménnych &2 v p¥islusném bazickém Fedeni (odpovidajicim bazi A1) a zaroven
i jeho ucelovou hodnotu —x¢. Ve spojeni s faktem, Ze standardni fadkové maticové lpravy
neméni mnoZinu feSeni soustavy (Glohy), dostavdme kli¢ové pozorovani, Ze Fadkovymi opera-
cemi na simplexové tabulce mizeme postupné vyjadrovat jednotliva bazicka reseni dlohy LP

véetné jejich Géelovych hodnot.
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/Definice: Simplexova tabulka T je v jednotkovém tvaru, pokud v ni je vyznacena jedx
notkova podmatice I,,41 obsahujici nulty (i¢elovy sloupec a vybrané sloupce matice A.
Zaroven je simplexova tabulka v jednotkovém tvaru pripustna, pokud posledni sloupec
mé mimo nultého fadku nezaporné hodnoty.

Tvrzeni 6.6. Méjme pro danou dlohu LP zdpis simplexovou tabulkou

1 | -
T=1| 3 _0
0o A | vV

v jednotkovém tvaru. Pak slozky vektoru v vyjadruji hodnoty bazickych proménnych
B prislusného bazického reseni (odpovidajiciho vyznadené jednotkové podmaticiv A')
a b{, je tcelovou hodnotou tohoto Feseni.

Lema 6.7. Méjme pro danou tdlohu LP zapis simplexovou tabulkou T v jednotkovém
tvaru. Rozdélme si vektor & proménnych na bazické slozky P a nebazické ¥V a po-
dobné pro A’ a &. Pak pro zvolené nebazické hodnoty #¥ > 0 jsou odpovidajici bazické
proménné urceny vztahy

=0 - AN gV (3)

a Ucelova hodnota reseni je

by + ™ -2V (4)
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/Z pohledu #V > 0 na vztah (4) ihned plyne: \

Tvrzeni 6.8. Pokud pro danou tlohu LP ma zapis simplexovou tabulkou v pfipustném
Jjednotkovém tvaru vSechny redukované ceny nekladné ¢ > 0, pak vyjddfené bazické
reseni #8 = b, N = 0 je optimdlnim resenim dlohy.

Déle si vS§imnéme, Zze pokud nékterd nebéazickd proménna Z, ve vztahu (3) ma viechny
koeficienty nekladné, pak pro libovolné velkou hodnotu Z; — oo se zachova pripustnost
Yeeni #8 > 0. Z toho jiz s pouzitim (4) plyne:

Tvrzeni 6.9. Méme pro danou dlohu LP zdpis simplexovou tabulkou v pripustném
Jjednotkovém tvaru. Pokud v nékterém sloupci s tabulky je redukovana cena kladna
¢y > 0 a zdroveri zbytek sloupce je nekladny, tj. a’; <0, j =1,...,m, pak optimalni
reSeni tlohy neexistuje z diivodu neomezenosti.

Pro dobré pochopeni simplexové tabulky je tfeba si ujasnit praktickou roli redukovanych cen
proménnych v Gcelovém radku. Za prvé, redukované ceny bazickych proménnych jsou vzdy
nulové. Pro kazdou nebazickou proménnou, dle vztahu (4), jeji redukovana cena vyjadfuje
zménu vysledné Gcelové hodnoty pfi zméné hodnoty této proménné o 1. (Tato zména je
celkovd, jiz bere do Gvahy indukované zmény (3) bazickych proménnych!)
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/F’Fiklad 6.10. Hranolky, slané a paprikové lupinky.

a prodejni ceny na 10 kg jsou nasledujici:

Firma chce vyrobit hranolky, slané lupinky a paprikové lupinky. K dispozici ma pfitom 1000 kg
brambor a miZe nakupovat neomezené siil za 6 K¢&/kg, olej za 30 K&/kg a paprikové kofeni
za 200 K&/kg. Bohuzel ma firma celkem na nakup surovin pouze 5000 K¢. Spotteby surovin

I

Produkt (10kg) Brambory Olej  Paprika  Siil | Prodejni cena
hranolky 15 2 0 0.5 450
slané lupinky 20 4 0 1 650
paprikové lupinky 20 3 0.2 0.5 800

Sestavte pocatecni simplexovou tabulku dlohy.

Reseni: Ze zadanych hodnot se snadno spodita zisk a cena surovin na 10 kg produktu:

Produkt (10kg) Zisk  Cena surovin

hranolky 387
slané lupinky 524
paprikové lupinky | 667

63
126
133

10x3 paprikovych lupinkd. Zakladni tvar Glohy

max 387x1 + 524xs + 66713 :
1521 + 20x2 + 20x3
63x1 + 12622 + 13323

Z1,T2,T3
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Za proménné zvolime vyrobend mnozstvi produktd: 10x1 hranolkd, 10z2 slanych lupinki a

1000
5000
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/pFevedeme na kanonicky tvar pridanim dvou doplinkovych proménnych \

min xg
To + 387x1 + 524x2 + 6673 = 0
1521 + 20x2 + 203 +x4 = 1000
63z1 + 12622 + 133z3 +x5 = 5000

z1,T2,T3, T4,T5 > 0

a z toho jiz vypiSeme vychozi simplexovou tabulku (bez nultého radku)

387 524 667 O O 0
15 20 20 1 0| 1000
63 126 133 0 1| 5000
Umite najit reSeni této tlohy? O
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