/7 Vypocet simplexové metody \

V této prednasce si ukdazeme krok za krokem zakladni zplsob implementace simplexové metody
pomoci “pivotovani” simplexové tabulky (Oddil 6.4). To znamend, Ze od teorie pfejdeme Gplné
k praktickym dovednostem a zkuSenostem s Fesenim Gloh LP.

Nékteré pokrocilejsi ikony, jako pridavani umélych proménnych pro ziskani vychoziho reseni,
nebo pouziti lexikografického pravidla pro prevenci mozného zacykleni, budou doplnény a
probrany hloubéji v pristi lekci.

Strucny prehled lekce

[lustracni vypocet simplexové metody.

Sloupcové a radkové pravidlo, pivotovani.

Formalni popis implementace simplexové metody.

Priklady riznych vypoctd.
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/7.1 llustrac¢ni vypocet \

Vratme se k zdkladnimu Prikladu 3.1 s bramborovymi lupinky a hranolky. Po vynaso-
beni 10 (jen pro zbaveni se necelych &isel) zaddni zni:

max 80x1 + 50x2

20x1 + 15z, < 1000
4z + 220 < 160
z1,22 > 0

Tuto snadnu dlohu si nyni vyfesSime v podrobnych komentovanych krocich.

e Prevedeme (lohu na kanonicky tvar

max 80x; + 50x9
20x1 + 1529  +x3 1000
4:1?1 + 2:1?2 +x4 = 160

T1,T2, x3,74 > 0
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Chceme maximalizovat funkci 80xz1 + 5022, neboli

min xo , kde xy+ 80x7 +50x5 =0.
Méme (s implicitni nezdpornosti proménnych) tedy soustavu rovnic

xo + 8021 + 50x9 = 0
20x1 + 1520 +x3 = 1000
4$1 + 22122 +x4 = 160,

zapsano maticové

1 8 50 0 0 0
0 20 15 1 0 -(x9>: 1000
0 0 1 160

V simplexové tabulce (icelovy Fddek proménné xy nahofe) a s vyznacenou jed-

notkovou bazi vypada nase Gloha takto:

1|80 50 0 0] O
0|20 15 1 0| 1000
0|4 2 0 1| 160

Tato tabulka ukazuje vychozi bazické fedeni x3 = 1000, x4 = 160, x1,22 = 0 (zo = 0),
které je (nastésti) pripustné. Pro jednoduchost uz dale nebudeme celovy (nulty) Fadek

do tabulky zapisovat.




/ e Prejdeme k sousedni bazi, Cili vyménime jeden sloupec ve vyznacené bazi. \

Presnéji nejprve vybereme novy sloupec do baze pomoci sloupcového pravidla a pak
vybereme stavajici sloupec baze k odebrani pomoci Fddkového pravidla. Nakonec pou-
Zijeme bézné maticové operace k tomu, abychom novou bazi ukazali jako jednotkovou.

— Sloupcové pravidlo: Vybereme sloupec s, ktery ma v nultém radku nejvétsi
z kladnych redukovanych cen. Zde s = 1.

— Radkové pravidlo: Vybereme ¥adek i > 0, ktery spliiuje a;s > 0 a zarovefi
dosahuje nejmensi z podilli b;/a;s. (Uvédomme si, ze vzdy b; > 0.) Zde
1=2.

— Provedeme pivot na prvku a; s matice: Réadkovymi Gpravami matice (jako
v Gaussové eliminaci) sloupec s upravime tak, aby obsahoval samé nuly
(v€etné nultého fadku) mimo a; s = 1.

80 50 0 0| O 0 10 0 -20|-3200
20 15 1 0] 1000 — 0 5 1 -5 200
4 2 0 1] 160 1 05 0 025 40

Co ndm nova tabulka ukazuje o soucasném bazickém feseni 7?7
xo=—3200 = &= 3200,
xr1 = 40, xr3 = 200,
x2 =x4 =0 (protoze nejsou v bazi).
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/ e Opét vybereme podle téhoz sloupcového pravidla sloupec s = 2 a podle Fédkox
vého pravidla radek ¢+ = 1. Novym pivotem ziskame:

0 10 0 —-20|—-3200 0 0 -2 -—-30|-3600
0 5 1 -5 200 — 01 02 -1 40
1 05 0 025 40 1 0 -01 075 20

Nyni jiz sloupcové pravidlo nelze pouZit, nebot redukované ceny v nultém radku
jsou vsechny nekladné. To znamend, Ze jsme nasli optimalni reseni 2° Glohy
xo = —3600 = - Z°= 3600,
x¢ = 40, x§ = 20,
x§ =25 =0 (protoZe nejsou v bazi). O

Poznamka k fadkovému pravidlu: Co by se stalo kdybychom vybrali jiny Fadek nez s nejmensim
podilem b;/ais? Zkusme si to v predchozi tloze:

0 10 0 —20| —3200 —-20 0 0 —25 | —4000
0O 5 1 -5 200 — —-10 0 1 -—-7.5| —200
1 05 0 0.25 40 2 1 0 05 80
Jak vidime, nové bazické reSeni obsahuje x3 = —200 < 0, takze neni pripustné. Vybér fadku

¢ je volen dle uvedeného radkového pravidla pravé proto, abychom dostali ve vsech slozkach
pravé strany b nezaporné, tj. pfipustné hodnoty.

k Petr Hlinény, FI MU 5 IA102 "OU": Vypocet simplexové metod /




/7.2 Popis implementace \

Tvrzeni 7.1. Méjme pro danou dlohu LP zapis simplexovou tabulkou v pfipustném jed-
notkovém tvaru. Pokud prejdeme k nové bazi tabulky ziskané ze stavajici baze ziménou
nékterého bazického sloupce sloupcem s kladnou redukovanou cenou, tak ziskdme bud’
stejné degenerované bazické reseni nebo reseni se striktné lepsi ticelovou hodnotou.

Algoritmus 7.2. Implemenace Algoritmu 6.4 simplexové metody
N&sleduje jednofazova metoda bez prevence zacykleni v degenerovanych resenich.

0. Ulohu pfevedeme do zdkladniho a pak do kanonického tvaru
max ¢-Z pro A-¥ =b >0

pridanim dopliikovych proménnych ke kazdé nerovnici (Lemma 6.1). Déle pfiddme
pro redukovany zapis novou tcelovou proménnou xy vztahem
min g pro x9+c-¥=0.

1. Zapiseme maticové predchozi vztahy a odpovidajici simplexovou tabulkou
L ¢\ (@)_(0 1 ¢ 1] 0
0 A ) \b 0 A | b|°

Horni (nulty) ¥adek tabulky nazyvdme dcelovym rfddkem, jeho prvky jsou redu-
kované ceny proménnych, sloupec b nazyvame pravou stranou a zbytek tabulky
nazyvame levou stranou.

k V dal$im textu jiz budeme tabulku zapisovat bez nultého Gcelového sloupce. /
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Daéle ziskame vychozi pripustné bazické reseni. \
K tomu pottebujeme tabulku v p¥ipustném jednotkovém tvaru. Casto tabulka jiz

v takovém tvaru je (doplitkové proménné nam pridaji jednotkovou podmatici a
pravé strany obvykle byvaji kladné), ale jinak uplatnime nésledujici postup:

a) Vsechny rovnice se zdpornou pravou stranou vyndsobime —1. (Aby bylo vy-
chozi bazické feSeni pfipustné.)

b) Pro kazdy chybéjici jednotkovy vektor €° v tabulce na levé stran& pfidame
umélou proménnou u; > 0 s cenou —v, kde v je velmi velkd konstanta,
formalné v = cc.

Zapiseme vzniklou vychozi (“umélou™) tabulku v jednotkovém tvaru

¢ 0 —v |0
|
A | I b |
—_———
A'u.

ktera vyjadfuje vztahy:

ro+c-¥—v-u = 0
A ()T = b
i > 0
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/ c) Upravime tabulku tak, aby i nulty G&elovy Fadek obsahoval redukované cenh
0 ve sloupcich jednotkové podmatice I: Pricteme nasobky radki prislusnych
k jednotlivym jednotkovym vektoriim I k dcelovému radku.

2. Jsou-li vSechna disla v (¢elovém radku tabulky nekladnd, médme optimalni feseni, viz
Tvrzeni 6.8. Pokud vSak je v bazi stdle jesté z(stdva néktera uméla proménna,
plvodni Gloha nemd Zadné pripustné resent.

3. Je-li v tabulce sloupec s takovy, ze ¢s = ags > 0 a a;s < 0 pro vdechna i > 0, Gloha
nema optimalni reSeni z diivodu neomezenosti.

4. Prejdeme k sousedni bazi:

a) Sloupcové pravidlo vybere sloupce s s nejvyssi kladnou hodnotou redukované
ceny v Gc¢elovém fadku, tj. ve sméru nejvyssiho prirustku Gcelové funkce.

b) Ridkové pravidlo vybere Fadek i > 0 s nejmensi hodnotou podilu b; /a;s pro
a;s > 0, coz je nutné pro zachovani nezapornosti pravé strany.

c) Prejdeme k sousedni bdzi aplikaci tzv. pivotu na prvku a;s:
e Pro kazdé j # i, od j-tého fadku odelteme a;s/a;s-ndsobek i-tého,
e -ty radek vydélime Cislem a;s.

(V nové bazi sloupec s nahradi sloupec piivodniho jednotkového vektoru é*.)

5. Vratime se v cyklu do bodu 2.
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jednotkovém tvaru.

/7.3 Ruazné priklady vypoctu

Priklad 7.3. Dokonceni vypoctu Prikladu 6.10.

max 387x1 + 524x5 + 66723
1521 + 2022 + 20z3
63x1 + 12625 + 13323

IV IA A

Ty1,T2,T3

Zminény priklad vedl na nasledujici vychozi simplexovou tabulku, kterd je v pripustném

1000
5000

387 524 667 0 O 0

15 20

63 126

20 1 0| 1000
133 0 15000

Jsme v Algoritmu 7.2 v bodé 4. Uzitim sloupcového pravidla vybereme treti sloupec pro
vstup do baze a pak radkovym pravidlem druhy radek pro opusténi baze. Vysledkem je:

71.06 -1079 0 0 —5.015 | —25075
5.526  1.03 0 1 —0.15 248.1
0.4737 09474 1 0 0.00752| 37.6
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/\/ dalsi iteraci vybereme prvni sloupec a prvni radek a vysledkem je tabulka: \

0 —-1209 0 -—12.84 —3.08 | —28265
1 019 0 0.18 —0.027 | 44.88
0 0.8571 1 -0.0857 —0.02 16.33

se ziskem 28265 K¢.

Priklad 7.4. Ukazka vypoctu neomezené ulohy LP:

max xj + T2 + I3

Z posledni tabulky vidime (viz Algoritmus 7.2 v bodé 2), Ze optimalnim feSenim je
vyroba (zhruba) 448.8 kg hranolk(, 0 kg slanych lupinkd a 163.3 kg paprikovych lupinki

d

—r1— X2 +2x3 < 2
—r14+ 22 —23 < 4
2$1 — X2 — I3 S 6
T1,T2,T3 Z 0
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/Jii dobre zndmym postupem pres kanonicky tvar Glohy zapiSeme vychozi simplexovou\
tabulku v jednotkovém pripustném tvaru

1 1 1 0 0 0|0
-1 -1 2 1 0 02
-1 2 -1 0 1 04
2 -1 -1 0 0 1|6

Déle postupujeme v intencich Algoritmu 7.2 nasledovné:

0 15 15 0 0 -05]-3
0 -15 15 1 0 05 |5
0 15 -15 0 1 05 |7
1 -05 -05 0 0 05 |3
0 0 3 0 -1 -1 -10
0 0 0 1 1 1 12
0 1 -1 0 066 0.33]4.66
1 0 -1 0 033 066|533

Dobre si nyni vSimnéme posledni tabulky. V ni se stale jesté neuplatni bod 2 Algo-
ritmu 7.2, stdle nemame optimalni feSeni diky kladné redukované cené ve tretim sloupci.
Poprvé mezi nasimi priklady vSak vidime uplatnéni bodu 3 algoritmu — ve tretim sloupci
jsou vsechny dalsi koeficienty nekladné, takze optimalni reSeni nasi Glohy neexistuje z

O

ddvodu neomezenosti.
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/Pi"iklad 7.5. Vyfesme nds stary znamy Priklad 3.1 o lupincich a hranolcich s dodatec"}
nym pozadavkem na vyrobu alespori 30 kg lupinka.

Podminky jsou zapsany

max 80x1 + 50x2

20x1 + 1522 < 1000
4dxq + 229 < 160
T 2 30.
V kanonickém tvaru pak Gloha zni
max 80x; + 50x2
2021 + 15xo  Hx3 = 1000
421?1 + 2:1?2 +T4 = 160
T —I5 = 30
x1, T2, z3,74,75 > 0,

coz bohuZzel neddva tabulku v jednotkovém tvaru. Jsme Algoritmu 7.2 v bodé 1 (a,b).
Budeme proto muset pridat jednu umélou proménnou u = x4 nasledovné:
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max 80z + 50x9

20x1 + 1529
4y + 2x9
Z1

Z1, T2,

+x3

+x4

—V X
1000
= 160
—x5 + x5 = 30
> 0,

X3,T4,T5, L6

Zavedeni umélé proménné xg pochopitelné méni-rozsifuje mnozinu pripustnych reseni tlohy,
takze v konec¢ném disledku musime vliv zg z Glohy vyloudit. Toho dosdhneme uréenim “ob-
rovské” zaporné ceny —v ~ —00 pro .

Nyni jiZ mizeme sestavit vychozi tabulku v pripustném jednotkovém tvaru. Nezapo-
mefime vSak podle Algoritmu 7.2 v bodé 1(c) nejprve upravit nenulovou hodnotu
redukované ceny xg prictenim vhodného nasobku posledniho Fadku.

80 50 0 0 0 —v 0
20 15 1 0 O 0 | 1000 -
4 2 0 1 0 0 160
1 0 0 0 -1 1 30
804+v 50 0 0 —v» 0| 30
20 15 1 0 0 0] 1000
4 2 0 1 0 0] 160
1 0 0 0 -1 1] 30
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/Déle jiz postupujeme béznym zpisobem simplexové metody. \

804+v 50 0 0 —v O 30
20 15 1 0 0 0| 1000
4 2 0 1 0 O] 160
1 0o 0 0 -1 1| 30
0 50 0 0 80 —80—v |-2400
0 15 1 0 20 -20 400
0 2 0 1 4 -4 40
1 0 0 0 -1 1 30

0 0 -25 -20 100-—v | -3400
0 1 -75 -10 10 100
1 0 05 2 -2 20
0 0 O -1 1 30

- o OO

Z posledni tabulky vidime optimalni feseni — vyrobit 21 = 30 kg lupinkl a o = 20 kg
hranolkid. Hodnota x3 > 0 ndm Fika, ze v prvni nerovnosti Glohy jesté zbyva do rovnosti
rezerva x3, neboli v konkrétni formulaci ndm zbyva 10 kg brambor. O
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