/8 Podrobnosti a variace metody \

Dostavame se k posledni lekci naseho textu tykajici se linedrniho programovani, kterd pojed-
nava o tfech doposud opomijenych (a problematickych) detailech simplexové metody:

e Jak efektivné ziskat vychozi pFipustné bazické Feseni Glohy (pomoci umélych promén-
nych).

e Jak Gc¢inné zamezit zacykleni simplexové metody v degenerovanych bazickych resenich
(lexikografické pravidlo).

e Jak odhadnout celkovy pocet iteraci simplexové metody.

Zatimco pro prvni dva body si ukdZeme dostacujici reSeni, ten treti je uz po dlouha léta tézkym
teoretickym problémem v optimalizaci a uspokojujici odpovéd na néj neni zndma.

Strucény prehled lekce

e Dvoufazova simplexova metoda pro zbaveni se umélych proménnych.
e Ukazkovy vypocet dvou fazi.
e Lexikograficka varianta simplexové metody pro zabranéni zacykleni.

e Dalsi pozndmky k variantdm a slozitosti metody.
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/8.1 Umélé proménné; dvé faze \

Jak bylo popsdno v Algoritmu 7.2, umélé proménné pridavame do vychozi tabulky,
abychom snadno ziskali vychozi pripustné bazické reSeni. Pochopitelné vSak pozadu-
jeme, aby ve vysledném reseni mély tyto umélé proménné nulovou hodnotu.

K odstranéni umélych proménnych se pfirozené nabizeji dva postupy:

e “Nekonecna” cena:
Umélym proménnym @ p¥ifadime cenu —v, kde v je velmi velké &islo (nepfesné
bychom mohli zapsat, 7e v = o0). Pokud nékterd uméld proménna vyjde ve
vysledném feseni vétsi nez nula, pak pdvodni loha nema pripustné reseni.

Pozor, nezapomenme, ze ceny —v v nultém radku se musime zbavit uz ve vychozi
tabulce, a to pri¢tenim v-nasobku i-tého Fadku k nultému radku.

e Dvoufazova simplexova metoda:
Ve dvoufiazové metodé vsem umélym proménnym u nejprve priradime cenu —1
a plvodnim proménnym cenu 0. (Soulet vSech umélych proménnych tak mi-
nimalizujeme.) Jestlize optimum této prvni fize vyjde nenulové, pivodni Gloha
nema pripustné reseni. Naopak pro nulové optimum umélé proménné nasledné
vypustime a pokracujeme druhou fazi v feSeni pavodni Glohy.
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/Dvoufézové metoda \

Algoritmus 8.1. Implementace dvoufazové simplexové metody
Dvoufazovd simplexovd metoda (zapsand simplexovou tabulkou) je zaloZena na postupu
Algoritmu 6.4 jednofazové metody s ndsledujicimi vylepsenimi.

0. Vyjdeme z (uz zndmého) kanonického tvaru tlohy v redukovaném zapise:

min xg
ro+c-Z = 0
A& = b
Z > 0

1. Jako v Algoritmu 7.2, bod 1, po pfipadném pridani umélych proménnych zapiseme
vychozi simplexovou tabulku v jednotkovém tvaru

c 0...0 |O
AT Ty,
———
Au
kterad vyjadruje vztahy
ro+c¢-Z = 0
A (@a)"T = v

v
o

I
T, U .
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Nyni vak pro prvni fazi k ocenéni umélych proménnych zavedeme novou Lllée|0VOU\
funkci a pro ¢ = (1,¢,0) novou Glohu zapiseme jako

sloupcich umélych proménnych.

je pokladan za bézny radek tabulky.

Gloha nema zadné pripustné reseni.

zisobem od bodu 2 Algoritmu 7.2.

\
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max —Up —...— Uk
& (zo, Z,0) T = 0
At (za)T =V
i > 0
0...0 —1...—1 |0
¢ 0 ...0 |0
. (1)
A" o

Nakonec jesté musime tabulku upravit tak, aby Gcelovy radek obsahoval 0 ve

2.-5. Postupujeme v téchto bodech podle Algoritmu 6.4, ale madme na paméti, ze i
plvodni Gcelovy Fadek je vyloucen z plsobnosti radkového pravidla, tfebaZe jinak

6. Pokud optimélni feeni prvni fize ma kladnou hodnotu (tedy @ # 0), pak pivodni

7. Jinak z vysledné tabulky prvni faze vypustime umély icelovy radek i vsechny sloupce
umélych proménnych. Pokracujeme ve vypoltu druhé faze metody uz zndmym
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/\/éta 8.2. Pokud prvni faze Algoritmu 8.1 skonci s optimalnim fesenim s hodnotou 0,\
pak po vypusténi umélych proménnych v bodé 7 ziskame spravnou vychozi simlexovou
tabulku v jednotkovém tvaru pro pivodni dlohu LP. Pokud naopak prvni faze skonci s
fesenim s kladnou hodnotou, pak pavodni iloha LP nemd Zadné pripustné reseni.

Disledek 8.3. Algoritmus 8.1 sprdvné resi ulohy LP.
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/8.2 Ukazkovy vypocet \

Pro lepsi pochopeni dvoufdzové simplexové metody je nejlepsi se podivat na maly
nazorny priklad jejiho pouziti.

Priklad 8.4. Vyresme Priklad 7.5 za pomoci dvoufdzové simplexové metody.

Pfipomeneme, Ze v kanonickém tvaru Gloha zni

max 80xz; + 50x2

20xy + 152y a3 = 1000

4dr1  + 2z9 +x4 = 160

T —r5 = 30
z1, T2, 3, 74,25 > 0,

coz bohuzel nedava tabulku v jednotkovém tvaru. Opét tak budeme muset nejprve
zavést umélou proménnou do posledni rovnice.
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/Podstatou dvoufazové simplexové metody je, ze optimalizace probiha ve dvou stupnich,\
nejprve vyloucenim umélych proménnych a pak teprve pavodni acelovou funkci. Proto
nejprve musime puvodni Géelovou funkci prevést na rovnost s xg v redukovaném tvaru.

—x0 + 80x1 4 5022 =0
20x1 + 1520 +x3 = 1000
41 + 229 +x4 = 160
T —x5 = 30
x1, T2, x3,74,25 > 0,

Nyni je ¢as zavést umélou proménnou xg, jejiz hodnotu budeme v prvni fazi minimali-
zovat.

max —ug
—x0 + 80x1 + 50x2 = 0
20x1 + 1529 w3 = 1000
4dr1  + 210 +x4 = 160
T —x5 + x5 = 30
x1, T2, x3,T4,T5,26 > 0,

Z posledni formulace ted sestavime vychozi simplexovou tabulku, kterd jiz po Gpravé
nultého fadku bude v jednotkovém pripustném tvaru.
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0 0 0 0 0 -1 0 1 0 0 0 -1 0| 30
80 50 0 0O O O 0 80 50 0 O 0 O 0
20 15 1 0 O 0 | 1000 — 20 15 1 0 0 0| 1000

4 2 0 1 0 0| 160 4 2 0 1 0 0] 160

1 0 0 0 -1 1 30 1 0 0 0 -1 1| 30

Vsimnéme si dobre, Ze nase tabulka obsahuje dva Gcelové radky. To je pfirozené, nebot
si potfebujeme pamatovat pavodni Gcelovou funkci, tj. vztah proménné xg, i novou
Géelovou funkci max —xg.

Déle budeme postupovat pivotovanim obdobné jako v Algoritmu 7.2.

1 0 0 0 -1 0| 30
80 50 0 0O O O 0
20 15 1 0 0 0| 1000

4 2 0 1 0 0] 160

1 0 0 0 -1 1| 30

0o 0o 0 0 0 -1 0

0 50 0 0O 80 -80 | -2400
0 15 1 0 20 -20| 400
0 2 0 1 4 -4 40
1 0 0 0 -1 1 30

Jak vidime z posledni tabulky, dosdhli jsme optimalniho FeSeni v prvni fazi metody, tj.
mame minimalni pfipustnou hodnotu 0 umélé proménné zg.
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/Nyni vymazanim nultého fadku a sloupce umélé proménné z¢g z posledni tabulky zisx
kdme spravnou vychozi tabulku plvodni dlohy v pripustném jednotkovém tvaru.

0 50 0 0 80 |-2400

0 15 1 0 20| 400

0 2 0 1 4 40

1 0 0 0 -1 30
0 10 0 -20 0 |-3200
0 5 1 -5 0| 200
0 05 0 025 1 10
1 05 0 025 O 40
0 0 0 -25 -20 | -3400
0 0 1 -75 -10]| 100
0 1.0 05 2 20
1.0 0 O -1 30

Vysledek vypoltu je z1 = 30, z2 = 20, z3 = 100, x4 = x5 = 0. Ucelové funkce ma
hodnotu 3400. Porovnejte si tento vysledek s vysledkem v Prikladu 7.5. O
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/8.3 Degenerace a prevence zacykleni \

Jak plyne z definice, degenerovana reseni se v pribéhu simplexové metody objevuji,
pokud pravé strana tabulky obsahuje 0. Pak nova baze ziskana iteraci simplexové me-
tody miZe odpovidat totoZnému Feeni (vrcholu). Jak pak ale u degenerovanych feseni
zabranit zacykleni bazi ve stejném vrcholu?

Priklad 8.5. Ukadzka zacykleni Algoritmu 7.2 simplexové metody na uloze LP.

Pouzijme k reSeni nasledujici Glohy LP Algoritmus 7.2 s tim, Ze pfi nejednoznacné volbé
sloupcového a radkového pravidla vybereme podle nejnizsiho indexu.

max —20x1 + 53x9 + 41x3 — 20424

2x1 — 1lxo — bx3 + 1824 +x5 0
—x1 +4xo + 2x3 — 81y +xg = 0
—2x1 + 11z + 53 — 1814 +xr= 1
T1, T2, T3, T4 x5, T, v7 = 0

Ctend¥ necht si sam zkusi spoditat nékolik iteraci simplexové metody podle popsané
implementace. (Po Sesté iteraci uvidi, Ze ziskal zpét jednu z pfedchozich tabulek.) O
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/Definice 8.6. Lexikografické porovnani vektora (‘“zprava”): \
Vektor & je lexikograficky mensi nez ¢/, piSeme & < ¢, pokud

Jitay <y NVj>iixp=y;.
Vektor 7 je lexikograficky kladny, pokud & > 0.

Lexikografické porovnavani jiz asi ¢tendr znd jako zpusob fazeni slov ve slovniku (lexikon) —
jednotliva pismena slov odpovidaji slozkam vektor(i. Je tfeba si vS8ak uvédomit, Ze nase definice
porovnava zprava, tedy od koncli vektord.

Vyznam lexikografického porovnani vektord pro vylepSeni Algoritmu 7.2 simplexové
metody tkvi v nasledujicich poznatcich.

Tvrzeni 8.7. Méjme simplexovou tabulku, jejiz kazdy fadek mimo dcelového je lexi-
kograficky kladny. Zvolme jeji libovolny sloupec s s kladnou redukovanou cenou.

a) Je-li v tabulce a; s > 0, pak aplikace pivotu na a; s lexikograficky zmensi vektor
tcelového radku.

b) Je-li i > 0 index Fddku tabulky s lexikograficky nejmensim vektorem L(al, bi), pak
po aplikaci pivotu na a; s zistane kazdy rddek mimo tcelového /ex:kograf/cky kladny.

Dukaz: Oba zavéry pfimocare plynou z definice lexikografického usporadani a z vy-
znamu pivotu. Detaily ponechame ¢tenari. O
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/AIgoritmus 8.8. Lexikografické simplexové metody \
Algoritmus 7.2 simplexové metody zpresnime v nasledujicich dvou bodech.

e V kroku 1 u vychozi tabulky presuneme sloupce vybrané jednotkové podmatice
na konec. (Tim zajistime lexikografickou kladnost vychozi tabulky.)

e V kroku 4.b fadkového pravidla vybirdme fadek i > 0 tabulky s lexikograficky
nejmensim vektorem ﬁ(d’i, bi).
Véta 8.9. Algoritmus 8.8 lexikografické simplexové metody vzdy skonéi se spravnym
vysledkem.

Diikaz: Jelikoz podle Tvrzeni 8.7 se kazdou iteraci Algoritmu 8.8 lexikograficky zmensi
Uclelovy radek tabulky, nikdy se v pribéhu algoritmu stejna tabulka nezopakuje. Jak
vime (Oddil 6.4), pfipustnd bézicka feSeni jednozna¢né odpovidaji pFipustnym zapisim
tabulky dlohy v jednotkovém tvaru. Proto se nezopakuje v pribéhu algoritmu ani stejné
bazické reseni Glohy. Takze algoritmus musi skoncit v kone¢ném case.

Spravnost vysledného feseni Glohy pak plyne z Lematu 6.5. O
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/8.4 Poznamky k simplexové metodé \

Z predchozich Vét 8.2,8.9 plyne hlavni zavér naseho vykladu:

Disledek 8.10. Dvoufdzovd lexikografickd simplexovd metoda vzdy skonci a spravné
nalezne optimalini reseni ulohy, nebo pripadné potvrdi jeho neexistenci.

Jak jsme jiz uvedli, exponencialni horni odhad poctu krokd simplexové metody prostou
enumeraci vSech moznych bazickych feseni zatim neumime nijak podstatné vylepsit.
Co se tyce sloZitosti nejhorsiho pfipadu vypoctu, je zndmo nasledujici:

Fakt: Pro kazda bézna pravidla vybéru pivota v simplexové metodé jsou zndmy proti-
priklady vyzadujici exponencidlni pocet krokil vypoctu.

Ukézka [H.J. Greenberg,

http://carbon.cudenver.edu/ hgreenbe/glossary/notes/Klee-Minty.pdf].

Pro FeSeni loh LP jsou zndmy algoritmy s nejhorsi polynomalni ¢asovou sloZitosti (viz
Khachiyan, Karmarkar), aviak pro svou jednoduchost a rychlost v bé&Znych praktickych
vypocltech se stejné nejcasté€ji pouziva simplexovda metoda.
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/I\Ia z4vér si udéldme maly prehled (ndstin) nékterych dalsich uZite¢nych variant implex
mentace simplexové metody. Pro jejich podrobné nastudovani ¢tendre odkazujeme na
doplrikovou literaturu.

e Redukovana simplexovd metoda

Jednd se o pamétové Uspornéjsi variantu simplexové metody, ve které samotna
jednotkova podmatice I v matici A neni ulozena v tabulce a misto toho bazické
proménné prifazujeme radkdm.

e Revidovand simplexovd metoda

Jeji pouziti je vyhodné, kdyz ma Gloha mnohem vice proménnych nez nerovnosti.
Pak viibec nemodifikujeme vychozi tabulku — matici A, ale misto toho fadkové
apravy (pivoty) provadime na (n+ 1) x (n + 1) matici D, kter zleva nisobi A.
Tabulka simplexové metody je tedy v kazdém kroku ddna matici D - A.

Vyhodou je, ze upravujeme pouze “malou” matici D a celd tabulka se ani nemusi drzet
v pracovni paméti.

e Dudalni simplexova metoda

Tato metoda zjednodusené receno prochazi pripustna reSeni dudlni Glohy, az najde
pripustné primarni feseni.
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