/9 Uloha celociselné optimalizace \

Ulohy linedrniho programovani jiz ponechame za nami a podivdme se na novou zajimavou
tfidu optimalizacnich dloh:

V praxi se totiz asto vyskytuji okolnosti formulace tloh, ve kterych nékteré (&i viechny) vystu-
pujici proménné mohou nabyvat pouze celo&iselnych hodnot. (Napfiklad nemtizeme jednoho
pracovnika “preptlit” na dva Gkoly, zapocdaty pracovni Gkon tfeba nelze prerusit, nemizeme
poslat na trasu linky pouze ¢tvrt autobusu, a podobné.)

Zminéné okolnosti pak vedou na dlohy celocCiselné linearni optimalizace, neboli celoliselné
programovani |IP. V zasadé se da fici, ze Gloha IP je Glohou LP s dodateénymi podminkami
celociselnosti proménnych. Tato analogie je vSak zavadéjici, nebot Glohy IP jsou nesrovnatelné
komplikovanéjsi pfi formulaci i obtiznéjsi pri reseni.
Strucny prehled lekce

e Ukazat matematické formulace Gloh celodiselné optimalizace.

e Formalni zapis tloh IP a MIP pomoci matic a vektord.

e Zakladni popis metody vétveni a mezi pro reSeni Gloh IP.
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/9.1 Uvodni piiklady IP \

Opét pro nazornost vykladu zaéneme hned s jednoduchymi priklady dloh celociselné
optimalizace. Poznamendvame, ze pro tuto tfidu Gloh se pouzivaji zkratky IP nebo
obecnéji MIP. (Z anglického Integer Programming.)

Priklad 9.1. Opét se vratme ke starému znamému Prikladu 3.1 o lupincich a hranol-
cich s dodateénym poZadavkem, Ze musime vyrabét (kvili baleni produktii) lupinky i
hranolky v celociselnych nasobcich mnoZstvi 15kg.

Reseni: Pouzijeme plivodni LP formulaci tlohy

20415 < 100
0.40+0.2h < 16
Lh >0,
ale pfiddme dodatecnou podminku
= 1521, h = 1525, kde z1,29 € N . (1)

Graficky si tuto formulaci vyznadime na Obrazku 9.1.

Vsimnéme si, Ze je nové nalezené feSeni ¢ = 15kg, h = 45kg mirné horsi nez v Prikladé 3.1
bez podminky celodiselnosti ¢ = 20kg, h = 40kg. Je pfirozené, ze pridanim dalSich podminek

se kvalita reSeni muze zhorsit.
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Obrézek 9.1: Graficky vyznam formulace a FeSeni Glohy IP (P¥iklad 9.1): MnozZina
feSeni puvodni dlohy LP je Srafovand, moznd reSeni v celoCiselnych ndsobcich 15kg
jsou znacena teckami a celociselné optimum je vyznaceno krouzkem.
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Schematickym obrazkem si zadani zakreslime takto:

Priklad 9.2. Leteckd spolecnost prepravuje cestujici z mésta S do Ctyr sousednich
mést A,B,C,D. Na dnesni den jsou pozadavky na prepravu do mésta A 110 cestujicich,
do B 70, do C 58 a do D 62 cestujicich. Nase spolecnost pfitom ma k dispozici dva
typy letadel: Prvniho typu ma 6 letadel s kapacitou po 33 mistech a s fixni cenou letu
120. Druhého typu md 4 letadel s kapacitou po 60 mistech a s fixni cenou letu 190.
Navrhnéte, kolik letadel kterého typu ma dnes spolecnost vypravit do kterého mésta,
aby pokryla poZadavky prepravy a zdroven minimalizovala cenu letd.

N

C
typ let. | pocet kapacita cena
1 6 33 120
5 2 4 60 190
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/Iv?eéeni: Necht n1 x znadi pocet letadel prvniho typu leticich do mésta X = A, B, C, D.\
Podminky celkového poctu letadel jednotlivych typl zformulujeme:

nia +nip +nic+nip <6

Nnoa +nop +nec +n2p <4

Podminky prepravy cestujicich zni:

33n14 +60ns4 > 110
33n1p +60nep > 70
33n1c + 60nec > 58
33n1p +60nep > 62

Ukelova funkce je taktéz ziejma
min 120(n1A +nmB + nic + nlD) + 190(n2A + nop + nac + ngp).
Co ndm jesté ve formulaci Glohy chybi? — neuvedli jsme podminky celodiselnosti
n14,N1B, 710, MD,N24,N2B, N2, N2p € N .
S dodate¢nymi celociselnymi podminkami jiz optimalni Feseni vyjde
nip =1, nip =2, noa =2, nap =1, nac =1, n2p =0,

neboli do mésta A poleti dvé velka letadla, do B malé a velké, do C jedno velké a do
D dvé mald. O zpiisobech obecného feseni tloh IP si fekneme za chvili. O
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/9.2 Formulace alohy (M)IP \

P¥i matematické formulaci Gloh celociselné optimalizace postupujeme podobné jako pfri
Glohach LP.

Definice 9.3. Uloha celo&iselné (linearni) optimalizace
je tlohou najit max ¢- (&, ) za podminek

Az < b
77 > 0
Z e Z

Slozky vektoru & jsou redlné proménné, slozky Z jsou celoliselné proménné, oba typy
se volné misi v linedrnich nerovnostech vyjarujicich podminky dlohy.
Hodnoty sloZek z' obvykle mohou nabyvat jen kone¢né mnoha hodnot.

Znateni: Takto zadané loze se obvykle fikd smiSend se zkratkou MIP (mixed IP),
vyjadfujice fakt, ze ve formulaci se misi celoCiselné i redlné proménné. Zkratka /P pak
oznacuje Ulohu celodiselné optimalizace bez redlnych proménnych, coz je pomérné Casty
prakticky pripad.
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/Definice: Uloha MIP je v zdkladnim tvaru, pokud je formulovéna jako \

max ¢- (&, 2)

—

A-(Z,0T < b
r >0
Z e {0,1}"

Proménnym z; € {0,1} se fikd bindrni proménné.

V praxi se ukazuje, ze obvykle mohou celociselné proménné nabyvat jen kone¢né mnoha
hodnot (napfiklad 0,1,...,%) a v jinych pfipadech omezeni hodnot celo&iselnych pro-
ménnych lze snadno do Ulohy doplnit. Proto se nadale budeme zabyvat jen Glohami
MIP s omezenymi celoCiselnymi proménnymi.

Véta 9.4. Kazdou dlohu MIP s omezenymi celoliselnymi proménnymi Ize pfevést na
zakladni tvar.

Dukaz: Kazdou celociselnou proménnou z; € {0,1,..., k;} (dle pfedpokladi omezend)
nahradime I = [log,(k; +1)] proménnymi 20, 21 ... 271 a pideme 2; = 20 +22] +... +
21=12171 (jako v binarnim zépise hodnoty z;). Je ziejmé, e kazdd piipustna hodnota
z; jednoznaéné odpovida jisté pipustné posloupnosti hodnot 29, 2}, ..., 271 € {0, 1},
ktera vyjadruje Cislice binarniho zapisu Cisla z;. Nakonec pfipadné rovnosti a nerovnosti

podminek Glohy prevedeme do zakladniho LP tvaru podle Véty 3.5. |
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/Zobecnéné formulace uloh MIP \

Lema 9.5. Do zdkladniho tvaru dlohy MIP Ize prevést také ulohy diskrétni optimali-
zace, ve kterych se vyskytuji diskrétni proménné t nasledujicich typi:

e Proménné s vice diskrétnimi realnymi hodnotami, tj. proménnd t; €
{a1,a9,...,a1}, kde ax, ..., ay jsou libovolnd redlnd &isla.

e Semikontinudlni proménné, tj. proménnd t; € {0} U [a, 8] nabyvajici nulové hod-
noty nebo hodnoty z intervalu [, 3] (neobsahujiciho nulu).

e Proménné s vice intervalovymi hodnotami, tj. proménni t; € [, 31] U [aa, B2] U
... S hodnotami ze sjednoceni nékolika disjunktnich intervali.

Duakaz: Je vidét, ze stali dokdzat treti bod, jelikoZ prvni dva jsou jeho special-
nimi pripady. Necht se mnozina pripustnych hodnot pro ¢; skldadd z [ intervall
[a1, B1], [ae, Ba], - . ., [cu, Bi]. Pouzijeme | — 1 bindrnich proménnych z;s, ..., z; a do-
date¢né podminky

Zi,2+---+zi,l S 1

1 1
041+Zzij(04j—041) <t < ﬁrPZzij(ﬁj—ﬁl)-
=2

Jj=2
Proménné z;; ndm tak “vyberou”, ve kterém z intervalii bude lezet hodnota ¢;. (VSim-
néte si, ze prvni nerovnost zarucuje, ze bude vybran jen jeden interval.) O
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/9.3 Reseni MIP relaxaci a vétvenim \

Nyni si zjednoduSené uvedeme jednu ze zakladnich metod pro feseni Gloh MIP.

Definice 9.6. LP - relaxaci Glohy MIP zakladniho tvaru

max ¢- (&, 2)
A-(z207 < b
Z > 0
zZ e {0,1}*
je tloha LP ve tvaru:
max ¢- (&, %)
Az < b
Z < 1
Z,Z > 0

LP relaxaci zakladni Glohy MIP vlastné ziskdme rozsifenim pripustného oboru pro proménné
Z z hodnot 0,1 na cely interval [0, 1]. Geometricky si Ize pFedstavit polyedr viech pfipustnych
reSeni LP-relaxace a v ném obsazené “mrizové” body odpovidajici pripustnym celym hodnotam
Z€{0,1}*, podobné& Obrazku 9.1. Podrobnéji viz pfisti lekce.
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/Fakt: Mnozina pripustnych teseni Glohy MIP je pravé prinikem mnoziny pFipustnych\
feeni jeji LP-relaxace s m¥izovymi body {Z € {0,1}*}.

Definice: Hodnotu optimalniho FeSeni LP-relaxace Glohy MIP nazyvdme (LP-)relaxaéni
mezi pro plvodni tlohu MIP.

Fakt: Hodnota optimalniho feseni Glohy MIP neni nikdy lepSi neZz hodnota jeji LP-
relaxacni meze. Proto pokud najdeme pfipustné reseni Glohy MIP dosahujici hodnoty
jeji relaxaéni meze, mame optimalni reseni.
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/Algoritmus 9.7. Jednoducha metoda vétveni a mezi s linearni relaxaci \
Méjme danou dlohu MIP v zdkladnim tvaru, tj. s binarnimi proménnymi Z.
Necht f je globalni proménna inicializovanad f = —ooc.
Procedura branch&bound(U: tloha MIP)
1. £ = LP-relaxace U, 5° = optimdlni feseni £, r° = relaxaéni mez.
2. Pokud £ nem3 pfipustné feSeni nebo r° < f, vratime se bez feSeni return ().

3. Pokud £ nema optimalni feSeni z divodu neomezenosti a zdroven v nékterém
pripustném feSeni L jsou slozky Z celé, poloZzime f = co a vratime return ().

4. Pokud 3® je pripustné (celo¢.) FeSeni U, polozime f = r° a vratime return s°.

Zvolime bindrni proménnou z; (nedeterministicky) v U a vytvofime jejim dosaze-
nim poddlohy

UQZZ (U[ZiZO), Z/{1:= (U[ziz:[).
Zavolame rekurzivné
51 = branch&bound(U;) a 3 = branch&bound (Us)

zaroven nedeterministicky. Vracime lep$i z obou Fe$eni return max (5, 32).

Navratova hodnota procedury je optimalnim feSenim Glohy U s (¢elovou funkci f.
Pokud f = —oc, Gloha nemd pripustné reseni, pokud f = oo, Gloha nemd optimalni
Qeéeni z divodu neomezenosti.

Petr Hlinény, FI MU 11 IA102 "OU": Celodiselna optimalizace e




/T vrzeni 9.8. Algoritmus 9.7 vZdy (pro jakoukoliv volbu vykondni a poradi nedetermi—\
nistickych krokt) skon¢i a spravné nalezne optimalni Fesen.

Dukaz: Necht d je pocet bindrnich proménnych — slozek z. Pak zfejmé zadna vétev
rekurze neni hlubsi nez d, nebot kazdym zanorenim se snizi pocet bindrnich proménnych
v (loze. Nakonec pokud Gloha U neobsahuje binarni proménné (Z nem4 slozky), tak se
vzdy aplikuje jeden z krokd 2,3,4 pred 5 a rekurze se ukonci. Takze algoritmus skonci
po O(2%) iteracich procedury branch&bound.

Predpokladejme, ze optimalni feSeni Glohy & m3a bindrni slozky rovny 2°. Pak ve vétvi
rekurze, kterd odpovidd volbdm hodnot z" jako v z° bude toto resSeni nalezeno jako
pripustnd relaxaéni mez tlohy £’. (Uloha U | Z=Zz° je jiz Glohou LP, kterou umime
presné vyfesit.) Toto pFipustné feseni pak jako nejlepsi mozné (pfipadné jedno z nékolika
stejné hodnoty) bude vriceno procedurou branch&bound. O

Raznymi implementacnimi zplsoby volby proménné z; pro “vétveni’ se budeme zabyvat v
pristi kapitole. (Algoritmus korektné funguje pro jakoukoliv volbu, ale vhodnou volbou jej Ize
vyrazné urychlit.)

uy

Podivejme se blize na analyzu slozitosti v ditkaze 9.8 — &asovy odhad O(27) je velmi “$patny”
jiz pro pomérné malé hodnoty d. Co vSak zpusobuje tento exponencidlni narust slozitosti
algoritmu? Je to prohleddvani mnoha vétvi az do Gplného konce, do hloubky d. Nasi snahou
pfi implementaci algoritmu tedy musi byt co nejrychleji “zabit” vSechny neperspektivni vétve
rekurze. V praxi se s nejvétsSim potencidlem k vylouceni vétvi rekurze ukazuje krok 2, kdyz
relaxacni mez vyjde horsi nez nejlepsi dosud nalezené feseni. K aplikaci tohoto kroku vsak jiz
néjaké pripustné reseni potfebujeme mit nalezené. ..
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/9.4 Jednoduché ukazky reseni IP \

Priklad 9.9. Leteckd spole¢nost ma prepravit 141 lidi z mésta A do B. K dispozici ma

Cyfi letadla: kapacita cena letu posddka
L1 90 300 7
L2 60 210 4
L3 50 200 3
L4 33 130 2

Kterd letadla md zvolit, aby dosdhla nejlevnéjsiho reseni?
Reseni:
max — 30021 — 21029 — 20023 — 13024
U: pro 90z1 4+ 6025 + 5023 + 3324
z; €{0,1}
f = —00 U LP relaxace
max — 30027 — 21029 — 20023 — 13024
9021 4+ 6022 4+ 5023 + 3324 > 141
0<% <1
Reeni. . .
Vysledek: poleti L1 a L2. O
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