Drsna matematika | — 8. prednaska
Linearni zobrazeni

Jan Slovak

Masarykova univerzita
Fakulta informatiky

17. 4. 2007



Obsah prednasky

@ Literatura

© Linedrni zobrazeni

© Opét souradnice

@ Vice souradnic



Literatura

Plan prednasky

@ Literatura



Literatura

Kde je dobré cist?

@ vlastni poznamky, texty sou¢asného nebo predchazejiciho
prednasejiciho, GOOGLE, atd.



Literatura
Kde je dobré cist?

@ vlastni poznamky, texty sou¢asného nebo predchazejiciho
prednasejiciho, GOOGLE, atd.

o Pavel Hordk, Uvod do linearni algebry, MU Brno, skripta.

@ Lubos Motl, Milo$s Zahradnik, Péstujeme linedrni algebru, 3.
vydani, Univerzita Karlova v Praze, Karolinum, 348 stran
(elektronické vydani také na
http://www.kolej.mff.cuni.cz/“Imotm275 /skripta/).

e Riley, K.F., Hobson, M.P., Bence, S.J. Mathematical Methods
for Physics and Engineering, second edition, Cambridge
University Press, Cambridge 2004, ISBN 0 521 89067 5, xxiii
+ 1232 pp.

o Frantidek Sik, Linearni algebra zamétena na numerickou
analyzu, MU, 1998, 176 s. ISBN 80-210-1996-2.



Linearni zobrazeni

Plan prednasky

© Linedrni zobrazeni



Linearni zobrazeni
®00

Necht V a W jsou vektorové prostory nad tymz polem skalar(i K.
Zobrazeni f : V — W se nazyva linearni zobrazeni
(homomorfismus) jestlize plati:

Q f(u+v)="F(u)+f(v), YuveV

Q f(a-u)y=a-f(u), VaekK, Yue V.



Linearni zobrazeni
®00

Necht V a W jsou vektorové prostory nad tymz polem skalar(i K.
Zobrazeni f : V — W se nazyva linearni zobrazeni
(homomorfismus) jestlize plati:

Q f(u+v)="F(u)+f(v), YuveV

Q f(a-u)y=a-f(u), VaekK, Yue V.
Samoziejmé, Ze jsme takova zobrazeni jiz vidéli ve formé nasobeni

matic:
K'sx—A-xeK™

s matici typu m/n nad K.



Linearni zobrazeni
oeo

Obraz Imf := (V) C W je zjevné vektorovy podprostor. Stejné
tak je vektorovym podprostorem mnozina vSech vektord

Ker f := f~1({0}) C V. Nazyva se jadro linearniho zobrazeni f.
Linearni zobrazeni, které je bijekci nazyvame izomorfismus.



Linearni zobrazeni
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Obraz Imf := (V) C W je zjevné vektorovy podprostor. Stejné
tak je vektorovym podprostorem mnozina vSech vektord

Ker f := f~1({0}) C V. Nazyva se jadro linearniho zobrazeni f.
Linearni zobrazeni, které je bijekci nazyvame izomorfismus.

Theorem
Necht f : V. — W je linedrni zobrazeni. Pro vsechny
u,uy,...,ux €V, a,...,a € K plati:

Q@ f(0)=0

Q f(—u)=—f(v)

(3] f(al'U1+"'+8k'Uk)=31'f(U1)+"'+3k'f(Uk)

Q pro kazdy vektorovy podprostor Vi C V je jeho obraz (V1)

vektorovy podprostor ve W.

©

Pro kazdy podprostor Wiy C W je mnozina
f~Y(Wp) = {v € V; f(v) € Wi} vektorovy podprostor ve V.




Linearni zobrazeni
Jednoduché disledky

@ Slozeni gof : V — Z dvou linearnich zobrazeni f : V — W a
g : W — Z je opét linedrni zobrazeni.

@ Linearni zobrazeni f : V — W je izomorfismus pravé kdyz
Imf =W aKerf = {0} C V. Inverzni zobrazeni k
izomorfismu je opét izomorfismus.

© Pro podprostory Vi, V5 a linearni zobrazeni f : V — W plati
f(Vl + V2) = f(Vl) + f(Vz), f(\/l N V2) C f(Vl) N f(\/g)

© Zobrazeni " prirazeni souradnic” u : V — K" dané libovolné
zvolenou bazi u = (uy,. .., u,) vektorového prostoru V je
izomorfismus.

© Dva konec¢nérozmérné vektorové prostory jsou izomorfni pravé
kdyZ maji stejnou dimenzi.

O Slozeni dvou izomorfisml je izomorfismus.
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Opét soufadnice
®00

Uvazujme libovolné vektorové prostory V., W nad K s dim V = n,
dim W = m a méjme linedrni zobrazeni f : V — W. Pro kazdou
volbu bazi u = (u1,...,up) na V, v=(v1,...,v,) na W, mdme k
dispozici pFislusna prifazeni souradnic:

vV— ' w
ulg giv
fuv
K” ————————— > Km

Pritom je kazdé linearni zobrazeni jednoznacné urceno svymi
hodnotami na libovolné mnoziné generdtor(i, zejména tedy na bazi

u.
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oeo

Jestlize za V' i W zvolime tentyz prostor, ale s riznymi bazemi, a
za f identické zobrazeni, vyjadfuje nas postup vektory baze u v
soufadnicich vzhledem k v. Oznaéme vyslednou matici T. Kdyz
pak zadame vektor u

U= xyuy + -+ Xpup

v soufadnicich vzhledem k u a dosadime za u;, obdrzime souradné
vyjadreni x téhoz vektoru v bazi v. Staci k tomu preskladat poradi
sCitanch a vyjadrit skalary u jednotlivych vektort baze. Podle vyse
uvedeného postupu musi vyjit x = T - x. Tuto matici nazyvdme
matice prechodu od baze u k bazi v. Matice T zadavajici
transformaci soufadnic z baze u do baze v je tedy matici
identického zobrazeni idy : V — V:

idy
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ooe

Matici T prechodu (od bdze u k bazi v) ziskdme tak, Ze
souradnice vektori baze u v bazi v napiSeme do sloupci matice T.




Opét soufadnice
ooe

Matici T prechodu (od bdze u k bazi v) ziskdme tak, Ze
souradnice vektori baze u v bazi v napiSeme do sloupci matice T.

Funkce matice prechodu je takova, ze zname-li souradnice x
vektoru v bazi u, pak jeho souradnice v bazi v se obdrzi
vynasobenim sloupce x matici prechodu (zleva). Protoze inverzni
zobrazeni k identickému je opét totéz identické zobrazeni, je
matice prechodu vzdy invertibilni a jeji inverze je pravé matice
prechodu opacnym smérem, tj. od baze v k bazi u.
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Vice soufadnic
[1e}

Nyni snadno vidime, jak se skladaji soufadna vyjadreni linearnich
zobrazeni. Uvazme jesté dalsi vektorovy prostor Z nad K dimenze
k s bazi w, linearni zobrazeni g : W — Z a oznaéme pfislusnou
matici g, . Pro matice téchto zobrazeni dostdvdme ¢imz jsme
odvodili:

Bvw O fuy(x) =B - (A-x)=(B-A) x=(gof)yw(x)

pro véechny x € K". VSimnéte si, ze isomorfismy odpovidaji pravé
invertibilnim maticim.



Vice soufadnic
oce

Stejny postup ndm davd odpovéd na otdzku, jak se zméni matice
zobrazeni, zménime-li baze na definiénim oboru i oboru hodnot:

id id
Vv—" sy — w2 oy
uiN Ui: . :lv . le
K" L > K" Bisiin K™ ST > Km

kde T je matice pfechodu od v’ k u a S je matice prechodu od v/

k v. Je-li tedy A plvodni matice zobrazeni, bude nova dana jako
A = STIAT.



Vice soufadnic
oce

Stejny postup ndm davd odpovéd na otdzku, jak se zméni matice
zobrazeni, zménime-li baze na definiénim oboru i oboru hodnot:

%4 %4 w w
uiN Ui: . :lv . le
K" L > K" Bisiin K™ ST > Km

kde T je matice pfechodu od v’ k u a S je matice prechodu od v/
k v. Je-li tedy A plvodni matice zobrazeni, bude nova dana jako
A = STIAT.

Ve specidlnim pripadé linearniho zobrazeni f : V — V vyjadfujeme
zpravidla f pomoci jedné baze u prostoru V/, to je prechod k nové
bazi u’ bude znamenat zménu na A' = T 1AT.
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