Cast I (celkem 12 bodii)

Pocitate vSechny 3 priklady!

Uloha 1 (4 body). Sestrojte prirozeny kubicky interpola¢ni splajn pro funkci

1
1+ 22

na intervalu [0, 3], volite-li za uzly po fadé body
.%'OIO, 1'1:1, 1'2:3.

Nestaci pouze uvést vysledek: je nutny i spravny postup!

Uloha 2 (4 body). Vypoctéte

) 1
lim z-e=.
r—0+

Uloha 3 (4 body). Naleznéte 1. derivaci funkce
(2 — 372) COS T + 2 sin .

Vyraz poté upravte do co nejjednodussi podoby.

Céast 11 (celkem 12 bodt)

Pocitate 3 priklady z 5 (nebo méné, ne vsak vice) dle vlastni volby!

Uloha 4 (4 body). Naleznéte polynom p nejvyse tietiho stupné, pro ktery plati

p(0) =2, p(1) =3, p(2) =12, p(5)=147.

Vysledny polynom uvedte ve tvaru ax® + bax? + cx + d, tj. naleznéte koeficienty a, b, c, d.

Uloha 5 (4 body). Bez pouziti IHospitalova pravidla vyéislete
. tgdx

lim — .
z—0— sin 5T

Uloha 6 (4 body). Ve kterych bodech je te¢na funkce
flz)=y=2+z—-2* =z€R

rovnobézna s osou z?



Uloha 7 (4 body). Rozhodnéte, zda existuje a € R takové, Ze funkce a - x + sin z ma v bodé
x = %” globalni minimum na intervalu [0, 27].

Uloha 8 (4 body). Odhadnéte chybu piiblizného vzorce

l‘2

In(l+2)=z— =
n(l+z) =z i

pro obecné x € (—1,0).

Cast III (celkem 6 bodi)

Odpovidéte na 3 tlohy ze 4 (nebo méné, ne vsak vice) dle vlastni volby!

Uloha 9 (2 body). Jak4 je definice interpola¢niho polynomu p pro hodnoty o, ...,y, € R
v navzajem riiznych bodech xy, ..., z, € R?

Uloha 10 (2 body). Uvedte piiklad podmnoziny X mnoziny R takové, Ze pro ni plati
sup X <inf X.

Zvlasté tedy musi existovat sup X iinf X.

Uloha 11 (2 body). Uréete maximalni defini¢ni obor (tj. nejvétsi vzhledem k mnozinové
inkluzi podmnozinu R), kde je funkce

ecos(z2—21)+m—256x3 11

_ 21
f(l') - 2‘1. ' 2 + Z'252

spojita.

Uloha 12 (2 body). Napiste, ¢emu se rovna

(arccotg x)".



Cast I (celkem 12 bodii)

Pocitate vsechny 3 piiklady!

Uloha 1 (4 body). Uvedte libovolny polynom P spliiujici tyto podminky:
P(0)=6; P(1)=4; P(2)=4; P'(2)=1.

Slovo ,libovolny “ pfitom znamena ,libovolného stupné*.

Uloha 2 (4 body). Najdéte rovnice te¢ny a normaly ke kiivce y = (z + 1)¥/3 — x, tj. ke
grafu funkce f(z) = (x +1)v/3 — x, v bodé [—1, 0].

Uloha 3 (4 body). Naleznéte viechny (se smérnici i bez smérnice) asymptoty téchto dvou

funkei:
(r+3)3

(z—2)*

x-e’;

Cést II (celkem 12 bodii)

Pocitate 3 priklady z 5 (nebo méné, ne vsak vice) dle vlastni volby!

Uloha 4 (4 body). Vyjadiete racionalni funkci

3xt+ 223 — 22+ 1
3r + 2

jako soucet polynomu a ryze lomené racionalni funkce. Tj. délte.

Uloha 5 (4 body). P¥imo z definice vlastni limity ve vlastnim bodé dokazte, Ze je

lim 22 — 2 = —2.

z—0

Uloha 6 (4 body). Vypoctéte
lim Va2 +z— .

r—-+00

Uloha 7 (4 body). Urcete prvni derivaci funkce

sin (sin (sin 7)) .

Uloha 8 (4 body). Necht je dana funkce f a bod z takovy, 7e plati
F(2)=0, f'(2)=0, f'(z)=0, [¥()=1 (%)

Opiste ty z vyroku (pfipadné napiste jen pismena je uvozujici)



(a) bod z je stacionarnim bodem f,
(b

funkce f neni polynomem druhého stupné,

d

funkce f neméa v bodé z ostré lokalni minimum,

)

)
(c) funkce f v bodé 2 roste,
(d)

)

(e) bod z je inflexnim bodem funkce f,
které jsou zcela jisté pravdivé (tj. plati vzdy — tedy pro vSechny funkce f spliujici (x).)

Oduvodnéte, pro¢ jsou podle Vés jednotlivé vyroky pravdivé, ¢i nikoli. ZvIlasté pak uvedte
protiptiklad, pokud budete tvrdit, ze néjaké tvrzeni obecné platit nemusi.

Cast III (celkem 6 bodt)

Odpovidéte na 3 tlohy ze 4 (nebo méné, ne vsak vice) dle vlastni volby!

Uloha 9 (2 body). Necht jsou zcela libovolné dany hodnoty %o, .. ., ¥, € R v navzajem riiz-
nych bodech zy, ..., x, € R. Pro fundamentalni polynomy [;,7 = 0,1, ..., n zavedené v souvislosti
s vypo¢tem Lagrangeova interpola¢niho polynomu (to, jak jsou zavedeny, musite znat) na celé
realné ose (tj. pro vSechna x € R) plati

D h(z) =1

Dokazte to!

Uloha 10 (2 body). Existuje funkce ryze monoténni (a tudiz definovand) na celé realné ose,
ktera neni v néjakém bodé spojitd, ale k ni inverzni funkce je spojitda na celém svém defini¢nim
oboru? Odpovézte pouze ,ano“, nebo ,ne*.

Pokud odpovidate ,,ano“, uvedte piiklad doklddajici spravnost Vasi odpovédi.

Uloha 11 (2 body). Rozhodnéte, které ze vztahi

(a) D(f) CD(f),
(b) D(f) =D (f),
() D(f) < D(f),
(d) D(f") € D(f)

plati pro vsechny realné funkce f. Muze platit jeden, dva, t¥i, vSechny, ale také zadny!

Uloha 12 (2 body). Uréete f'(1), je-li f(z) = (z — 1)(x — 2)%(z — 3)%.
Premgyslejte, nez zacnete pocitat.



Cast I (celkem 12 bodii)

Pocitate vSechny 3 priklady!

Uloha 1 (4 body). Rozlozte na parcidlni zlomky racionalni funkci

1
3 (r+1)

Uloha 2 (4 body). Urcete derivaci funkce x5 2.

Uloha 3 (4 body). Za pomoci diferencialu pfiblizné vypoéitejte sin (%W). Uvazte pfitom,

demu se rovna sin (%TF) = sin (%) Vysledek nemusite upravovat (vycislovat).

Mala rada: Vypocet musi byt provadén v radianech, ne ve stupnich!

Cést II (celkem 12 bodii)

Pocitate 3 priklady z 5 (nebo méné, ne vsak vice) dle vlastni volby!

Uloha 4 (4 body). Urcete

. V2 4m —8pb —2m — 112
11m .
n—oo 2 . 3n+12 — 45n — +/111 - ﬂ-n+12

Uloha 5 (4 body). Zcela libovolnym zptisobem potvrdte, Ze je

Tedy dokazte, ze predesla rovnost mé smysl a plati.
Nejdrive vsak premyslejte. Jde to velmi jednoduse. . .

Uloha 6 (4 body). Pod jakym tihlem protin4 graf funkce In  osu 2. (Uhlem protnuti, jak je
bézné, rozumime thel smérového vektoru tecny s kladnou poloosou = v kladném smyslu otaceni
v roviné — proti sméru pohybu hodinovych ruci¢ek — od poloosy k tecné.)

Pokud nedokazete odpovédét, nevadi! Staci, kdyz uvedete te¢nu k dané funkci v bodé protnuti
kladné poloosy .

Uloha 7 (4 body). Vyuzitim Lagrangeovy véty dokazte, Ze funkce f diferencovatelna v kaz-
dém redlném bodé s derivaci identicky rovnou 0 (tj. f' =0, tj. f'(x) = 0 pro vSechna z € R) je
konstantni.

Uloha 8 (4 body). Urcete interval, na kterém je funkce e *” konkévni.



Cast III (celkem 6 bod1)

Odpovidéte na 3 tlohy ze 4 (nebo méné, ne vsak vice) dle vlastni volby!

Uloha 9 (2 body). Necht jsou pevné zadany néjaké body a né&jaké hodnoty. Uvedte alespon
1 zésadni rozdil (tedy rozdil z matematického hlediska), ktery je mezi Hermitovym interpola¢nim

polynomem a Lagrangeovym interpola¢nim polynomem.
Mizete odpovédét pouze tak, ze napisete: ,Neni mezi nimi zadny fakticky rozdil. Jeden na
druhy lze totiz prevést roznasobenim. “

Uloha 10 (2 body). Co to znamen4, kdyZ o racionalni lomené funkei prohlasime, Ze je ryze
lomenou?

Uloha 11 (2 body). Uvedte vétu ,,0 tfech limit4ch*.

Uloha 12 (2 body). Cemu se rovna

)

g(z)

za predpokladu, ze dany vyraz existuje a ma obvykly vyznam?



Cast I (celkem 12 bodii)

Pocitate vSechny 3 priklady!

Uloha 1 (4 body). Upravte funkci

622+ —2
xd — 223

na soucet polynomu a ryze lomené racionalni funkce (). Ziskanou funkci ) poté vyjadiete ve tvaru

souctu tzv. parcialnich zlomk.

Uloha 2 (4 body). Spocitejte nasledujici dvé limity
lim z&=,
xz—0+
lim z®=,

T——+00

pricemz o € R je libovolné.

Uloha 3 (4 body). Naleznéte vSechny globalni (tj. absolutni) extrémy polynomu p(x)

23 — 3z + 2 na intervalu [—3, 2].

Céast 11 (celkem 12 bodi)

Pocitate 3 priklady z 5 (nebo méné, ne vak vice) dle vlastni volby!
Uloha 4 (4 body). Stanovte Hermitiv interpola¢ni polynom, je-li pozadovano:
rg=0, @ =2, x3=1,

y0:O7 y1:47 y2:17
Yo=0, y1=4, yy=2.

Rada: Pfemyslejte (nejen u té soustavy rovnic)!

Uloha 5 (4 body). Vypoctéte

V1t —1—-2
lim .

x—0 x

Uloha 6 (4 body). Uréete druhou derivaci funkce tg x. Pfitom nemusite uvadét na jaké

realné podmnoziné jste ji urcili.

Uloha 7 (4 body). Uréete derivaci funkce y = f(x) zadané rovnici 11y —cos y = sin z+256.
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Uloha 8 (4 body). Uréete Taylor@iv polynom stupné 4 funkce e~z se stiedem v pocatku
(tj. pro xp = 0).

Cast III (celkem 6 bodt)

Odpovidéte na 3 tlohy ze 4 (nebo méné, ne vsak vice) dle vlastni volby!

Uloha 9 (2 body). Necht jsou libovolné zvoleny hodnoty g, . . ., ¥, € R v navzajem rfiznych
bodech xg, ..., z, € R, pricemz yy # 0 a n € N je také libovolné. Kolik existuje polynomt stupné

jenz nabyvaji v uvedenych bodech zadanych hodnot?
Neni-li odpovéd jednozna¢nd, uvedte diskusi (tj. matematicky rozbor) vzhledem k dalsim Vami
ur¢enym podminkam.

Uloha 10 (2 body). Uvedte piiklad funkce definované na otevieném intervalu a néjakého
bodu jejiho definiéniho oboru, ve kterém nastéva tzv. skok. Tuto funkei (samoziejmé) nemizZete
zadat obrazkem nebo tabulkou!

Uloha 11 (2 body). Napiste vzorec pro vypocet derivace inverzni funkce k funkci f (v libo-
volném bodu x € R), ma-li f na celé redlné ose derivaci a je vSude rostouci (proto mé také vsude
nenulovou derivaci).

Uloha 12 (2 body). Definujte pojem ,inflexni bod*.



