Druhy zapoctovy test — 1. termin

Zadani si ponechavate. Listy, které odevzdate, citelné podepiste! Doporucuji Vam,
abyste pod své jméno uvedli ¢isla téch dvou tloh, které jste zvolili — nefesili je.
Vysledky 2. testu (tedy i tohoto terminu) se dozvite e-mailem az ve étvrtek 26. 4.

Cést I (celkem 20 bodii)

Pocitate vsech 5 piikladu!

Uloha 1 (4 body). Pro x # 2 k € Z stanovte, ¢emu je roven vyraz | Y 2 dr.

s x-sin x)2
Néapovéda: Uvazte nejprve, cemu se rovné cos 2x. (Zkouska probéhne bez napovéd.)
Vysledek. Po tpraveé vyuzitim rovnosti
cos 2x = cos’x — sin’x

1ze snadno zjistit, ze (kde C' € R)

2
/ €08 'x dr = -cotg x —tg x + C.
(cos x - sin x)?

Uloha 2 (4 body). Je dana funkce f(z) = || na intervalu I = [-1,1] a déleni D,, =
{-1,—”7_1, . ,—%, 0, %, - ”T_l, 1}. Urcete s(Dy, f) a S(Dy, f).

Na zdkladé predesiého vysledku rozhodnéte o integrovatelnosti funkce f na I.

Vysledek. Je (viz Ptiklad 43 z demonstrativnich cviceni)

(Do f)=""2, S ="

n

Funkce f je integrovatelnd na I, nebot

lim s(D,, f) = lim S(D,, f).

n—oo n—oo

Viz skriptum doc. Hilschera, str. 70. U



1
Uloha 3 (4 body). Spocitejte [ 2?e™ dx.

|
Viysledek. Vysledek je e — 5eL. U

Uloha 4 (4 body). Vypoctéte délku oblouku kiivky, kterd je zadéna grafem funkce
%(3—37)\/5 mezi jejimi priseciky s osou z. Tj. stanovte délku grafu dané funkce na intervalu,
jehoz krajnimi body jsou nulové body uvazované funkce.

Visledek. Vysledek je 21/3. O

0
Uloha 5 (4 body). Vy¢islete nevlastn integral [ z e da.

Vysledek. Vysledek je -%. O

Cast 11 (celkem 6 bodil)

Odpovidéte na 2 tlohy ze 3 (nebo méné, ne vsak vice) dle vlastni volby!

Uloha 6 (3 body). Vypoditejte [ cosh xdz, kde e je Eulerovo &islo, tj. zéklad priro-

zenych logaritm.
Vysledek. Vysledek je e® — e®. (l

Uloha 7 (3 body). Urcete znaménka téchto tif ¢isel (hodnot integralii)

2 2w 2w
- . sin x
O .= /x32“ de, =:= /sm rdr, T ::/ dx.
x
2 0 0

Tedy pro kazdé j € {©,=, T} uvedte, zda je j <0, j > 0, nebo j = 0.



Vysledek. Nebylo tieba cokoli zdiivodinovat: stacilo uvést pouze

©>0, =Z=0 7T>0.

Uloha 8 (3 body). Vyjadiete bez symbolt derivace a integrace vyraz

¢ !/

xT

s proménnou = € R a nezndmou konstantou £ € R.

Vysledek. Plati
§ /
/6t-1166t—11 dt | = _gplteba—11

Viz skriptum doc. Hilschera, str. 80, dole.

Cast III (celkem 4 body)

Odpovidéte na 2 tlohy ze 3 (nebo méné, ne vsak vice) dle vlastni volby!

Uloha 9 (2 body). Udejte piiklad funkce spojité a ohranicené na celém svém definic-
nim oboru, jimZ je néjaky omezeny (tj. ohrani¢eny) otevieny interval I (ten samoziejmé
rovnéz musite uvést), takové, ze k ni na I neexistuje nekonetné mnoho navzajem riznych

(tj. lisicich se v alespon jednom bodé mnoziny /) primitivnich funkei.

Vysledek. Takova funkce neexistuje: viz skriptum doc. Hilschera, str. 59.

Uloha 10 (2 body). Dokaizte, Ze pro spojité funkce f a g na uvazované (le¢ blize

neupfiesnéné) mnoziné M (tj. pro x € M) plati

[ @@= [g@de = [ (@) - gla) i



Vysledek. Viz skriptum doc. Hilschera, str. 61. Il

Uloha 11 (2 body). Uvedte vzorce pro objem a obsah plasté rota¢niho télesa vznik-
1ého rotaci plochy mezi Gr f a osou z na intervalu [0, 1] kolem osy z, je-li f nezédpornou
funkci se spojitou derivaci na [0, 1].

Vysledek. Viz skriptum doc. Hilschera — Tvrzeni 8 na str. 87 a Tvrzeni 9 na str. 89. [J



Druhy zapoctovy test — 2. termin

Zadani si ponechavate. Listy, které odevzdate, citelné podepiste! Doporucuji Vam,
abyste pod své jméno uvedli ¢isla téch dvou tloh, které jste zvolili — nefesili je.
Vysledky 2. testu (tedy i tohoto terminu) se dozvite e-mailem az ve ¢tvrtek 26. 4.

Cést I (celkem 20 bodii)

Pocitate vsech 5 prikladi!

Uloha 1 (4 body). Pro z > 0 naleznéte k funkci (1 — %) y/z\/z + 2° néjakou primi-

tivanl funkei.

Vysledek. Hledanou funkci je napft.

4 2 T
@40 2 g
Tra In 2
U
Uloha 2 (4 body). Pro z > 0 spocitejte [ 25— du.
Vysledek. Je
e’ 1. e*—1
dr = =1 R.
/625”—1 x 2n6x+1+0, C e
0

1
Uloha 3 (4 body). Pomoci vypoctu limity dolnich souctii uréete [ 22 dx. (Vite, Ze je
0

funkce z? integrovatelna na [0, 1].)
Uvazujte pfitom tzv. ekvidistantni déleni D,, = {0, = n, ce n L 1} intervalu [0, 1].
Rada: Pro vSechna n € N je 17 +22 4 ... 4+ n? = tn(n + )( +1).

Vysledek. Vysledek je

lim s(D,,z?) = lim 1(1 — l)(g — l) —

1
n—00 n—oo 6 n n 3



Pozndmka: Integrovatelnost funkce x? na [0, 1] plyne z jeji spojitosti. U

Uloha 4 (4 body). Necht C je kiivka v roviné s parametrizaci [x(t), y(t)] prot € [0, 7].
Urcete délku d kiivky C, je-li z(t) = cost +tsint, y(t) =sint — tcost.

Vysledek. Snadno se spocita, ze

+oo

Uloha 5 (4 body). Vypocitejte [ (defl)z.
0

Vysledek. Vysledek je 7. O

Cést II (celkem 6 bodii)

Odpovidéte na 2 tlohy ze 3 (nebo méné, ne vsak vice) dle vlastni volby!

Uloha 6 (3 body). Cemu se rovna [ m dx?

Vysledek. Je

1 1 x-2
L dr = arctg L Z 4 C
/(x—2)2+9 vT gt 3

0,11
Uloha 7 (3 body). Vypocitejte [ tg x dz. Rada: Nepoditejte; premyslejte!
-0,11

Vysledek. Vysledek je 0. Funkce tg = je totiz licha. U



Uloha 8 (3 body). Vime, Ze plati (tzv. 1. véta o stfedni hodnoté):

Necht jsou f a g spojité funkce na intervalu I = [a, b] nenulové délky, pFicem?Z g neméni
znaménko (tj. je na I nezdpornd, nebo nekladnd). Potom existuje takové ¢ € I, pro které
je

b

/b f@g(o)do = £(c) [ gla)da.

Za pomoci této véty odhadnéte integral (tj. uvedte interval J, ve kterém se nachéazi
jeho hodnota: ur¢ity integral je ¢islo)

1
299
7= dx
/ vitz
0
s chybou ostfe mensi nez 0,01 (tj. délka intervalu J musi byt mensi nez 0,01).

Vijsledek. Lehce se ukaze (volbou g = 2%%), Ze

. { 1 1 }
1004/27 100

Dokonce lze nenaro¢né dokazat, ze

1 1
eEl——,—|.
(100\/5 100)

Cast III (celkem 4 body)

Odpovidéte na 2 tlohy ze 3 (nebo méné, ne vsak vice) dle vlastni volby!

Uloha 9 (2 body). Neur¢ity integral z n&jaké na R spojité funkce f je:

(a) redlné ¢islo, nebo +o0o, ¢i -00;

(b) nekone¢nd mnozina;

(c) jedna funkce vznikla z jiné posunutim o konstantu;
)

(d) symbol oznacujici obsah plochy mezi osou = a funkci f.



Napovézme, ze spravna je alespon jedna z moznosti.

Vysledek. Spravné je pouze ,za (b)“. Viz skriptum doc. Hilschera, str. 60. O

Uloha 10 (2 body). Uvedte piiklad funkce, ktera je definovana pro viechna z € R,
ale neni integrovatelnd na zadném intervalu [a, b] pro libovolna a,b € R, a < b.

Vysledek. Uvazte funkci, ktera v raciondalnich ¢islech nabyva hodnoty 3 a v iracionalnich
je nulova. 0

Uloha 11 (2 body). Napiste Newton-Leibniziv vzorec véetné viech pfislusnych pod-
minek na v ném vyskytujici se funkce.

Vysledek. Viz skriptum doc. Hilschera, Véta 37 na str. 81. [l



Druhy zapoctovy test — 3. termin

Zadani si ponechavate. Listy, které odevzdate, citelneé podepiste! Doporucuji Vam,
abyste pod své jméno uvedli ¢isla téch dvou tloh, které jste zvolili — nefesili je.
Vysledky 2. testu (tedy i tohoto terminu) se dozvite e-mailem az ve étvrtek 26. 4.

Cést I (celkem 20 bodii)

Pocitate vsech 5 piikladu!

Uloha 1 (4 body). Vypoététe [ m dx

Vysledek. Vysledek je

/(96—1;6(1—2)2de/xildIJr/xideJr/(x_‘;z)gder

8
—i—/lda::ln(\x—l\(m—2)4)—m+x+0, C eR.

U

1
Uloha 2 (4 body). Vypoditejte J 2'®-/1 + 328 dx. Vysledek uvedte ve tvaru zlomku.
0

Vysledek. Je

1

29
/x15 “V1+3x8dr = —.

270
0

Uloha 3 (4 body). Uréete obsah rovinného obrazce omezeného kiivkami y = e® — 1,
2z
y=e*—-3,x=0.

Visledek. Vysledek je 2In 2 — 1. O



+o0

Uloha 4 (4 body). Pro jakd p € R konverguje integral | dz?
0

1
(z+111)P

Vysledek. Zkoumany integral konverguje prave pro p > 1. U

Uloha 5 (4 body). Uréete plochu (tj. obsah oblasti) mezi grafem funkce
na intervalu (-1,1).

ﬁ a osou xr

Vysledek. Vysledek je m. Viz skriptum doc. Hilschera — Ptiklad 126 na str. 94. U

Cést II (celkem 6 bodii)

Odpovidéte na 2 tlohy ze 3 (nebo méné, ne vsak vice) dle vlastni volby!

Uloha 6 (3 body). Pravé dvé z funkci (definovanych pro z > 0)

sin bz 1 - -1892 cos bx

f(z) =sin bz, g(x)= P h(z) = mts u(z) = sinh 5z, v(z) = 5+ sin Ba

maji primitivni funkeci, kterd je vyssi funkei (tj. neni vyjadfitelnd pomoci elementarnich
funkci). Uvedte tyto dvé funkce.

Vysledek. Vylucovaci metodou lze zjistit, ze hledanou dvojici funkci je g, h. 0

Uloha 7 (3 body). Vypocitejte [ cos?z dz.
0

1+4cos 2z

5. (Ve zkouskové pisemce rady nebudou!)

Rada: Pro viechna x € R je cos?z =

Visledek. Vysledek je 7. O

Uloha 8 (3 body). Uréete primérnou hodnotu funkce /z na intervalu [0, 100].



Vysledek. Vysledek je

Cast III (celkem 4 body)

Odpovidéte na 2 tlohy ze 3 (nebo méné, ne vsak vice) dle vlastni volby!

Uloha 9 (2 body). Za pomoci derivaci uvazovanych funkci (jiny zptisob nebude uz-
nan) dokazte, ze

s
arctg x + arccotg r = 5 r € R.

Pfitom lze (neni nutné) vyuzit moznost ,derivovani piredpokladané rovnosti*.
Vysledek. Viz napt. skriptum doc. Hilschera, str. 59-60. U

Uloha 10 (2 body). Opiste ty z vyroki (pficemz I = [a,b], a < b)
(a) ohranifend, monoténni funkce na I je na I integrovatelna,

(b) funkce spojitd na I nabyva své pramérné hodnoty na I v néjakém bodé I,
(¢) funkce F'(z) := [ f je spojitd na I pro libovolnou funkei f integrovatelnou na I,
(d) soucinem dvou integrovatelnych funkci na I je funkce integrovatelna na I,

(e) podilem dvou integrovatelnych funkci na I je funkce integrovatelnd na [/

jenz vZdy (pro vSechny zminéné funkce) plati.

Vysledek. S vyjimkou tvrzeni (e) plati vSechna tvrzeni. Viz skriptum doc. Hilschera —
po fadé Véta 30, (ii) na str. 72; Poznamka 27 na str. 77; Véta 35 na str. 78 a Poznamka 26,
(iii) na str. 74; Véta 32, (v) na str. 73; Véta 32, (vi) na str. 73. O

Uloha 11 (2 body). Napiste vétu O stfedni hodnoté integralniho poétu pro spojitou
funkci f na intervalu [a,b], kde a,b € R, a < b.



Vysledek. Viz skriptum doc. Hilschera — Véta 33, (ii) na str. 76.



Druhy zapoctovy test — 4. termin

Zadani si ponechavate. Listy, které odevzdate, citelné podepiste! Doporucuji Vam,
abyste pod své jméno uvedli ¢isla téch dvou tloh, které jste zvolili — nefesili je.
Vysledky 2. testu (tedy i tohoto terminu) se dozvite e-mailem az ve étvrtek 26. 4.

Cast T (celkem 20 bodi)

Pocitate vsech 5 prikladi!

Uloha 1 (4 body). Vypoctéte [ x\/fﬁm.

Vysledek. Ziejmé je (C' € R)

dx
—_— =2v/1+1 +C.
/x\/l—i—lnx ne

O
_ T In 2
Uloha 2 (4 body). Integraci per partes spoctéte [wsin vdr a [ ze”dx.
0 0
Vysledek. Je
by In 2
1
/:L‘Sinl‘dl':ﬂ', /xe'””dmz—ln E.
22
0 0
U

Uloha 3 (4 body). Vypoditejte obsah ohrani¢ené oblasti, jejiz hranici tvoii parabola
-z% + 4z — 3 a jeji teny v bodech [0;-3] a [3;0]. Nakreslete obrazek. Napovézme, Ze tecny
se protinaji v bodé [1,5; 3] a jejich rovnice jsou y = 4x — 3, y = -2(x — 3). (Ve zkouskové
pisemce nebude nic napovézeno.)

Vysledek. Vysledek je %. O



Uloha 4 (4 body). Stanovte objem télesa, jehoz plast vznikl otacenim kiivky y? =
2bx, x € [0, ¢] kolem osy x, pfitemz ¢,b € R, ¢ > b > 0.

Vysledek. Vysledek je wbc?. O

+oo
Uloha 5 (4 body). Vypocitejte [
1

dx
342

Vysledek. Vysledek je %ln 2. 0

Cast 11 (celkem 6 bodil)

Odpovidéte na 2 tlohy ze 3 (nebo méné, ne vsak vice) dle vlastni volby!

Uloha 6 (3 body). Dle jistého vzorce dopliite [ \/;lfﬁ =... prox € R.
Mozné napovéda: Uvazte derivace funkei inverznich k funkcim hyperbolickym.

Vysledek. Jak zaznélo na cviceni, je (C' € R)

dx
o :argsinhm+C’:ln<x+\/x2+1> + C.
Vaz+1

Meélo by byt doplnéno, ze postacovalo uvést jednu z rovnosti. U

2
Uloha 7 (3 body). Urcete [ |z —2]| dx.
0

Rada: Mizete si pomoci tim, Ze uvazite geometricky vyznam integralu.
Vysledek. Vysledek je 2. O

Uloha 8 (3 body). Ktery z integralt (vlastné, které z &isel)

™
sin'z dz, / sin’z dx

0

o\
(VB



je vétsi? Nebo si jsou rovny (rovna)? Nestaci pouze odpovédét, ale je tieba i odpovéd
nélezité zdtvodnit (tj. uvést ,proc je to tak — z ¢eho to vyplyva®).

Vysledek. Plati

™

us

3
/sinmx de < /Sin2x dz.
0

0

Cast III (celkem 4 body)

Odpovidéte na 2 tlohy ze 3 (nebo méné, ne vsak vice) dle vlastni volby!

Uloha 9 (2 body). Uvedte alesponi jednu funkci g, kterd je definovdna na celé redlné
pfimce, existuje k ni na R funkce primitivni, ale pfitom ¢ neni vSude (tj. na celém svém
definiénim oboru R) spojité.

Pokud tvrdite, ze takova funkce nemiize existovat, napiste pouze ,neexistuje“.

Vysledek. Existuje: viz skriptum doc. Hilschera, str. 59. U

Uloha 10 (2 body). Jak je definovdna priimérna hodnota integrovatelné funkce f na
intervalu [a, b]? (Redlna ¢isla a, b jsou libovolné; pouze pozadujeme, aby a < b.)

Vysledek. Viz skriptum doc. Hilschera — Definice 21 na str. 75. U

Uloha 11 (2 body). Necht je funkce f definovdna na intervalu (-0o, c0) a ohranicen4
na kazdém jeho ohraniceném podintervalu. (Bez jmy na obecnosti mtizete predpokladat,
ze je ohranifend na celém R). Kdy Fekneme, Ze integral [ f(z)dx konverguje, a kdy, ze

-0

diverguje?

Vysledek. Viz skriptum doc. Hilschera — Definice 22 na str. 91 a druhy odstavec Po-
znamky 30 na str. 92. O



