Cviceni Algebra II — jaro 2008 — DU — Komentéaie a feSeni

A

Piiklad A1l (autor: D. Sehnal)

Je \/5 _ (\/5+\/§)42F(\/§7\/§) a \/§ _ (\/§+\/§);(\/§7\/§)’ tedy R = Q(\/i+ \/g) _ Q(\/i \/g)
Necht ¢ : R — R je automorfismus R. Potom o(v/2)? = 2, 0(v/3)? = 3 a tedy vztahy o(v/2) = +v/2,
o(v/3) = +£+/3 uréuji viechny automorfismy R. Jsou dvé moznosti kam poslat v/2 nebo /3 a tedy Aut(R) ~

(Z, +) x (Z2, +).
Komenta¥: Pro vsechny 4 moZnosti by bylo vhodné ovérit, Ze predpis

a+bV2+ V3 +dV6 — a+ ebvV2 4+ nev'3 + endVe,

kde e,n € {1,—1} zaddvd homomorfismus. A také, Ze sklddani homomorfismi odpovidd ndsobeni v grupé

(ZQ, —|—) X (ZQ, —|—)

Piiklad A2 (autor: T. Golembiovsky)

Pro 22 + 23 + 23 dostavame:
X1 X9 I3 | S1 S92 S3
2 0 02 0 O
1 1 o0 1 O

z% + x% + x% = As% + Bsy = A(x1 + x2 + x3)2 + B(x129 + 2123 + 2273)

Hodnoty zvolime nasledovné:
1'1:1,£L'2:$3:0...1:A

Pro 23 + 23 + 23 dostavame:
Ty T2 T3 | 51 82 83
30 013 0 o0
2 1 01 1 O
11 10 0 1

23+ a3+ a3 = As? + Bsysy + Csy =
= A(z1 + x2 + 23)% + By + 20 + 23) (2122 + 2123 + T223) + Cr12023

Hodnoty zvolime nasledovné:
1'1:1,£L'2:$3:0...1:A
r1=a0=123=0...2=842B=-3=8
$1:x2:1,$3:—1...1:1+3—C:>3:C

Dostaneme soustavu:

S1 =

s2—2s89 = s3-3 3

7 2 = 5 $152 + 383
S3 = 2

7282 =6

82:—3

$1+1'2+£L'3:0



r1To + r1x3 + ToX3 = -3

T1X2T3 = 2

xro + Tr3 = —I1
2
L2223 = —
T

x1(x2 + 23) + xaw3 = —3

2
—xf+—=-3
1

—23 432, 4+2=0

Komenta¥: Polynom f(z) = x® — 022 — 3x — 2 lze z podminek s; = 0,s5 = —3,s3 = 2 sestavit rovnou na
zakladé Vietovych vztahi.
Jeden kofen je viditelné z1 = 2. Po vydéleni —x3 + 3z1 + 2/(z1 — 2) dostavame 2% + 221 + 1 = 0 a odtud

pak:
-2+£.0
r=—""—=-1
2
Dosazenim do soustavy ziskame
To+x3=1
—T2 — I3 + oz = -3
Tol3z = —2

1'2:].7$3
(171‘3)563:72
—22423+2=0
-1++9

—2

T3¢ = —1

Tr3 =

T3p = 2
Nyni pro jednotlivé pripady x3:
1. pro z3 = —1 jsou tedy zbylé dva kofeny x; = —1, 23 = 2 (nebo naopak)
2. aproxs=2jsoutor; =—1, xo = —1.

Komentaf: Soustavu neni nutné resit takto. x1, 2,3 jsou koreny f, tj. jeden je 2 zbyle —1.
Celkem mdme tedy 3 Tefent: (—1,-1,2),(-1,2,-1),(2,—-1,-1).

Piiklad A3 (autor: M.Chmelik)
O kubickém polynomu f(z) = 23 — ux® + 1 € C[z], kde u € C, vime, Ze mé 3 rfizné koteny x1, xa, r3. Sestavte
normovany kubicky polynom, jez méa kofeny:

r1+2x2 T2+ T3 T1+ X3

) 3

T3 Z1 X2




(x—21)(z — 22) (2 — 23) = 23 + (=21 — 29 — 3)2° + (T122 + T123 + Tox3)T + (—T12023)
Porovnanim ziskdame nésledujici rovnosti:

1'1+1'2+£L'3 =

I
o

T1X2 + T2x3 + 123

X123 — —1

Radi bychom polynom tvaru:

e (301 + x2 n To + X3 n T +JC3) 221 ((301 + x2)(x2 + x3) n (x2 + x3)(z1 + 23) n (21 + z2) (21 +$3)) .

€3 Z1 €2 13 T1T2 T2T3

(x1 4+ x2)(z1 + z3) (22 + x3)
T1T2T3

Vyjadiime si vyraz:
(x1 + z2)(z1 + 23) (22 + 3)
L1223

Vime, ze r1xox3 = —1, proto budeme upravovat vyraz:
(1 4+ @2) (21 + @3) (w2 + x3) = (21 + 22 + x3) (122 + 2103 + 223) — T1T223 =u-0— (—1) =1
Vyjadfime si vyraz:

(w1 + 22)(22 + 3) n (z2 + z3)(21 + 73) n (z1 + x2) (21 + 73) _
T1T3 T1T2 L2T3

1% + 2om1? + 23112 + 1221 + 3201 + 3waw3w1 + 123 + 3% + T2w3? + 20273 _

T1T2T3
—((z1 + z2 + 3) (122 + 123 + T223) + o3+ 3+ ~T33) =

—(ZE13 +.T23 +.T33)

7(1‘13 + ZL'23 + 5633) = 7(0’13 — 30’10’2 + 30’3) = 7(’&3 + 3(*1)) = 7’&3 + 3

Vyjadfime si vyraz:

. (SCl + X2 + Xro + T3 + xr1 + ZL'3> . (1‘1 + 22 + 563)(1'1:62 + Ir1x3 + ZL'QSCg) - 3:61:621'3 o

x3 Tl X2 T1X2X3

—3(-1)=3

Proto hledany polynom bude tvaru:
23+ 322+ (3—u)r +1

Piiklad A4 (autor: D. Sehnal)
(Reg(A), C) tvoii svaz, protoze regularni jazyky jsou uzavieny na (koneéné) sjednoceni a prinik. Tedy sup{X,Y} =
XUY ainf{X,Y} =X NY. Nejvétsi prvek je A* a nejmensi je prazdny jazyk.

(Reg(A), C) netvoii uplny svaz.

Necht A = {a}. Uvazujme tiidu X = {X;|i € N} reguldrnich jazyka, kde

Y. A* je-li i prvodislo;
P A —{a'} jinak.



Nyni L = [,y Xi = {aP|p je prvocislo} neni reguldrni jazyk. Dale inf X musi lezet pod L. Nechf Y; =
{aP|p je prvocislo mensi nez i-té prvocislo}. Kazdy Y; je reguldrni, protoZe je koneény. Posloupnost Y; C Yo C
Y3 C - - - tvoii posloupnost dolnich zavor X. Nutné tedy Y; C inf X, ovéem | J; Yi = L, coZ je spor s pfedchozim
pozorovanim inf X C L.

P¥iklad A5 (autor: M.Smérek)

Necht (A, C) je neprazdny svaz neobsahujici nekoneéné podietézce. Ukdzeme, Ze (A,C) mé nejvétsi a
nejmensi prvek. Necht X je libovolny maximdlni (vzhledem k inkluzi) podfetézec (A, C) a x je jeho nejvétsi
prvek. Pak x je maximélni prvek (A, C) (jinak spor s maximalitou X). Zaroven (Va € A)( a < z ), jinak pro
néjaké b € A, které toto porusuje bychom dostali (z V b) > 2 a X neni maximélni. Tedy = je nejvétsi prvek
(A4, C). Obdobné bychom dokézali, ze (A, C) m4 i nejmensi prvek.

Nyni pfedpoklddejme, Ze existuje M C A tak, Ze M nemd supremum v A (M je neprizdnd, nebot supremum
prazdné mnoziny je nejmensi prvek v A). Necht H je mnozina hornich zédvor M. Protoze (A, C) ma nejvétsi
prvek (ozna¢me jej 1), mame 1 € H. Déale musi existovat x; € H tak, ze 1 <1 a 21 # 1, jinak je 1 supremum
mnoziny M. Navic existuje y; € H tak, ze y; < x1 nebo z; a y; jsou nesrovnatelné. Pokud by takové y;
neexistovalo, tak by z1 bylo supremum M. Pak ale (Vm € M)( m < (z1 Ay1) ) a tedy (z1 Ay1) € H. Mame
tedy fetézec délky 3, ale obdobné muzeme pokracovat a ziskat tak nekonecény fetézec, coz by byl spor a takova
mnozina M nemiZe existovat. (A, C) je tedy tplny svaz.

Komenta¥: Pruni cas lze dokdzat i tak, Ze
1. existuje néjaky maximdlni prvek usporddané mnozZiny A,

2. kaZdy prvek je mensi neZ néejaky maximadlni a
8. nemohou existovat dva maximdlni prvky, protoZe ve svazu A existuje jejich supremum.

Druhd éast dikazu lze dokoncit elegantné tak, Ze konstatujeme, Ze H je podsvaz svazu A a podle pruni cdsti

md tedy nejmenst prvek. To je hledané supremum.

Priklad A6 (autor: L. Caha)
Priloha mimo tento soubor.

Piiklad A7 (autor: J. Kréal)

(No, [)

Supremem podmnoziny X C Ny je nejmensi spoleény nasobek (lem), nebo 0, pokud lem X neexistuje.

Prvek 1 je zfejmé kompaktni, je to nejmensi prvek. Ukazme, Ze lib. prvek « € N\ {1} neni kompaktni. Kazdé
¢islo je zfejmé soucin koneéné mnoha prvocisel, tedy existuje prvodcislo p, tak ze p  x. Pak sup{p" | n € N} =
0 > z. OvSem pro lib. konecnou podmnozinu Y je supY rovno nejvétsimu prvku podmnoziny a pro lib. n mame
x 1 p", tedy neplati supY > x.

Tedy (Np,|) neni algebraicky.

(No, )

Supremem je nejvétsi spolecny délitel (ged).

Prvek 0 je zfejmé kompaktni, ukazme, ze libovolné z € N je kompatni. Necht X C Ny, supX > z <
gedX | x.

Vezmeéme lib. a € X, pouze u kone¢né mnoha prvocisel ma rozklad a na prvocisla vyssi mocninu nez gedX .
Pro kazdé takové prvocislo p a mocninu m v gedX musi existovat y € X, tak ze rozklad y na prvocisla obsahuje
pravé p™. Tyto prvky pfiddme k prvku a, postupné ziskime Y = {a, y1, y2, s, -.., Yk }, tak ze gedY = gedX.

Vsechny prvky jsou kompaktni, tedy ziejmé (N, |)¢ je algebraicky.



Piiklad A8 (autor: O. Klima dle riznych feseni)
Pro n < 2 je svaz distributivni. Pro n < 3 je svaz modularni. Pro n > 3 obsahuje svaz podsvaz izomorfni M5 a
tedy neni distributivni. Pro n > 4 obsahuje svaz podsvaz izomorfni N5 a tedy neni modularni. Konkrétné: pro
A=1{1,2,3,...,n} je napf. podsvaz izomorfni M5 dan prvky A, p1 = {(2,3), (3,2)}UA, p2 = {(1,3), (3, 1) }UA,
ps=9(1,2),(2,1)}ul ap=1{1,2,3} x {1,2,3} U A.

Podobné, pro modularitu lze uvazovat A, 7 = {(1,2),(2, 1)} U A, = = {(1,2),(2,1),(3,4),(4,3)} U A,
73 =9(1,3),(3,1),(2,4),(4,2)} U A, 7 ={1,2,3,4} x {1,2,3,4} U A.

Piiklad A9 (autor: O. Klima podle A. Hericha)

Svaz podsvazi svazu S je distributivni, pravé kdyz S je fetézec.

Dukaz: Pokud je S fetézec, pak kazda podmnozina tvoti podsvaz. Tj. Svaz podsvazti svazu S je (P(S), N, U),
ktery je distributivni.

Pokud S neni fetézec, pak obsahuje dva nesrovnatelné prvky a,b. Potom nésledujici podmnziny tvoii pod-
svazy S: 0, {a}, {b}, {a,a Vv b}, {a Ab,a,b,aV b}. A ty tvoii podsvaz svazu vsech podsvaz svazu S, ktery je
izomorfni svazu Ns. (Pardon, neodolal jsem této formulaci.)

Piiklad A10 (autor: O. Klima podle A. Hericha)

Necht a je V-ireducibilni a necht a < z V y.
Pak a = a A (x V y) a z distributivity mame a = (a A ) V (a A y). Odtud (a je V-ireducibilni) mame a = a A x
nebo a=aAy. Cili a < z nebo a < y.
Naopak, necht a je V-primitivni a necht a = x V y.
Pakl.a>zaa>y.
2. a <z Vy atedy (a je V-primitivn{) médme a < z nebo a < y.
Dohromady a = x nebo a = y.
Vsimnéte si, ze distributivita se vyuzila pouze v jedné implikaci.

Piiklad A11 (autor: O. Klima podle mnohych)

Oznacme b = (aVa). Pak c=aAb=aA (aVa)=a podle absorbéniho zédkona.
Proto a V¢ = aV a. Na druhé strané a V¢ = a V (a A b) = a opét podle absorbéniho zédkona.
Tzn.aVa=aVc=a.

Stejnym zptisobem lze dokdzat aAa = a. Pfipadné to 1ze odvodit pomoci dokdzaného: aAa = aA(aVa) = a.

Piiklad A12 (autor: O. Klima podle mnohych)

V obou pfipadech vyjde osmiprvkovy svaz izomorfni Ps (krychle postavend na $picku).

Piiklad A13 (autor: O. Klima podle mnohych)

i) Neplati. Naptiklad (nekomplementérni) t¥iprvkovy fetézec je podsvazem komplementarniho svazu Nj.

ii) Plati. Necht ¢ : S — S’ je surjektivni homomorfismus z komplementarniho svazu S do svazu S’. Pokud 1
je nejvétsi prvek S, potom ¢(1) je nejvétsi prvek S’ (plyne z izotonie zobrazeni ¢). Stejné tak ¢(0) je nejmensi
prvek S’ a svaz S’ je tedy omezeny.

Nyni pro libovolny prvek a € S’ existuje prvek s € S tak, Ze ¢(s) = a. Pro ngj mame komplement s’ ve



svazu S. Ukazeme, Ze ¢(s’) je komplement a ve svazu S’. Sta¢i ovétit, Ze
p(s') Na=(s') N o(s) = p(s' As) = ¢(0).

Podobné p(s') Va = ¢(1).

iii) Pro libovolny svaz S uvazujeme S’ = SU{0,1,k} kde 0,1, k jsou nové prvky, tj. 0,1,k ¢ S. Rozsitime
definici operaci A a V na mnozinu S’ tak, Zze 0 bude nejmensi prvek, 1 bude nejvétsi prvek a k je prvek
nesrovnatelny se vSemi prvky z S. Presnéji, pro libovolné t € S’ resp. s € S definujeme:

tAO=0At=0, tAl=1At=t sAk=kAs=0,

tvo=0Vt=t, tvli=1vt=1 sVk=kVs=1L.

Komenta¥: Nejmensi a nejuétsi prvek musime pridat, protoze nikde nebylo Teceno, Ze S je omezeny.

Priklad A14 (autor: )

Pocty postupné 27,29,5,5.

Piiklad A15 (autor: O. Klima)

V libovolné unarni algebie (A, f) plati, Ze sjednoceni dvou podalgeber je podalgebra. Skute¢né, pokud
B,C C A jsou nosi¢e podalgeber, pak pro libovolné 2z € B U C, madme x € B nebo = € C, tj. f(x) € B nebo
f(z) € C, odkud f(z) € BUC.

Proto supremum ve svazu vSech podalgeber algebry (A, f) je sjednoceni. Vime, Ze infimum je prinik (plati
obecné pro libovolnou algebru). Tedy svaz S vSech podalgeber (A, f) je podsvaz svazu vSech podmnoZin mnoziny
A, ktery je distributivni, a tedy je i S je distributivni.

Piiklad A16 (autor: O. Klima)

UvaZujeme-li unarni algebru (A,id4), pak snadno nahlédneme, Ze kazda relace ekvivalence na mnoziné A
je kongruenci algebry (A, id,). Vime, Ze svaz vSech relaci ekvivalenci na ¢tyfprvkové mnoziné neni modulérni.
Staci tedy vzt A = {1,2,3,4} a algebru (4,id4).

Jiné feSeni (nékolik studentt): (A, f), kde A ={1,2,3,4}, f(1) =2,f(2) =1, f(3) =4, f(4) = 3.

Piiklad A17 (autor: O. Klima)

Pro libovolnou kongruenci p (riznou od A) ozna¢me n,d € N nejmensi ¢isla s vlastnosti np(n+d). (Pfesnéji,
n necht je nejmensi ¢islo, pro které existuje k € N takové, ze np(n + k), a pro toto n necht d je nejmensi takové
k.) Snadno se nahlédne, Ze tato dvojice jednoznaéné zadava kongruenci.

Plati, Ze kongruence p dana dvojici (n,d) je mensi nez kongruence o dané dvojici (n’,d") préavé tehdy, kdyz
n’ <nad |d. Proto je hledany svaz izomorfni svazu (N, <)¢ x (N, )4 U {L}.

Piiklad A18 (autor: O. Klima podle mnohych)
a) Ne. V souéinu dvou téles nemaji prvky tvaru (a,0) inverze. Lze také argumentovat konec¢nosti.

b) Ne. a(l)+ a(l) =2+4+2=4#3=0a(2) =a(l +1).
¢) Ano. Oveéfi se Ze p je relace ekvivalence. Poté se ovéti, ze plati apa’ A bpb) = abpa'l’.



Piiklad A19 (autor: O. Klima)

a) Ano, ano, ano. Jde o varietu danou identitou f(z) = g(z).

b) H: Ne. Obrazem mutze byt trividlni algebra, kterd neni v nasi tf¥ideé.

P: Ne. Zlobi soucin pfes prazdnou mnozinu, kdy vysledkem je trividlni algebra. Pro neprazné souciny uva-
zovanou t¥idu neopustime.

S: Ano.
¢) H: Ne. Pro (Z, succ) lze uvazovat kongruenci p, kterd méa v relaci vSechna kladnd ¢isla; presnéji

zpy <= (x=yV(x>0Ay>0)).

Potom pfislugnd faktoralgebra (cyklus délky 1 s nekoneénym ocdskem) nemd bijektivni operaci.
P: Ano.
S: Ne. N je podalgebra (Z, succ).

Piiklad A20 (autor: O. Klima)

a) H: Ano; S: Ano; Py Ano; P Ne.

b) H: Nellll (pfiklad je netrividlni-viz konec); S: Ano — kazdy minimdlni automat obsahuje pouze jeden
podautomat, tj. cely automat; P,P;: Ne — piiklad na cviceni.

c) H, S: Ne — viz. A19-c); P, Ps: Ano.

d) H: Ano; S: Ano; Py Ano; P Ne.

e) H: Ano (automat je generovan prazdnou mnozinou, tj. i homomorfni obraz méa tuto vlastnost); S: Ano(viz
b) ); Py, P Ne (viz b) ).

Priklad k b-H:

Q={a,b,c}, L =Q%(ab+ bc+ ca).

Miniméalni automat ma 7 stavi: {0,1,2,3,4,5,6}, kde 0 je inicidlni, a déle a(0) = )
a(5) =1, a(3) = a(6) = 4; b(0) =b(2) =b(3) =b(5) = b(6) =2, b(1) = b(4) = 5; c(0) = ¢(1) = ¢(3) = ¢(4) =
c(6) = 3, ¢(2) = ¢(b) = 6.

Nyni kongruence p je ddna/generovana vztahy 1p4, 2p5, 3p6. Tzn. faktoralgebra mé 4 prvky kde vSechny t¥i
unarni operace jsou konstantni. O tomto automatu lze ukézat, ze neni minimélni. At zvolime mnozinu findlnich
stavi jakoukoli, vzdy pijde faktorizovat. (Napf. stav, ktery je tfidou obsahujici 1, lze ztotoznit se stavem, ktery
je tf¥idou obsahujici 2, pokud jsou oba tyto stavy finalni nebo naopak oba nefinilni.)

Piiklad A21 (autor: O. Klima, T.Golembiovsky)

Komenta¥: Pri prdci s undrnimi operacemi je mozné uvaZovat dvé rizné interpretace. Bud vse chdpeme
Klasicky, tj. nap¥ a®b?(x) znamend a(a(a(b(b(z))))), nebo uvaujeme pohled pres automaty, tj. Ze na prvek T
postupné aplikuje ,pismenka®, tj. nap? a®b?(x) znamend, Ze z x jdeme postupné podle a, a, a, b a na konec b.
Je nutné si predem jednu interpretaci zvolit a té se poté driet po cely priklad- autor predklidaného Teseni zvolil
druhou interpretaci.

Rozebereme fFg!(x) = g™ f"(z) ve dvou ptipadech, kdy za = dosazujeme prvek z mnoziny {1,2,3,4} nebo
{5,6}.

e Pro s € {1,2,3,4} plati a*b!(s) = b™a™(s) pravé kdyz k — | = n — m0(mod4).

e Pro z € {5,6} musi platit k =0< n =0.

Je-li kK =n =0 dostdvame podminku [ =0 < m = 0.
Je-li k,n > 0 dostavdme podminku |k — ! —n| =0 (mod 4).
Vsechny identity rozdélime na nékolik typt. Je vidét, Ze algebra nespliiuje zadnou identitu s termy v rtiznych

proménnych (viz. cviceni). Podobé nespliiuje Zddnou identitu s termy v jedné proménné, kde f je jen v jednom
termu (staci dosatit prvek 5). Tj. zbyva diskutovat



1. g™ fu(z) = g" fv(x), kde u,v € {f, g}*
2. g"(x) = g"(x)
1. Plati pokud jsou spliieny dvé podminky
#(u) + 1 —m — g () = #5(0) + 1 = n — #,(v) (mod 4)

(pfipad dosazeni prvku z mnoziny {1,2,3,4})

#5(u) = #q(u) = #;(v) — #4(v) (mod 4)

(pfipad {5,6})
Tyto dvé podminky lze tedy ekvivalentné prepsat:

#Hr(u) — #4(u) = #5(v) — #4(v) (mod 4), m =n (mod 4).

2.
Plati pokud m —n =0 (mod 4) am=0<n=0

Piiklad A22 (autor: O. Klima)

Pokud m | n potom algebra Z,, je faktoralgebra Z,, (zde zobrazeni [x],, > [z],, je surjektivni homomorfis-
mus). V tomto piipadé tedy kazda identita, ktera plati v Z,, plati i v Z,,, a hledana identita tedy neexistuje.

Pokud m )Jn pak hledanou identitou je napf. f™(z) = x. Ta jisté plati v Z,,, ale neplati v Z,,, (za « dosadime
napf. [0],, a rovnost f™([0}) = [0]m by znamenala [n],, = [0]m, tj. m | n.)

Piiklad A23 (autor: O. Klima)
i) Intuitivné kontrolujeme prvni pismenko a mnozinu vSech pismen, které se ve slové objevi. Definujeme h
zobrazeni (,,prvni pismenko“) z mnoziny vSech termi do mnoZiny proménnych X takto: h(z) = z pro z € X,
h(ty - t2) = h(t1) pro termy ti,ts.

Podobné ¢ je zobrazeni (,,obsah®*) z mnoZiny v8ech termii do mnoziny proménnych P(X) definované takto:
c(x) ={a} proxz € X, c(t1 - t2) = c(t1) U c(t2) pro termy t1,to.

Identita t = s je splnéna v uvazované varieté, pravé kdyz h(t) = h(s) a c(t) = ¢(s).

DK: '+’ pouziji se identity.

" —' pokud h(t) # h(s), pak sta¢i vzit pologrupu levych nul (ktera je v nasi varieté), ve které nebude identita
t = s platit. Pokud ¢(t) # ¢(s) pak vhodnou pologrupou je polosvaz (P(X),U).

Poznamenejme, Ze lze také rovnou brat volnou pologrupu v této varieté — viz. doc. Polédk-1.termin, tloha
B, 2003.

ii) nemam kapacitu: intuitivné kontrolujeme posloupnost prvnich vyskyt vSech pismen ve slové.



Piiklad B1 (autor: D. Sehnal)

Minimélni polynom (s koeficienty v Q) majici a = 2!/* jako koten je f(z) = 2* — 2. Podobné pro i mame
g(z) = 22 + 1. Je tedy R = Q(a,i) = Q/{(z* — 2)(2? + 1)). Kofeny f(z) jsou a, —a, ai, —ai a pro g(z) jsou
kofeny i, —i. To znamen4, %e o mizeme poslat na néjaky prvek z {a, —«, i, —«i} a i na {3, —i}.

Necht ¢ : R — R,a — ai,i — i a1 : R — Ra — «,i — —i jsou automorfismy R. Pak ¢ a ¢
generuji grupu Aut(R), kterd neni nic jiného nez grupa symetrii étverce tvofeného vrcholy o soutfadnicich
kofentt polynomu f(x) v komplexni roviné, kde rotaci o 90 stupiii odpovidd ¢ a ¢ osové symetrii podle osy
x. Je tedy Aut(R) ~ Dy, kde D,, je dihedralni grupa (grupa symetrii pravidelného n-tthelniku). Prvky Aut(R)

jsou {1, ¢, 0% @3 ¥, 1, @*¥, p*}.

Piiklad B2 (autor: O. Klima)

Pokud neni R obor integrity, snadno se takovy priklad nalezne. Napf. 2z nad Zs.

Pokud R je obor integrity, pak takovy polynom neexistuje. Pfedpokladejme naopak, ze f ma takovou vlast-
nost, tj. f(z,y,21,...,28) # f(y, 7, 21,...,2k), pro n&jaké z,y, pricemz f> je symetricky polynom. Uvazujme
g(x,y) = f(z,y,...) jako polynom nad R|z1, 22,...,2;]. Pak g(x,y) méa také nasi vlastnost jako f. Budeme
pracovat s timto polynomem ve dvou proménnych. Navic misto oboru integrity pfesuneme nase tivahy do pfi-
M;:élrrlzé,me()43’:1.

9(y,x)

Lze dokézat, ze pokud a3 = 1 pak a € R. (Neni to tiplné jednoduché.)

Nyni z g(z,y) = ag(y,x) plyne vyménou z a y, ze g(y,z) = ag(z,y) (zde pouzijeme, Ze « je konstanta).
Ted jiz snadno: g(z,y) = ag(y,z) = o?g(x,y) = o3g(y,z) = g(y, z). Spor.

Komenta¥: Zajimavé je, Ze pro druhou mocninu to funguje. Tj. existuje polynom f nad oborem integrity
ktery neni symetricky ale f% symetricky je.

slusného podilového télesa. Pro polynom a =

Piiklad B3 (autor: J. Konecny)

S — mnoZina viech vektorovych podprostort vektorového prostoru Q3
a ={((1,0,0)), b =((0,1,0)), ¢ = {(0,0,1)), d = {(1,1,1))

Podsvaz svazu (S, A, V) generovany mnozinou {a, b, ¢} mé osm prvki (M = {{0},a,b, ¢, (a,b), (a,c), (b, c),Q3})
a je izomorfni se svazem (P(a,b,c), C).

Komenta¥: Zde se zdpisem (a,b) mysli podprostor generovany aUb. Bylo by piesnéjsi asi psdt sup{a, b} nebo
a Vb nebo tieba (a U b) misto {(a,b).

(N, A, V) je podsvaz svazu (S, A,V) generovany mnozinou {a,b,c,d}. Ziejmé M C N. Pomoci priisekii a
spojeni lze nagenerovat dalsi prvky ndlezici do N:

e {(a,dy=aVd=1{(1,0,0),(0,1,1))

(b,d) =bVvd=((1,0,1),(0,1,0))
le.d) = v d={(1,1,0),(0,0,1))

e e={(a,d) A (b,c)=1(0,1,1))
f= <b7 d> A <aac> = <(1507 1))
9= (Ca d> A <a’b> = <(17 1a0)>

e (e, f)=eV [f=((1,01),(0,1,1))
<e,g> = 6\/g = <(1705 71)5 (07 15 1)>
<fag> = f\/g = <(1507 1)5 (07 15 71)>



Aplikaci prusekt a spojeni lze generovat do nekonecna dalsi podprostory. Pro popis podsvazu bude tieba
presné popsat operace spojeni jednorozmeérnych a pruseku dvourozmérnych podprostorti. Spojeni dvou jedno-
rozmérnych podprostoril 1ze snadno popsat U V V = (U UV). Pro popis prusekii budou déle dvourozmérné
prostory zapisovany v normovaném tvaru {(1,0,x), (0,1,y)) kde z,y € Q. Kromé (a, ¢) a (b, ¢) 1ze takto popsat
viechny dvourozmérné podprostory z Q3.

Komenta¥: Kromé vsech obsahujicich c.

Necht p = ((1,0,2),(0,1,y)) a ¢ = {(1,0,u),(0,1,v)). Rovinu p lze parametricky vyjadfit (x1,x2,x3) =
s(1,0,2) + t(0,1,y). Rovina ¢ ma normalovy vektor n = (u,v, —1) a je popsana rovnici uzy + vrs — x3 = 0. Po
dosazeni p do ¢ dostaneme s(u — x) =t(y —v), t = s(“ -

Komenta¥#: Presnéji pro y # v. Pro u = x ale nemd smysl prusek pocitat.

s(1,0,2) +¢(0,1,y) = s(1,0,2) + s(5=5)(0,1,y) = s(1, ;=5, = + (u z) Y) € p A q, proto

’y'u’

p/\q<(1, ux,x+(ux)y)>.

y—v y—v

Zptsob, jakym je pocitan prisek, dava velké moznosti dalsiho generovani podprostort.

Lze dokazat, ze ((1,0,z),(0,1,y)) € N pro =,y € Z: Pro x,y € {—1,0,1} plati (spojeni podprostort
a,b,e, f,i,j). Pfedpokladejme, ze tvrteni plati pro =,y € {—n,...,n}, dokdzeme Z7e plati i pro z,y € {—n —
1,....,n+1}.

={(1,0,n —1),(0,1,—-1)) A {(1,0,n),(0,1,0)) = ((1,—1,n)).
(vve)A(eV f)={(1,0,n+1)), (vVi)A(cVe)={(0,1,—n—1)). Pfi volbé v = ((1,0,—n +1),(0,1,-1)) A
((1,0,—n),(0,1,0)) = ((1,1, —n)) dostaneme stejnym zptisobem i ((1,0,—n — 1)) a ((0,1,n + 1)).

Déle ze vygenerovat libovonly prostor ((1,0, %)), r,s € Z, s # 0. Pak v = ((1,0,0), (0,1,0))A((1,0 ) (0,1,s)) =
((1,-%,0)) adale (vVe)A(aVe)=((1,0,%)). Vrazem ({(1,0,Z)) V h) A (b V c) dostaneme {(0,1,%)).

Z vyse uvedeného plyne, Ze dokazeme nagenerovat libovolny dvourozmérny podprostor v Q Prusekern
dostaneme libovolny jednorozmérny. Proto (N, A, V) = (S, A, V).

P¥iklad B4 (autor: M. Smérek)

Jedna se o svaz. Existence spojité funkce, ktera je supremem definovanym

(Vf,9 € C)sup{f, g} = h, kde h(zx) = maz{f(x), g(x)}

plyne ze spojitosti f a g. Obdobné pro infimum.
Nejednd se o uplny svaz, nebot

1 1 1
sup{fitien, kde f; = ;arctan( ilr—=))+ =

2 2
neexistuje. Na obrazku je zelené vyznaceno supremum v nespojitych funkcich. Pro libovolnou funkci f € C
takovou, ze (Vi € N)( f > f; ) existuje f’ rtizné od f tak, ze (Vi e N)( f > f' > f; ). Takové f’ zacne ,stoupat
k jednic¢ce* pozdéji jak f.
Komenta¥: Pro uvaZované f mdme f(z) =1 prox > 1. Potom f'(z) =1 proz > 1 a proxz < 1 lze definovat
f'(x) napriklad takto: f(x) = LI @)

v

Moznd trochu prehlednéjsi je uvazovat ylinedrni® funkce tvaru f(x) = i(x — %) + %, ,orizle“ do intervalu
(0,1).

Piiklad B5 (autor: R. Benkovsky)
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Obrézek 1: Obréazek k piikladu B-4

Necht (G, +) je libovolnd grupa, potom svaz podgrup grupy (G, +) je algebraicky svaz.
Tvrzeni : Kompaktni prvky svazu podgrup (Sub(G), C) jsou pravé koneéné generované podgrupy (tedy pod-
grupy, které maji koneénou mnozinu generatort).
Dikaz: (Jen jedné implikace, kterou pro nas piiklad potfebujeme.)

Pokud je S koneéné generovana podgrupa, potom pro libovolnou mnozinu podgrup X plati : pokud sup X >
S, potom tedy sup X 2 S, tedy sup X obsahuje vSechny prvky podgrupy S, tedy obsahuje i (kone¢né mnoho)
generatord podgrupy S =< R >.

Z mnoziny podgrup X nam tedy staci vybrat podgrupy X;, které obsahuji prvky mnoziny R. Dostavime
tedy (zfejmé kone¢nou, protoZe mnozina R je kone¢nd) mnozinu indext I tak, Ze

<U Xi> =sup{X; € X|iel}>S
el
Tvrzeni : Kazdy prvek (Sub(G), C) je supremem kompaktnich prvki.
Dikaz : Necht H € Sub(G), rozlisime 2 p¥ipady :
e H je konecné generovand = H je kompaktni prvek = H je tedy zfejmé supremem kompaktnich prvka

e H je nekonecné generovand : Necht tedy Vi € H (prvky grupy H) jsou H; =< i > (podgrupy H generované
prvkem ¢). Potom zfejmé H; pro libovolné i € H je podgrupa H a je koneéné generovana. Déle tedy
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H=supX,kde X ={H; | i€ H}atedy H je supremem kompaktnich prvki (H; jsou kone¢né generované,
tedy jsou kompaktni).

Piiklad B6 (autor: T. Golembiovsky)

e Soucin dvou algebraickych svazi je algebraicky.
Necht (A4, <) a (B, C) jsou algebraické svazy a mé&me soudin (A x B, =<).
Ve svazu (A x B, =) je prvek ¢ € A x B, ¢ = (a,b), kompaktni pokud jsou kompaktni a v (A4,<) a b v
(B,E).
Je-li supC > ¢ a ¢ = (a,b) pak vezméme

X ={ze€A|(Fbe B)((z,b) €C)} aY ={y € Bl(Fa € 4)((a,y) € C})

a pak kone¢né podmnoziny Xy C X a Yy C Y tak, Ze sup Xy > a asupY; > b.

(Komenta¥: Zde castd chyba: pak sup Xy xY; > ¢ a Xy x Yy je koneéné. To nelze pouZit, protoze Xy x Yy
nemusi byt podmnoZina C'.)

Nyni pro libovolné z € X existuje b € B tak, ze (z,b) € C; vyberme néjaké takové b a vlozme dvojici
(z,b) do mnoziny X}. Podobné zkonstruujeme mnozinu Y;. Konetné sup(X} UY}) > ¢, kde X;UY; C C.
Potom pro kazdy prvek ¢ € A x B, ¢ = (a,b) vezméme mnoziny kompaktnich prvkd X, C Aa Y, C B
takovych, ze sup X, = a a supY; = b, pak sup X, x Y, = ¢ a kazdy prvek je tedy supremem kompaktnich
prvki.

e Podsvaz algebraického svazu neni algebraicky.
(P(N), Q) je algebraicky svaz, ale podsvaz (Px (N) U {0}, C) neni algebraicky.

Piiklad B7 (autor: V. Baisa)
Priloha mimo tento soubor.

Piiklad B8,B9,B10,B11 (autor: Nemam kapacitu)
Néavody: zkuste B9 idnukci.
B10ii) funguje obecné, sta¢i ukazat, ze

Pap = ﬂ{ p | p kongruence, (a,b) € p }

je kompaktni prvek.

Piiklad B12 (autor: O. Klima, P. Troubil)

Ulohu vyfesime rovnou obecné. Dokazeme, 7e pro kazdou podalgebru A Boolovy algebry (P,,U,N,0,1,")
plati, ze ty prvky P,, které v A pokryvaji 0, tvofi rozklad na mnoziné X,, = {1,...,n}. Mnozinu téchto prvkid
oznacme Ag. Musime ukézat, Ze prvky v A jsou neprazdné (zfejmé), disjunktni (¢ast 1) jejichz sjednoceni je
rovino X,, (¢ast 2).

1) Necht existuje takové i € X,, a a # b € Ay, tak Ze i € aNb. ProtoZe a, b jsou rizné prvky pokryvajici
v A prvek 0, musi v A platit a Ab=0. To je spor si € anNnb=aAb.

2) Ptedpokladejme, ze |JAg = C # X,,. Je ziejmé, ze (v kazdém koneéném svazu) lze ke kazdému prvku
x # 0 najit (dikaz indukci) prvek y < z, ktery pokryvd 0. V nasem piipadé aplikujme tento poznatek na
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prvek (\/ Ag)’ = C’ svazu A. Podle pfedpokladu C’ # 0, tzn. existuje a € Ag, a C C’. To je spor ponévadz
Cl = ﬂbGAo b/ g a/.

Vycet vSech prvkiu, které pokryvaji v podalgebfe A prvek 0, jednozna¢né urcuje vSechny prvky nosice
této podlagebry. Podalgeber Boolovy algebry P, existuje tedy pravé tolik, kolik existuje rozkladti mnoziny
X, ={1,...,n}. Tento pocet udava n-té Bellovo ¢islo B(n). To miZze byt vypoéteno napf. pomoci rekurzivniho

vzorce "
Bin+1)=> <Z>B(k)
k=0
nebo formuli
1 km
Bn)=-Y —.
(n) =2 1;0 !

Konkrétné potom B(5) = 52.

Pfiklad B13 (autor: Neméam kapacitu)

Piiklad B14 (autor: O. Klima)

H: ne - netrivialni pfiklad je uveden v B13.
S: ne, napt N podsvaz (N, |).
P: ano, 1ze dokazat, pocitame po slozkach.

Pfiklad B15 (autor: Neméam kapacitu)
Je to jednoduché.

Priklad B16 (autor: Nemdm kapacitu)
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