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Piiklad A1l (autor: D. Sehnal)

Je 2 = (2EVHNAVE) (/3 (VREVSIZ(VAZVE) teqy R = Q(v2 + v/3) = Q(V2,V3).

Necht ¢ : R — R je automorfismus R. Potom o(v/2)? = 2, 0(v/3)? = 3 a tedy vztahy o(v/2) = +v/2,
o(v/3) = +£+/3 uréuji viechny automorfismy R. Jsou dvé moznosti kam poslat /2 nebo /3 a tedy Aut(R) ~

(227 +) X (Z27 +)
Komenta¥: Pro vsechny 4 moznosti by bylo vhodné ovérit, Ze predpis

a+bvV2+ V3 +dV6 — a+ ebvV2 4+ nev'3 + endVe,

kde e,n € {1,—1} zaddvd homomorfismus. A také, Ze skldddni homomorfismi odpovidd ndsobeni v grupé
(ZQa +) X (ZQ; +)

Piiklad A2 (autor: T. Golembiovsky)

Pro 23 + 23 + 23 dostavéme:
1wy w3 | s1 sy s3
2 0 012 0 O
11 0|0 1 O

xf + x% + xg = Asf + Bsy = A(z1 + 22 + 953)2 + B(z122 + 2173 + T273)

Hodnoty zvolime nasledovné:
xlzl,x2:x3:0...1:A
r1=a90=x3=1...3=94+3B=-2=0B

Pro 2% + 23 + 23 dostavame:
I T2 I3 | S1 S9 S3
3 0 0|3 0 0
2 1 0 1 1 0
1 1 1 0 0 1

o3+ a3 4 23 = As? + Bsysy + Csg =
= A(xy + x2 +23)> + B(xy + 20 + 23) (2122 + 2123 + T223) + Cr12023

Hodnoty zvolime nasledovné:
xlzl,x2:x3:0...1:A
331:$2:1,$3=0...2=8—|—2B:>—3:B
ﬂilzxgzl,l‘g:—l...1:1—|—3—C:>3:O

Dostaneme soustavu:

S1 =
s2 — 289 = 83— 35152 + 353
S3 = 2

—282 =6

822—3

1 +xo+23=0



T1To + 123 + Toxz = —3

L1X2x3 = 2

To + T3 = —I1
2

T2l3 = —
T1

x1(x2 + x3) + X223 = —3

2
B R A
1

—23 4+ 32, +2=0
Komentaf: Polynom f(x) = 23 — 022 — 3z — 2 Ize 2z podminek s; = 0,55 = —3,53 = 2 sestavit rovnou na

zdakladée Vietovych vztahi.
Jeden kofen je viditelné z; = 2. Po vydéleni —z3 + 3x1 + 2/(x1 — 2) dostavame 22 + 221 + 1 = 0 a odtud

pak:
-2+£0
xr1 = T = -1
Dosazenim do soustavy ziskdme
To +x3=1
—T9 — X3 +Tox3 = —3
Loz = —2

xgzl—x3
(1—x3)x3:—2
—23+23+2=0
_—1+4V9

-2

T3q = -1

€T3

T3 = 2
Nyni pro jednotlivé ptipady zs:
1. pro 3 = —1 jsou tedy zbylé dva kofeny x; = —1, xo = 2 (nebo naopak)
2. aproxs=2jsoutoxr; =—1, 20 =—1.

Komenta¥#: Soustavu neni nutné vesit takto. x1,xe,x3 jsou koteny f, tj. jeden je 2 zbylé —1.
Celkem mdme tedy 3 Teseni: (—1,-1,2),(-1,2,-1),(2,—1,-1).

Piiklad A3 (autor: M.Chmelik)
O kubickém polynomu f(z) = 2* — uz® + 1 € C[z], kde u € C, vime, ze ma 3 réizné kofeny z1, 72, z3. Sestavte
normovany kubicky polynom, jez mé kofeny:
1+ 2y T2+ X3 X1+ X3

) )

T3 X1 X9




(x —x1)(x — 22) (2 — 23) = 2> + (=21 — 2o — x3)2?2 + (2122 + 2103 + Tox3)T + (—21T223)

Porovnanim ziskdme nésledujici rovnosti:

r1+T2+T3 = U
T1x9 + xoxs + 123 = 0
123 — -1

Radi bychom polynom tvaru:

T1T3 T122 T2T3

B <a:19—c|—a:2 N 332;—3:3 N $1:x3> 2 <(a:1 + x2) (22 + x3) N (z2 + x3) (71 + x3) N (z1 + x2) (21 —|—a:3)> .
3 1 2

(x1 + z2)(z1 + 23) (22 + 3)
123

Vyjadiime si vyraz:
(x1 + z2)(z1 + 23) (22 + 23)
L1223

Vime, ze z1x9273 = —1, proto budeme upravovat vyraz:
(1 + 22) (21 + 23) (22 + 23) = (21 + T2 + 23) (X122 + 125 + Tow3) — T12223 =u-0—(—1) =1
Vyjadrime si vyraz:

(z1 4 z2) (22 + 23) n (z2 + x3) (21 + 23) n (1 +x2) (21 +73)

T1T3 T122 T2T3

x13 + a:leQ + $3x12 + x223:1 + x32x1 + 3xox3T1 + 3:23 + x33 + x2x32 + x22x3
12223

—((xl + 22 + x3)(x1x2 +xi123 + x2x3) + x13 + x23 + {E33) =

—(3313 + $23 + x33)

—(SE13 + a3+ CC33) = —(0'13 — 30102 + 303) = —(u3 +3(-1)) = —u®+3

Vyjadrime si vyraz:

T3 X1 X9

(7 + X9 n x9 + X3 n X1 +23\ (!E1 + x5 + CC3)(:E1$C2 + 123 + $2x3) — 3x1x203 _
T1X2T3

~3(-1)=3

Proto hledany polynom bude tvaru:
22 +322 + (3 —ud)z + 1

Piiklad A4 (autor: D. Sehnal)
(Reg(A), Q) tvoii svaz, protoze regularni jazyky jsou uzavieny na (koneéné) sjednoceni a prinik. Tedy sup{X,Y} =
X UY ainf{X,Y} =X NY. Nejvétsi prvek je A* a nejmensi je prazdny jazyk.

(Reg(A), C) netvofi uplny svaz.

Necht A = {a}. Uvazujme t¥idu X = {X;|i € N} regularnich jazyki, kde

Y, A* je-li i prvodislo;
P A —{a'} jinak.



Nyni L = ),y Xi = {aP|p je prvocislo} neni regularni jazyk. Dale inf X musi lezet pod L. Nechf Y; =
{a?|p je prvocislo mensi nez i-té prvodislo}. Kazdy Y; je reguldrni, protoze je koneény. Posloupnost Y3 C Y2 C
Y3 C -+ tvofi posloupnost dolnich zdvor X . Nutné tedy Y; C inf X, ovSem | J, . Y: = L, coZ je spor s piedchozim
pozorovanim inf X C L.

ieN

Ptiklad A5 (autor: M.Smérek)

Necht (A,C) je neprazdny svaz neobsahujici nekoneéné podfetézce. Ukdzeme, ze (A4,C) mé nejvétsi a
nejmensi prvek. Necht X je libovolny maximdlni (vzhledem k inkluzi) podietézec (A, C) a z je jeho nejvétsi
prvek. Pak x je maximélni prvek (A, C) (jinak spor s maximalitou X). Zaroveii (Va € A)( a < z ), jinak pro
néjaké b € A, které toto porusuje bychom dostali (z V b) > x a X neni maximélni. Tedy = je nejvétsi prvek
(A, C). Obdobné bychom dokazali, Zze (A, C) m4 i nejmensi prvek.

Nyni pfedpoklddejme, Ze existuje M C A tak, ze M nemd supremum v A (M je neprizdna, nebot supremum
prazdné mnoziny je nejmensi prvek v A). Necht H je mnoZina hornich zdvor M. Protoze (A, C) m4 nejvétsi
prvek (oznacme jej 1), mame 1 € H. Dale musi existovat x1 € H tak, Zze x1 <1 a x1 # 1, jinak je 1 supremum
mnoziny M. Navic existuje y1 € H tak, ze y1 < x1 nebo z1 a y; jsou nesrovnatelné. Pokud by takové y;
neexistovalo, tak by x; bylo supremum M. Pak ale (VYm € M)( m < (z1 Ay1) ) a tedy (x1 Ay1) € H. Mame
tedy fetézec délky 3, ale obdobné mutizeme pokracovat a ziskat tak nekonecny fetézec, coz by byl spor a takova
mnozina M nemuZe existovat. (A4, C) je tedy Gplny svaz.

Komenta¥: Prunt cas lze dokdzat i tak, Ze
1. existuje néjaky mazximalni prvek usporddané mnoZiny A,

2. kazdy prvek je mensi nez néjaky mazximdlni a
3. nemohou existovat dva maximdlni prvky, protoZe ve svazu A existuje jejich supremum.

Druhd éast dikazu lze dokoncit elegantné tak, Ze konstatujeme, Ze H je podsvaz svazu A a podle pruni ¢asti

md tedy nejmenst prvek. To je hledané supremum.

Piiklad A6 (autor: L. Caha)
Pfiloha mimo tento soubor.

Piiklad A7 (autor: J. Kréal)

(No, |)

Supremem podmnoziny X C Ny je nejmensi spoleény nasobek (lem), nebo 0, pokud lem X neexistuje.

Prvek 1 je zfejmé kompaktni, je to nejmensi prvek. Ukazme, Ze lib. prvek x € N\ {1} neni kompaktni. Kazdé
Cislo je zfejmé soucin koneéné mnoha prvocisel, tedy existuje prvocislo p, tak ze p  x. Pak sup{p" | n € N} =
0 > x. OvSem pro lib. kone¢nou podmnozinu Y je supY rovno nejvétsimu prvku podmnoziny a pro lib. n mame
x 1 p", tedy neplati supY > .

Tedy (No, |) neni algebraicky.

(N0> |)d

Supremem je nejvétsi spoleény délitel (ged).

Prvek 0 je zfejmé kompaktni, ukazme, Ze libovolné z € N je kompatni. Necht X C Ny, supX > z <—
gedX | x.

Vezméme lib. a € X, pouze u kone¢né mnoha prvocisel ma rozklad a na prvocisla vyssi mocninu nez gedX .
Pro kazdé takové prvocislo p a mocninu m v gedX musi existovat y € X, tak ze rozklad y na prvocisla obsahuje
pravé p™. Tyto prvky pfidame k prvku a, postupné ziskdme Y = {a,y1,y2, y3, ..., Ur }, tak ze gedY = gedX.

Vsechny prvky jsou kompaktni, tedy ziejmé (No, )¢ je algebraicky.



Piiklad A8 (autor: O. Klima dle riznych feseni)
Pro n <2 je svaz distributivni. Pro n < 3 je svaz modularni. Pro n > 3 obsahuje svaz podsvaz izomorfni M;5 a
tedy neni distributivni. Pro n > 4 obsahuje svaz podsvaz izomorfni N5 a tedy neni modularni. Konkrétné: pro
A=1{1,2,3,...,n} je napf. podsvaz izomorfni M5 dan prvky A, p1 = {(2,3), (3,2)}UA, p2 = {(1,3), (3, 1) }UA,
ps=1{(1,2),(2,H)}Uul ap=1{1,2,3} x{1,2,3} U A.

Podobné, pro modularitu lze uvazovat A, i = {(1,2),(2,1)} U A, o = {(1,2),(2,1),(3,4),(4,3)} U A,
5 =1{(1,3),(3,1),(2,4),(4,2)} UA, 7 ={1,2,3,4} x {1,2,3,4} U A.

Piiklad A9 (autor: O. Klima podle A. Hericha)

Svaz podsvazi svazu S je distributivni, pravé kdyz S je Fetézec.

Dukaz: Pokud je S fetézec, pak kazdd podmnozina tvori podsvaz. Tj. Svaz podsvazti svazu S je (P(S), N, V),
ktery je distributivni.

Pokud S neni fetézec, pak obsahuje dva nesrovnatelné prvky a,b. Potom nasledujici podmnziny tvoii pod-
svazy S: 0, {a}, {b}, {a,aV b}, {a Ab,a,b,aV b}. A ty tvoii podsvaz svazu vSech podsvazi svazu S, ktery je
izomorfni svazu Nj. (Pardon, neodolal jsem této formulaci.)

Piiklad A10 (autor: O. Klima podle A. Hericha)

Necht a je V-ireducibilni a necht a < 2V y.
Pak a = a A (x Vy) a z distributivity médme a = (a A z) V (a A y). Odtud (a je V-ireducibilni) médme a = a Az
nebo a = a Ay. Cili a < 2 nebo a < y.
Naopak, necht a je V-primitivni a necht a =z V y.
Pakl.a>xzaa>y.
2. a <z Vyatedy (a je V-primitivni) médme a < z nebo a < y.
Dohromady a = x nebo a = y.
Vsimnéte si, ze distributivita se vyuzila pouze v jedné implikaci.

Piiklad A11 (autor: O. Klima podle mnohych)

Oznatme b = (a Va). Pak c=aAb=a A (aV a) = a podle absorbéniho zédkona.
Proto a V¢ = aV a. Na druhé strané a Ve = a V (a A b) = a opét podle absorbéniho zdkona.
Tzn.aVa=aVc=a.

Stejnym zptsobem lze dokdzat a Aa = a. P¥ipadné to 1ze odvodit pomoci dokdzaného: aAa = aA(aVa) = a.

Piiklad A12 (autor: O. Klima podle mnohych)

V obou pfipadech vyjde osmiprvkovy svaz izomorfni P (krychle postavend na $picku).

Piiklad A13 (autor: O. Klima podle mnohych)

i) Neplati. Napiiklad (nekomplementarni) t¥iprvkovy fetézec je podsvazem komplementarniho svazu Ns.

ii) Plati. Necht ¢ : S — S’ je surjektivni homomorfismus z komplementarniho svazu S do svazu S’. Pokud 1
je nejvétsi prvek S, potom (1) je nejvétsi prvek S’ (plyne z izotonie zobrazeni ¢). Stejné tak »(0) je nejmensi
prvek S’ a svaz S’ je tedy omezeny.

Nyni pro libovolny prvek a € S’ existuje prvek s € S tak, Zze ¢(s) = a. Pro néj madme komplement s’ ve



svazu S. Ukdzeme, Ze ¢(s’) je komplement a ve svazu S’. Stadi ovérit, ze

p(s) Na=o(s") Np(s) = o(s" A s) = ©(0).

Podobné ¢(s') Va = ¢(1).

iii) Pro libovolny svaz S uvazujeme S’ = SU {0, 1,k} kde 0,1, k jsou nové prvky, tj. 0,1,k ¢ S. Rozsifime
definici operaci A a V na mnozinu S’ tak, Ze 0 bude nejmensi prvek, 1 bude nejvétsi prvek a k je prvek
nesrovnatelny se vSemi prvky z S. Piesngji, pro libovolné ¢ € S’ resp. s € S definujeme:

tAO=0At=0, tAl=1At=t, sAk=kAs=0,

tv0=0Vt=¢t tVl=1Vt=1 sVk=kVs=1.

Komenta¥: Nejmensi a nejuétsi prvek musime pridat, protozZe nikde nebylo Teceno, Ze S je omezeny.

Piiklad A14 (autor: )

Pocéty postupné 27,29,5,5.

Piiklad A15 (autor: O. Klima)

V libovolné unérni algebie (A4, f) plati, Ze sjednoceni dvou podalgeber je podalgebra. Skuteéné, pokud
B,C C A jsou nosice podalgeber, pak pro libovolné x € BU C, mdme = € B nebo = € C, tj. f(x) € B nebo
f(z) € C, odkud f(z) €e BUC.

Proto supremum ve svazu vSech podalgeber algebry (A, f) je sjednoceni. Vime, Ze infimum je prinik (plati
obecné pro libovolnou algebru). Tedy svaz S vSech podalgeber (A, f) je podsvaz svazu vSech podmnoZin mnoziny
A, ktery je distributivni, a tedy je i S je distributivni.

Piiklad A16 (autor: O. Klima)

Uvazujeme-li undrni algebru (A, id4), pak snadno nahlédneme, 7ze kazda relace ekvivalence na mnoziné A
je kongruenci algebry (A,id). Vime, Ze svaz vSech relaci ekvivalenci na étyfprvkové mnoZiné neni modulérni.
Staci tedy vzit A = {1,2,3,4} a algebru (4,id4).

Jiné feSeni (nékolik studentt): (A, f), kde A ={1,2,3,4}, f(1) =2,f(2) =1, f(3) =4, f(4) = 3.

Piiklad A17 (autor: O. Klima)

Pro libovolnou kongruenci p (rfiznou od A) ozna¢me n, d € N nejmensi &isla s vlastnosti np(n+d). (Presnéji,
n necht je nejmensi ¢islo, pro které existuje k € N takové, ze np(n + k), a pro toto n necht d je nejmensi takové
k.) Snadno se nahlédne, Ze tato dvojice jednoznaéné zadava kongruenci.

Plati, ze kongruence p dané dvojici (n,d) je mensi nez kongruence o dana dvojici (n’,d") préavé tehdy, kdyz
n’ <nad |d. Proto je hledany svaz izomorfni svazu (N, <)¢ x (N, )4 U {L}.

Piiklad A18 (autor: O. Klima podle mnohych)
a) Ne. V souéinu dvou téles nemaji prvky tvaru (a,0) inverze. Lze také argumentovat konec¢nosti.

b) Ne.a(l)+a(l) =2+2=4#3=a(2) = a(l +1).
¢) Ano. Ovéii se Ze p je relace ekvivalence. Poté se ovéti, ze plati apa’ A bpd! = abpa’t’'.



Piiklad A19 (autor: O. Klima)

a) Ano, ano, ano. Jde o varietu danou identitou f(z) = g(z).

b) H: Ne. Obrazem mtize byt trividlni algebra, kterd neni v nasi t¥idé.

P: Ne. Zlobi soucin pres prazdnou mnozinu, kdy vysledkem je trividlni algebra. Pro neprézné souciny uva-
zovanou tfidu neopustime.

S: Ano.

¢) H: Ne. Pro (Z, succ) lze uvazovat kongruenci p, kterd ma v relaci vSechna kladnd ¢isla; presnéji

xpy <= (x=yV(r>0Ay>0).

Potom pfislusné faktoralgebra (cyklus délky 1 s nekoneénym ocdskem) neméd bijektivni operaci.
P: Ano.
S: Ne. N je podalgebra (Z, succ).

Piiklad A20 (autor: O. Klima)

a) H: Ano; S: Ano; Py Ano; P Ne.

b) H: Ne!lll (pfiklad je netrividlni-viz konec); S: Ano — kaZdy minimalni{ automat obsahuje pouze jeden
podautomat, tj. cely automat; P,P;: Ne — priklad na cviceni.

c) H, S: Ne — viz. A19-c); P, Ps: Ano.

d) H: Ano; S: Ano; Py Ano; P Ne.

e) H: Ano (automat je generovan prazdnou mnozinou, tj. i homomorfni obraz ma tuto vlastnost); S: Ano(viz
b) ); Py, P Ne (viz b) ).

Piiklad k b-H:

Q0 ={a,b,c}, L =Q%(ab+ bc+ ca).

Minimélni automat méa 7 stavii: {0,1,2,3,4,5,6}, kde 0 je inicidlni, a dale a(0) = )
a(5) =1, a(3) = a(6) = 4; b(0) = b(2) = b(3) = b(5) = b(6) = 2, b(1) = b(4) = 5; ¢(0) = ¢(1) = ¢(3) = c(4) =
c(6) =3, ¢(2) =¢(5) =6.

Nyni kongruence p je ddna/generovana vztahy 1p4, 2p5, 3p6. Tzn. faktoralgebra ma 4 prvky kde vSechny tii
unarni operace jsou konstantni. O tomto automatu lze ukazat, Ze neni minimdalni. At zvolime mnoZzinu finilnich
stavli jakoukoli, vzdy ptijde faktorizovat. (Napf. stav, ktery je t¥idou obsahujici 1, 1ze ztotoznit se stavem, ktery
je t¥idou obsahujici 2, pokud jsou oba tyto stavy findlni nebo naopak oba nefinilni.)

Priklad A21 (autor: O. Klima, T.Golembiovsky)

Komenta¥: Pri prdci s undrnimi operacemi je mozné uvaZovat dvé ruzné interpretace. Bud vse chdpeme
klasicky, tj. napt a®b?(x) znamend a(a(a(b(b(x))))), nebo uvaZujeme pohled pies automaty, tj. Ze na prvek x
postupné aplikuje ,pismenka®, tj. napy a®b*(x) znamend, Ze z x jdeme postupné podle a, a, a, b a na konec b.
Je nutné si predem jednu interpretaci zvolit a té se poté driet po cely priklad- autor predkladaného Teseni zvolil
druhou interpretaci.

Rozebereme fFg!(x) = g™ f"(z) ve dvou piipadech, kdy za = dosazujeme prvek z mnoziny {1,2,3,4} nebo
{5,6}.

e Pro s € {1,2,3,4} plati a*b!(s) = b™a"(s) pravé kdyz k — | = n — m0(mod4).

e Pro z € {5,6} musi platit k =0 < n=0.

Je-li kK =n = 0 dostavame podminku [ = 0 < m = 0.
Je-li k,n > 0 dostdvame podminku |k — I —n| =0 (mod 4).
Vsechny identity rozdélime na nékolik typi. Je vidét, Ze algebra nespliuje zadnou identitu s termy v rtznych

proménnych (viz. cviceni). Podobé nespliiuje zddnou identitu s termy v jedné proménné, kde f je jen v jednom
termu (staci dosatit prvek 5). Tj. zbyva diskutovat



L. g™ fu(z) = g" fo(z), kde u,v € {f, g}".
2. g"(x) = g"(x)
1. Plati pokud jsou spliieny dvé podminky

#Hi(u)+1—m—#4(u) =#50)+1—n—#4(v) (mod 4)

(pFipad dosazeni prvku z mnoziny {1,2,3,4})

#(u) = #g(u) = #5(v) = #4(v) (mod 4)

(pipad {5,6})
Tyto dvé podminky lze tedy ekvivalentné prepsat:

#ir(u) — #4(u) = #5(v) — #4(v) (mod 4), m =n (mod 4).

2.
Plati pokud m —n=0 (mod 4) am=0<n=0

Piiklad A22 (autor: O. Klima)

Pokud m | n potom algebra Z,, je faktoralgebra Z,, (zde zobrazeni [z], — [z],, je surjektivni homomorfis-
mus). V tomto ptipadé tedy kazda identita, kterd plati v Z,,, plati i v Z,, a hledand identita tedy neexistuje.

Pokud m )Jn pak hledanou identitou je napf. f™(x) = x. Ta jisté plati v Z,, ale neplati v Z,, (za x dosadime
napf. [0],, a rovnost f™([0]m) = [0]m by znamenala [n],, = [0]m, tj. m | n.)

Piiklad A23 (autor: O. Klima)
i) Intuitivné kontrolujeme prvni pismenko a mnozinu vSech pismen, které se ve slové objevi. Definujeme h
zobrazeni (,,prvni pismenko“) z mnoZiny vSech termt do mnoziny proménnych X takto: h(xz) = x pro z € X,
h(t1 - t2) = h(t1) pro termy t1, to.

Podobné ¢ je zobrazeni (,,obsah®) z mnoziny vSech termi do mnoziny proménnych P(X) definované takto:
c(xz) = {z} pro z € X, c(t1 - t2) = c(t1) U c(t2) pro termy t1,to.

Identita ¢ = s je splnéna v uvazované varieté, pravé kdyz h(t) = h(s) a c(t) = ¢(s).

DK: ' « pouZiji se identity.

" —' pokud h(t) # h(s), pak staéi vzit pologrupu levych nul (kterd je v nasi varieté), ve které nebude identita
t = s platit. Pokud ¢(t) # ¢(s) pak vhodnou pologrupou je polosvaz (P(X),U).

Poznamenejme, ze lze také rovnou brat volnou pologrupu v této varieté — viz. doc. Polak-1.termin, tloha
B, 2003.

ii) nemam kapacitu: intuitivné kontrolujeme posloupnost prvnich vyskytt vSech pismen ve slové.



Piiklad B1 (autor: D. Sehnal)

Minimalni polynom (s koeficienty v Q) majici o = 21/4 jako koten je f(x) = 2* — 2. Podobné pro i mame
g(x) = 22 + 1. Je tedy R = Q(o,i) = Q/{(x* — 2)(2? + 1)). Kofeny f(z) jsou «, —, ai, —ai a pro g(r) jsou
kofeny ¢, —i. To znamend, %e o mizeme poslat na néjaky prvek z {a, —«, @i, —«ai} a i na {i, —i}.

Necht ¢ : R — R,a — ai,i — i a1 : R — Ra — «a,i — —i jsou automorfismy R. Pak ¢ a ¢
generuji grupu Aut(R), kterd neni nic jiného nez grupa symetrii étverce tvofeného vrcholy o soutfadnicich
kofend polynomu f(x) v komplexni roviné, kde rotaci o 90 stupnit odpovidd ¢ a ¢ osové symetrii podle osy
x. Je tedy Aut(R) ~ Dy, kde D, je dihedralni grupa (grupa symetrii pravidelného n-tthelniku). Prvky Aut(R)

jsou {1, p, 0%, @3, 1, ih, p*, P39}

Piiklad B2 (autor: O. Klima)

Pokud neni R obor integrity, snadno se takovy priklad nalezne. Napi. 2z nad Zs.

Pokud R je obor integrity, pak takovy polynom neexistuje. Pfedpokladejme naopak, ze f ma takovou vlast-
nost, tj. f(z,y,21,...,2x) # f(y, 2, 21, ..., 2x), pro ndjaké z,y, pricemz f3 je symetricky polynom. Uvazujme
g(z,y) = f(z,y,...) jako polynom nad R[z1, 22,...,2]. Pak g(z,y) méa také nasi vlastnost jako f. Budeme
pracovat s timto polynomem ve dvou proménnych. Navic misto oboru integrity pfesuneme nase iivahy do pfi-

sh%%omﬂ%%hﬂﬂ%&Pmpdwmna:ﬂ%%#1mmma3:L
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Lze dokazat, ze pokud a® = 1 pak o € R. (Neni to plné jednoduché.)

Nyni z g(x,y) = ag(y,x) plyne viménou x a y, ze g(y,x) = ag(x,y) (zde pouzijeme, Ze « je konstanta).
Ted jiz snadno: g(z,y) = ag(y, ) = a?g(x,y) = a3g(y, ) = g(y, ). Spor.

Komenta¥: Zajimavé je, Ze pro druhou mocninu to funguje. Tj. existuje polynom f nad oborem integrity
ktery neni symetricky ale f2 symetricky je.

Piiklad B3 (autor: J. Konecny)

S — mnozina viech vektorovych podprostort vektorového prostoru Q3
a=((1,0,0)), b={(0,1,0)), c=((0,0,1)), d = ((1,1,1))

Podsvaz svazu (S, A, V) generovany mnozinou {a, b, ¢} mé osm prvkia (M = {{0},a,b, ¢, (a,b) , (a,c), (b,c),Q?})
a je izomorfni se svazem (P(a,b,c), C).

Komenta¥: Zde se zdpisem (a,b) mysli podprostor generovany aUb. Bylo by presnéjsi asi psdt sup{a, b} nebo
a Vb nebo treba (a Ub) misto {a,b).

(N, A,V) je podsvaz svazu (S,A,V) generovany mnoZinou {a,b,c,d}. Zfejmé M C N. Pomoci priiseklt a
spojeni lze nagenerovat dalsi prvky nalezici do N:

(bd) = bvd=((1,0,1),(0,1,0
{¢,d) =cVd={(1,1,0),(0,0,1))

o e = (a,d) A b c) = ((0,1,1))
f= <b7 d> A <CL,C> = <(1a07 1)>
9= <Ca d> A <a7b> = <(17 150)>

o (e,fY=eV f={1,0,1),(0,1,1))
<e,g> =eVg= <(1707 _1)7 (07 L, 1>>
<fag> =fVvg= <(1a07 1),(0,1,-1))



Aplikaci prusekt a spojeni lze generovat do nekone¢na dalsi podprostory. Pro popis podsvazu bude tfeba
presné popsat operace spojeni jednorozmeérnych a priseku dvourozmérnych podprostorti. Spojeni dvou jedno-
rozmérnych podprostord lze snadno popsat U V'V = (U UV). Pro popis prusekit budou dile dvourozmérné
prostory zapisovany v normovaném tvaru {((1,0,2),(0,1,y)) kde z,y € Q. Kromé (a, c¢) a (b, ¢) lze takto popsat
viechny dvourozmérné podprostory z Q3.

Komenta#: Kromé vsech obsahugicich c.

Necht p = ((1,0,2),(0,1,y)) a ¢ = ((1,0,u), (0,1,v)). Rovinu p lze parametricky vyjadiit (z1,z2,23) =
s(1,0,z) + (0,1, y). Rovina ¢ ma normélovy vektor n = (u,v,—1) a je popséna rovnici uxy + vre —x3 = 0. Po
dosazeni p do ¢ dostaneme s(u — z) = t(y —v), t = s(;=F).

Komenta#: Presnéji pro y # v. Pro u = x ale nemd smysl prusek pocitat.

s(1,0,x) +t(0,1,y) = s(1,0 x)—l—s(“ £)(0,1,y) = s(1, &=, = + (u w) Y) € p A q, proto

’yv’

p/\q:<(1, u_x,x+(u_x)y)>.

y—v y—v

Zpisob, jakym je pocitan prisek, dava velké moznosti dalsiho generovani podprostort.

Lze dokazat, ze ((1,0,%),(0,1,y)) € N pro =,y € Z: Pro z,y € {—1,0,1} plati (spojeni podprostort
a,b,e, f,i,j). Predpokladdejme, Ze tvrteni plati pro =,y € {—n,...,n}, dokdZeme Ze plati i pro z,y € {—n —
1,...,n+1}.

v={(1,0,n—1),(0,1,-1)) A {(1,0,n),(0,1,0)) = {(1,—1,n)).
(vve)A(eV f)={(1,0,n+1)), (vVi)A(cVe)={0,1,—n—1)). Pii volbé v = ((1,0,—n + 1), (0,1,-1)) A
((1,0,-n),(0,1,0)) = ((1,1, —n)) dostaneme stejnym zptisobem i ((1,0, —n — 1)) a ((0,1,n + 1)).

Déle 1ze vygenerovat libovonly prostor ((1,0,%)), r,s € Z,s # 0. Pak v = ((1,0,0), (0,1,0))A((1,0,7), (0,1,s)) =
((1,-%,0)) adale (vVe)A(aVe)=((1,0,%)). Vyrazem ({(1,0,Z)) V h) A (bV c) dostaneme ((0,1,%)).

Z vyse uvedeného plyne, ze dokdZeme nagenerovat libovolny dvourozmérny podprostor v Q3. Priisekem
dostaneme libovolny jednorozmérny. Proto (N, A, V) = (S, A, V).

P¥iklad B4 (autor: M. Smérek)

Jedné se o svaz. Existence spojité funkce, ktera je supremem definovanym

(Vf,g € C)sup{f,g} = h, kde h(z) = maz{f(x),g(z)}

plyne ze spojitosti f a g. Obdobné pro infimum.
Nejedna se o tplny svaz, nebot

1 1 1
Sup{fz}z€N7 kde fz - —arctan( (x - 5)) + 5
neexistuje. Na obrazku je zelené vyznaceno supremum v nespojitych funkcich. Pro libovolnou funkci f € C
takovou, ze (Vi € N)( f > f; ) existuje f’ rtizné od f tak, ze (Vi e N)( f > f' > f; ). Takové f’ zalne ,stoupat
k jednicce* pozdéji jak f.
Komentaf: Pro uvazované f mdme f(z) =1 prox > 3. Potom f'(z) =1 proz > & a proz < & lze definovat
f'(z) napriklad takto: f'(x) = M

N2

Moznd trochu prehlednéjsi je uvazovat slinedrni® funkce tvaru f(x) = i(x — 3) + %, ,oTizle“ do intervalu
(0,1).

Piiklad B5 (autor: R. Benkovsky)
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Obrazek 1: Obrazek k ptrikladu B-4

Necht (G, +) je libovolna grupa, potom svaz podgrup grupy (G, +) je algebraicky svaz.
Tvrzeni : Kompaktni prvky svazu podgrup (Sub(G), C) jsou pravé koneéné generované podgrupy (tedy pod-
grupy, které maji koneénou mnozinu generatort).
Dukaz: (Jen jedné implikace, kterou pro nas piiklad potfebujeme.)

Pokud je S koneéné generovana podgrupa, potom pro libovolnou mnozinu podgrup X plati : pokud sup X >
S, potom tedy sup X D S, tedy sup X obsahuje véechny prvky podgrupy S, tedy obsahuje i (kone¢né mnoho)
generatord podgrupy S =< R >.

Z mnoziny podgrup X nam tedy sta¢i vybrat podgrupy X;, které obsahuji prvky mnoziny R. Dostavame
tedy (zfejmé konecnou, protoZze mnozina R je kone¢nd) mnozinu indext I tak, Ze

<UX1> =sup{X; e X|iel}>S
iel
Tvrzeni : Kazdy prvek (Sub(G), C) je supremem kompaktnich prvki.
Dukaz : Necht H € Sub(G), rozlisime 2 p¥ipady :

e H je konec¢né generovana = H je kompaktni prvek = H je tedy zfejmé supremem kompaktnich prvka

e H je nekonecné generovand : Necht tedy Vi € H (prvky grupy H) jsou H; =< i > (podgrupy H generované

prvkem ¢). Potom zfejmé H; pro libovolné i € H je podgrupa H a je kone¢né generovand. Déle tedy

11



H =sup X,kde X = {H; | i € H} atedy H je supremem kompaktnich prvki (H; jsou koneéné generované,
tedy jsou kompaktni).

Piiklad B6 (autor: T. Golembiovsky)

e Soucin dvou algebraickych svazi je algebraicky.
Necht (A, <) a (B, C) jsou algebraické svazy a méjme soudin (A x B, X).
Ve svazu (A X B, =) je prvek ¢ € A x B, ¢ = (a,b), kompaktni pokud jsou kompaktni a v (4,<) a b v
(B,E).
Je-lisupC > ¢ a ¢ = (a,b) pak vezméme

X ={z € A|(3be B)((z,b) e C)} aY ={y € B|(Fa € A)((a,y) € C})

a pak konecné podmnoziny Xy C X a Yy CY tak, Ze sup Xy > a asupY; > b.

(Komentaf: Zde castd chyba: pak sup X5 x Yy > ¢ a Xy x Yy je koneéné. To nelze pouZit, protoze X x Yy
nemusi byt podmnoZina C'.)

Nyni pro libovolné z € X; existuje b € B tak, ze (x,b) € C; vyberme néjaké takové b a vlozme dvojici
(z,b) do mnoziny X}. Podobné zkonstruujeme mnozinu Y. Kone¢né sup(X} UY}) > ¢, kde X;UY} C C.
Potom pro kazdy prvek ¢ € A x B, ¢ = (a,b) vezméme mnoziny kompaktnich prvka X, C Aa Y, C B
takovych, ze sup X, = a a supY; = b, pak sup X, x Y, = ¢ a kazdy prvek je tedy supremem kompaktnich
prvki.

e Podsvaz algebraického svazu neni algebraicky.
(P(N), Q) je algebraicky svaz, ale podsvaz (Px (N) U {0}, C) neni algebraicky.

Piiklad B7 (autor: V. Baisa)
Piiloha mimo tento soubor.

Priklad B8,B9,B10,B11 (autor: Nemém kapacitu)
Navody: zkuste B9 idnukci.
B10ii) funguje obecné, sta¢i ukazat, ze

Pap = ﬂ{ p | p kongruence,(a,b) € p }

je kompaktni prvek.

Piiklad B12 (autor: O. Klima, P. Troubil)

Ulohu vyfesime rovnou obecné. Dokazeme, ze pro kazdou podalgebru A Boolovy algebry (P,,U,N,0,1,")
plati, ze ty prvky P,, které v A pokryvaji 0, tvofi rozklad na mnoziné X,, = {1,...,n}. Mnozinu téchto prvka
ozna¢me Ag. Musime ukdzat, Zze prvky v Ag jsou neprazdné (ziejmé), disjunktni (¢ast 1) jejichz sjednoceni je
rovno X, (¢ast 2).

1) Necht existuje takové i € X,, a a # b € Ay, tak Ze i € a N b. ProtoZe a, b jsou rtzné prvky pokryvajici
v A prvek 0, musi v A platit a Ab=0. To je sporsi € anNnb=aAb.

2) Predpokladejme, ze |JAg = C # X,,. Je ziejmé, ze (v kazdém koneéném svazu) lze ke kazdému prvku
x # 0 najit (dikaz indukci) prvek y < xz, ktery pokryva 0. V naSem pfipadé aplikujme tento poznatek na
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prvek (\/ Ag)" = C’ svazu A. Podle pfedpokladu C’ # 0, tzn. existuje a € Ag, a C C’. To je spor ponévadz
C' =y, V' C .

Vycet vSech prvki, které pokryvaji v podalgebfe A prvek 0, jednozna¢né urcuje vSechny prvky nosice
této podlagebry. Podalgeber Boolovy algebry P, existuje tedy prave tolik, kolik existuje rozkladti mnoziny

X, ={1,...,n}. Tento pocet udava n-té Bellovo ¢islo B(n). To miZze byt vypoéteno napf. pomoci rekurzivniho
vzorce .
n
B 1) = B(k
ERENWED
k=0
nebo formuli
1o k"
Bn)=-% —.
=227
k=0

Konkrétné potom B(5) = 52.

Priklad B13 (autor: Nemam kapacitu)

Piiklad B14 (autor: O. Klima)

H: ne - netrividlni pfiklad je uveden v B13.
S: ne, napt N podsvaz (No, |).
P: ano, 1ze dokazat, pocitdme po slozkach.

Priklad B15 (autor: Nemam kapacitu)
Je to jednoduché.

Piiklad B16 (autor: Nemam kapacitu)
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