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Kratké opakovani

Co uz byste méli umét

@ grupa - asociativita, neutrdlni prvek, inverzni prvky
@ podgrupa - podmnozina, kterd je sama grupou
@ homomorfismus

e zobrazeni zachovavajici operaci

o f:(G,) — (H.o);: f(a-b) = f(a) o f(b)

@ jadro - podgrupa, ktera se zobrazi na neutralni prvek
@ rozklad grupy podle podgrupy

e G/H = {aH|a e G}

e aH=bH< acbH<=blacH
@ normalni podgrupa

o levy rozklad stejny jako pravy

e mozno faktorizovat

e korespondence s jadry homomorfismi
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Homomorfismy

Najdéte vSechny homomorfismy z grupy (X3, o) do grupy
(Zg,+) a pro kazdy urc€ete jeho jadro.
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Homomorfismy

Priklad 1

Najdéte vSechny homomorfismy z grupy (X3, o) do grupy
(Zg,+) a pro kazdy urc€ete jeho jadro.
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Priklad 2

Najdéte vSechny homomorfismy z grupy (Z, +) do sebe sama
(neboli vS8echny automorfismy (Z, +)) a urCete jejich jadra a
obrazy.
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Homomorfismy

Priklad 1

Najdéte vSechny homomorfismy z grupy (X3, o) do grupy
(Zg,+) a pro kazdy urc€ete jeho jadro.

| \

Priklad 2

Najdéte vSechny homomorfismy z grupy (Z, +) do sebe sama
(neboli vS8echny automorfismy (Z, +)) a urCete jejich jadra a
obrazy.

Ptiklad 3
Najdéte vSechny homomorfismy z grupy (Z, +) do grupy
(Z19,+) a popiste jejich jadra a obrazy.

| A

A




Rozklady podle podgrup

Priklad 4

Popiste levy rozklad grupy (X3, o) podle jeji podgrupy ((1,2)).
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Ptiklad 4
Popiste levy rozklad grupy (X3, o) podle jeji podgrupy ((1,2)).

Popiste levy rozklad grupy (C, +) podle podgrupy (R, +).
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Véta (Lagrange)

Necht G je grupa a H jeji podgrupa. Potom
|Gl = |G/H| - |HI.
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Rozklady podle podgrup
e0

Lagrangeova véta a jeji dusledky

Véta (Lagrange)

Necht G je grupa a H jeji podgrupa. Potom
|Gl = |G/H| - |HI.

Dusledek
Necht' G je n-prvkova konecna grupa, H jeji podgrupa.
o |H| déli n
@ pro a € G plati ordga|n
eVaeG:a"=1g
@ pro p prvocislo, p t a € Z plati a*~' = 1(mod p)
@ promeN, ac Z,(a,m) =1 plati @™ = 1(mod m)




Rozklady podle podgrup
Vyuziti Lagrangeovy véty

Ptiklad 6

Kolik tfid obsahuje levy rozklad grupy (X7, o) podle podgrupy
((1,2)0(3,4,5,6,7))?




Rozklady podle podgrup
Vyuziti Lagrangeovy véty

Ptiklad 6

Kolik tfid obsahuje levy rozklad grupy (X7, o) podle podgrupy
((1,2)0(3,4,5,6,7))?

Spoctéte 92908 =?(mod 17).




Normaélni podgrupy
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Normalni podgrupy

Podgrupu H grupy G nazyvame normalni, plati-li
Vae G:YheH:a-h-a'eH.
Znactime H < G.
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Normalni podgrupy

Definice

Podgrupu H grupy G nazyvame normalni, plati-li
Vae G:YheH:a-h-a'eH.

Znactime H < G.

Poznamka (Ekvivalentni definice normalni podgrupy)

Podgrupu H grupy G nazyvame normalni, splyva-li levy rozklad
G podle H s pravym. Jinymi slovy: Va € G : aH = Ha.
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Normaélni podgrupy
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Normalni podgrupy

Pfiklad 8

Najdéte vSechny normalni podgrupy grupy (X3, o).
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Normalni podgrupy

Pfiklad 8

Najdéte vSechny normalni podgrupy grupy (X3, o).

Pfiklad 9

DokaZzte, Zze pro v8echna n € N je A, normalni podgrupa (X5, o)
(Ap zna€i mnozinu (grupu) v8ech sudych permutaci n-prvkove
mnoziny).
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oe

Normalni podgrupy

Priklad 10
Dokazte, Ze kazda podgrupa komutativni grupy je normaini.
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Normalni podgrupy

Priklad 10
Dokazte, Ze kazda podgrupa komutativni grupy je normaini.

Poznamka

Opacné to neplati! Tedy komutativni podgrupa nekomutativni
grupy muze a nemusi byt jeji normalni podgrupou.
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Normalni podgrupy jako jadra homomorfismu

Jadro homomorfismu f : G — H je normalni podgrupou grupy
G.




Normaélni podgrupy
L]

Normalni podgrupy jako jadra homomorfismu

Jadro homomorfismu f : G — H je normalni podgrupou grupy
G.

Poznamka

Uvidime, Ze plati i opacna korespondence - kazda normalni
podgrupa G je jadrem néjakého homomorfismu z G.
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Normalni podgrupy jako jadra homomorfismu

Jadro homomorfismu f : G — H je normalni podgrupou grupy
G.

Poznamka
Uvidime, Ze plati i opacna korespondence - kazda normalni
podgrupa G je jadrem néjakého homomorfismu z G.

Ptiklad 11
Necht G = GL,(R) a H je jeji podgrupa sestavajici se z matic
s determinantem rovnym 1. Ukazte, ze H < G.

| A\
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Faktorgrupy
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Faktorové grupy

Je-li H normalni podgrupa (G, ), mizeme na mnoziné (levych)
rozkladovych tfid G/H definovat operaci - takto:

aH-bH = (a-b)H.

Pak je (G/H,-) grupa. Nazavame ji faktorovou grupou
(zkracené faktorgrupou) grupy G podle normalni podgrupy H.
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Faktorgrupy
Faktorové grupy

Je-li H normalni podgrupa (G, ), mizeme na mnoziné (levych)
rozkladovych tfid G/H definovat operaci - takto:

aH-bH = (a-b)H.

Pak je (G/H,-) grupa. Nazavame ji faktorovou grupou
(zkracené faktorgrupou) grupy G podle normalni podgrupy H.

Popiste faktorgrupu (Z, +) podle podgrupy nZ,n € N.

Popiste faktorgrupu grupy (Z,+) x (Z,+) podle podgrupy
H={(m,n):6]2m — n}




Faktorgrupy
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Faktorové grupy

Ptiklad 14
Ukazte, Ze normalni podgrupa H grupy G je jadrem né&jakého
homomorfismu z G.
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Faktorové grupy

Priklad 14

Ukazte, Ze normalni podgrupa H grupy G je jadrem né&jakého
homomorfismu z G.

Poznamka

Ukazali jsme tedy, Ze normalni podgrupy jsou v oboustranné
korespondenci s jadry homomorfisma.
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Faktorové grupy

Priklad 14

Ukazte, Ze normalni podgrupa H grupy G je jadrem né&jakého
homomorfismu z G.
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Poznamka

Ukazali jsme tedy, Ze normalni podgrupy jsou v oboustranné
korespondenci s jadry homomorfisma.

Priklad 15

Dokazte, ze V4 = {id,(1,2) 0 (3,4),(1,3) 0 (2,4),(1,4) 0 (2,3)}
je normalni podgrupa grupy (A4, o) (grupy sudych permutaci na
mnozingé {1, 2, 3,4}). UrCete, jaké znamé grupe je izomorfni
faktorgrupa A4/V,4. Sestrojte endomorfismus f grupy A4 (tedy
homomorfismus f : A4 — A4), jehoz jadrem je V4.
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