Geometrickid pravdépodobnost

Borelovské mnoZiny: Na prostoru R* uvazujme nejmensi jevové pole B obsahujici vechny
k-rozmérné intervaly. Mnozindm v B fkdme borelovské mnoziny (nebo také métitelné mno-
ziny) na R*. Specilné pro k = 1 jde o mnoziny, které obdrzime z intervaltt kone¢nymi priiniky
a nejvyse spocetnymi sjednocenimi.

Definice: Necht 2 je borelovskd mnozina v R™ s kladnou a kone¢nou Lebesgueovou mirou,
A necht je systém vSech borelovskych podmnozin mnoziny Q a u(A) necht znacéi Lebesgue-
ovu miru mnoziny A. Potom mnoZinovou funkci Pg definovanou pro kazdé A € A vztahem
Ps(A) = % budeme nazyvat geometrickou pravdépodobnosti.

1. Buffonova dloha: Rovina je rozdélena stejné od sebe vzddlenymi rovnobézkami. Hodime
na ni jehlu mensi delky neZ je vaddlenost rovnobéZek. Jakd je pravdépodobnost, Ze jehla protne
nékterou rovnobezku, jestlize kaZdou polohu jehly povazujeme za stejné nadémou?

Nahodna veli¢ina
Definice: Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor. Zobrazeni X : @ — R se nazyva
nahodna veli¢ina (vzhledem k jevovému poli A), prave kdyz

VBeB:{weQ: X(w)e B} e A, (1)

tj. uplny vzor kazdé borelovské mnoziny je jevem.

Poznamka: Obraz X (w) se nazyvé ¢iselna realizace ndhodné veliciny X piislusnd k moz-
nému vysledku w. Mnozinu {w € Q : X (w) € B} zkrécené zapisujeme {X € B} nebo (X € B)

2. Uvazujme hod kostkou a oznacéme elementdrni jevy w; — na kostce padne i ¢ = 1,2...6,
mnozina el. jevi je Q = {wy,wa, ... ws}. Zvolme jevove pole A = {0, 0, {w1, wa, w3}, {ws, ws,we}}.
Rozhodnéte, zda-li jsou X a'Y ndhodné veliciny vzhledem k A, pokud plati:

¥ 0 padne cislo mensi nez 3 v — 0 padne sudé cislo
| 1 padne é&islo vétsi nez 3 7 | 1 padne liché &islo



Distribuéni funkce

Definice: Funkce I’ : R — R definovana vztahem
Ve eR: F(r) = P(X <ux), (2)

kde P(X < 2) zna¢l P({w € 0 : X(w) < x}), se nazyvé distribuéni funkce ndhodné veliciny
X (vzhledem k P).
Distribu¢ni funkce mé tyto vlastnosti:

1. je neklesajici, tj. pro vSechna x1 < a2 : F'(z1) < F(x2)

2. je zprava spojitd, tj. pro véechna o € R: lim F(x) = F(xo)

E—)Iar
3.0< F(z) <1

4. Pro xg € R libovolné, ale pevné zvolené je

5. Proa,beR,a <bje Pla< X <b)=F()— F(a).

Diskrétni nahodna veli¢ina

Definice: Ndhodné veli¢ina X s distribu¢ni funkei F'(x) se nazyvé diskrétni, jestlize existuje
neprazdnd, nejvyse spocetnd podmnozina N redlnych ¢isel a funkce 7 : R — R s témito
vlastnostmi:

1. m(x) >0prox e N
m(x) =0prox e R—N

2. Yow(x)= > w(x)=1

z€R rEN

a pro kazdé r € R mame F(x) = > n(t). Funkce 7(x) se nazyva pravdépodobnostni
t<x
funkce nahodné veli¢iny X.

3. Trikrdat nezdvisle na sobé hdzime minci. Nahodna velidina X uddvd pocet lict pri téchto
trech hodech. Urcete pravdépodobnostni a distribucni funkci této ndhodné veli¢iny.



Spojita nahodna velic¢ina

Definice: Rekneme, 7e ndhodna veli¢ina X je (absolutné) spojita, jestlize existuje nezadporna
borelovska funkce f tak, Ze pro kazdé x € R mame

x
F@ = [ o
—0
Funkce f se nazyva hustota nahodné veliédiny X a je urcena jednoznacné a7 na borelovské

mnoziny miry 0 a plati:
dF(x)

L. f(x) = —4;
2. 7f(t)dt:1

4. Urcete a € R tak, aby funkce

0 <0
Flx)=< ax? 0<z<?2
1 x>2

byla distribucni funkct.

5. Pravdépodobnost, Ze vyrobek bude vyhovovat vsem technickym poZadavkim je 0,9. Popiste
rozdeleni (pravdépodobnostni a distribucni funkci) poctu nevyhovujicich mezi tremi vijrobky.

6. Ndhodnad velicina X md distribuéni funkci:

0 x2<-5
Flz)y=¢ 2 5<r<2
1 2<«x



Vypocitejte:
1. hustotu pravdépodobnosti f(x)
2. P(—2< X <2)
3. P(X =2)
4. P(-6< X <1)



