Kvantilova funkce

Definice: Nechf F'(z) je distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X. Funkce
F7l(u)=inf{z e R;F(z) >u}, 0<u<]l,

se nazyva kvantilova funkce nahodné veli¢iny X. Pro 0 < o < 1 se hodnota F~!(a) nazyva
a-kvantil.

Pozn.: Pokud je distribuéni funkce F'(z) rostouci a spojitda je kvantilova funkce totozna s
oby¢ejnou inverzni funkci k distribuéni funkci.

0, 5-kvantil — median
0, 25-kvantil — dolni kvartil
0, 75-kvantil — horni kvartil.

Nahodny vektor

Definice: Ndhodny vektor je usporadand n-tice X = (X1, Xo,...X,), kde X; jsou ndhodné
veli¢iny na pravdépodobonostnim prostoru (€2, A, P). Jeho distribu¢ni funkci definujeme vzta-
hem:

V(z1, 22, ... xn) € R F(21,22,...,2,) = P(Xi Sao1 AXo <mo A A Xy, < ).

F(x1,x9,...,x,) je neklesajici, zprava spojitd vzhledem ke kazdé jednotlivé proménné a déle
lim  F(xy,29,...,2,) =1
xr1—00
L, — 00

Vie{l,...,n}; lim F(x1,29,...,2,) =0
T;——00

Vie{l,...,n}; lm F(xy,29,...,2,) = Fj(x;).

T1—00

T;_1—00

Tj41—00
Ty —00

Fi(z;) se nazyva marginalni distribuéni funkce ndhodné veli¢iny X; a F(z1,z2,...,xy)
se nazyva simultanni (sdruzena) distribu¢ni funkce nahodného vektoru X.



Diskrétni nahodny vektor

Definice: Nédhodny vektor X = (X1, Xo,...X,,) se nazyva diskrétni, pravé kdyz existuje
funkce w(z1,...,zy,), kterd je kladna na nejvyse spocetné mnoziné N C R", nulova na mnoziné

R™ — N, je normovana
oo o0

Z Z (1, .., xp) =1

rl=—00 Tp=—00

a plati pro ni:

V(x1,29,...,0,) € R F(x1,22,...,20) = Z Z m(t1, ... tp).

Funkce 7(x1,...,2,) se nazyva pravdépodobnostni funkce ndhodného vektoru X. Déle
plati:

V(.%'l,.%'g,...,lbn)/ GRn;ﬂ'(l‘l,ltg,...,ZCn) :P(Xl =121 N\ X9 :ZL'Q/\...,anxn).

Vie{l,...,n};z--~ Z Z ---Zﬂ(xl,...,wn):m(xi)

r1€ER z;—1€ERz; 41 €ER Tn€R

m;(x;) se nazyva marginalni pravdépodobnostni funkce ndhodné veli¢iny X; a w(z1, zo, ..., x,)
se nazyva simultanni (sdruzend) pravdépodobnostni funkce ndhodného vektoru X.

1. 'V zasilce 10 vyrobki je 8 kvalitnich a 2 zmetky, z 8 kvalitnich je pét 1. jakosti a tri 2.
jakosti. Ze zasilky vybereme 2 vyrobky (bez vraceni). Ndhodnd velic¢ina X znaci pocet kvalit-
nich vyrobki a 'Y pocet vyrobki 1. jakosti. Urcete sdruZenou a margindlni pravdépodobnostni
i distribucni funkci m(z,y) a F(x,y).

Spojity nahodny vektor

Definice: Nahodny vektor X = (X1, Xo,...X,,) se nazyva spojity, pravé kdyz existuje po
¢astech spojité funkce f(z1,...,x,) s vlastnosti

V(x1,. .., xn) € R™ f(x1,...,m) >0



a kterd je normované

o0 o0
/ / flxy,...,xn) =1
— 0o —00
a plati pro ni:
T Tn
V(x1,...,2n) €R™ F(w1,...,20) = / / flt1,. . ty)dty ... dtp,.
— 0o — 0o
Funkce 7(z1,...,x,) se nazyva hustota pravdépodobnostni ndhodného vektoru X. Déle
plati:
O"F(x1,...,2p)
TlyeeoyTn) =
UCIIRE) 0z ...0%y,
ve v8ech bodech spojitosti funkce f(z1,...,x,).
o0 oo 0 o0
Vi € {1,...,n}; / / / / f(:r:l,...,xn)dxl... dz;—1dziqy ... dx, = fz(acz)
—00 —00 —00 —0o0
fi(z;) se nazyvd marginalni hustota nahodné veli¢iny X; a f(x1,z2,...,2,)" se nazyva

simultanni (sdruzené) hustota ndhodného vektoru X.

2. Spojity ndhodny vektor (X1, X2, X3) md hustotu

k~m1x2x§ pro0 <z <1,0<z2<1,0<23<3
f(l'l,l'Q,.’Eg) - ..
0 jinak

1. Urcéete konstantu k.

2. Vypoctete P(0 < X1 < 1/2,1/3 < X5 < 2/3,1 < X3 < 2).

Stochasticky nezavislé nahodné veli¢iny
Véta: Nahodné veli¢iny X, ..., X,, jsou stochasticky nezavislé, pravé kdyz pro kazdé
r1 €R,... z, € R plati:

F(xi,...,xn) = Fi(x1) - ... - Fr(xy)

resp. m(T1,...,Ty) = m(x1) ... - T(xy) (v diskrétnim piipadé), resp. f(x1,...,2,) = f1(z1)-
oo fn(zy) (ve spojitém piipadé).

3. Urcete, zda-li jsou nahodné veliciny X a 'Y v prikladu 1 stochasticky nezavislé.



4. Spojity nahodny vektor (X1, X2) md hustotu

B 24$%x2(1—x1) pro0<z1<1,0< 29 <1
flay,w2) = { 0 jinak

Dokazte, Ze ndahodné veliciny X1 a Xo jsou stochasticky nezdvislé.

Transformace nadhodné veli¢iny
Borelovské funkce: Zobrazeni g : R” — R™ nazyvame borelovskou funkci, pravé kdyz
uplny vzor kazdé borelovské mnoziny je opét borelovska mnozina, tj.

VB € B™{(z1,...,an) € R (g1(21,.. ., @n), ..., gm(21, ..., 2n)) € B} € B"

Pozn.: Jedna se zejména o funkce spojité.

7 dané nadhodné veli¢iny X :  — R vytvorfime pomoci borelovské funkce g : R — R zobrazeni
Y : Q — R, dané takto:
Yw e QY (w) = g(X(w)).

Toto zobrazeni je opét ndhodné veli¢ina a nazyva se transformovana nahodnd veli¢ina.
Nahodna veli¢ina X ma distribuéni funkci F'(z) a pravdépodobnostni funkci 7(x) nebo hustotu

f(z). Nahodna veli¢ina Y = ¢g(X) mé distribuéni funkci Fi(y) a pravdepodobnostni funkci
7« (y) nebo hustotu fi(y). Ozna¢ime 7 inverzni funkei k funkci g, pak plati:

1. X je diskrétni ndhodné veli¢ina
m(y) = P(Y = y) = P(9(X) =y) = P(X = 7(y)) = 7(7(y))
2. X je spojitd ndhodné veli¢ina, g je rostouci funkce a necht existuje derivace funkce 7

F.(y)=PY <y)=P(g(X) <y) =P(X <7(y)) = F(r(y))

e O

3. X je spojitd ndhodna veli¢ina, g je klesajici funkce a necht existuje derivace funkce 7

Foy) =PY <y)=PgX)<y)=PX >7(y)) =1-P(X <7(y)) =1-F(r(y))

_dF(y) _ dr(y)
fely) = T f(r(y)) dy
Celkem pro spojitou ndhodnou veli¢inu X plati:
_ 4Ry _ dr(y)
fe(y) = T f(r(y)) dy




5. Ndhodnd velicina X md normdini rozdéleni, tedy X ~ N(u,c?), provedem transformaci

Y =a+bX, kde b # 0. Urcete f.(y).

6. Jaka je pravdépodobnost, Ze ndhodnd velicina X, ktera md rozdéleni N(20,16), nabude
hodnoty:

1. mensi nez 16
2. vetst nez 20
3. v mezich od 12 do 28

4. mensi nez 12 nebo vétsi nez 289



