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Charakteristiky nahodnych veli¢in — pfipomenuti

e stfedni hodnota E(X) ,

rozptyl D(X) = E([X — E(X)]?) , sm&rodatna odchylka
D(X)
kovariance C(X,Y) = E([X — E(X)][Y — E(Y)]), korela&ni

koeficient R(X,Y) = C(X,Y)/(v/D(X)y/D(Y)), Cauchyova

nerovnost |R(X,Y)| <1,

@ kvantily,
e daldi momenty (obecné, centralni) - momentova vytvotujici

funkce Mx(t) = E(e*X)

Pro nezavislé ndhodné veliciny plati Mx.y(t) = Mx(t)My(t).
t’
i

r-ty obecny moment 1. ndhodné veliciny X je koeficient u
v rozvoji Mx do exponencidlni mocninné Fady.

Je-li' Y = a+ bX, pak My(t) = e Mx(bt).




Urcete rozdéleni souctu nezdvislych nahodnych veli¢in
X ~ N(px,0%), Y ~ N(uy,0%).
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Reseni

Z vlastnosti momentové vytvorujici funkce dostavame
2 t° o 12
Mx vy (t) = exp(uxt + O'XE) exp(,uyt + O’YE) =
2 ot
= exp((ux + py)t + (ok + UY)E)'

Proto X + Y ~ N(ux + py,o% + 0%).




[ (gamma) rozdéleni

Priklad

Ur&ete konstantu c tak, aby funkce cx?te™® pro x > 0 a nulova
jinde (a, b > 0 jsou parametry) byla hustotou ndhodné veli¢iny.

Reseni
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Hustota musi spliiovat
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Poznamka

\ ‘

Funkce I je zobecnéni faktorilu (F( ) (n—1)! pro n € N),
definované predpisem ['(a) = fo e *dx. Casto potitame
hodnoty této funkce s vyuZzitim vIastnost|

r(1/2) =, Ma+1) =a-I(a).

Definice

Rozd&leni ndhodné veli¢iny s hustotou

f(x)= b x37lebx

spoditanou v predchozim ptikladu nazyvdme gamma rozdéleni s
parametry a, b a zna&ime ['(a, b). Momentovd vytvofujici funkce je
pak M(t) = (b/b — t)?, stfedni hodnota E(X) = a/b a rozptyl
D(X) = a/b?.




Ptiklad (rozdé&leni x? podruhé)

Necht Z ma normované normalni rozd&leni. Ur&ete hustotu
transforomované nahodné velitiny X = Z2.

Reseni

Jiz d¥ive jsme vypodetli pfimym vypoétem pres distribuéni funkci,
Ze hustota

a ¥ekli jsme, Ze jde o (Pearsonovo) x? rozd&leni s jednim stupn&m
volnosti, které znatime X ~ x?(1). Nyni vidime, Ze jde o specialni
pripad l-rozdé&leni, totiz '(1/2,1/2).

Obecné pro soulet Y &tvercl n nezdvislych ndahodnych veligin s
rozdélenim N(0,1) obdobn& odvodime, Ze m3 rozdéleni I'(n/2,1/2)
a ¥ikdme, e Y ma rozd&leni x2(n) (chi kvadrét s n stupni
volnosti). Toto rozd&leni se ve statistice pouZiva velmi &asto.



Dalsi dalezita rozdéleni

F-rozdéleni

Jsou-li X, Y nezdvislé ndhodné veli¢iny s rozdélenimi
X ~ x%(k), Y ~ x?(m), pak m4 transformovana ndhodn4 veli¢ina

_ e

U= Y/m

takzvané Fisher-Snedecorovo F-rozd&leni F(k, m) s k a m stupni
volnosti.

Studentovo t-rozdéleni

Jsou-li Z ~ N(0,1) a X ~ x?(n) nezévislé ndhodné velitiny, pak
ma veli¢ina

Z

Vv X/n

tzv. Studentovo t-rozd&leni t(n) s n stupni volnosti.




Ptehled rozdéleni odvozenych od normdlniho

Zy,...,Zx ~N(0,1) . . . . . nezavislé normované normaln{
X? =S 7% ~x?(k) . . . . chi-kvadrat o k stupnich volnosti
2
Fem = % ~ F(k,m) . . F-rozd&leni s k a m stupni volnosti
__z i . .
Ty = NEAL t(k) . . . . . . trozd&lenis k stupni volnosti
Ztejmé Z2 ~ x?(1) a T2 ~ F(1,k).
rozdéleni | stfedni hodnota rozptyl
N(p, %) u o
x2(k) k 2k
t(k) 0 k/(k —2)
F(k, m) m/(m — 2) 2m?(k +m —2)/k(m — 2)?(m — 4)




Motivace

S jednim p¥ipadem limitni v&ty jsme se jiZ setkali —

de Moivre-Laplaceova véta ¥ikd, Ze binomické rozdgleni Bi(n, p) lze
za urcitych podminek aproximovat normovanym normalnim
rozdélenim. Obvykle se k aproximaci p¥istupuje pfi splnéni
podminky np(1 — p) > 9.

V této kapitole zformulujeme zobecnéni této véty a rovnéZ dalsi
tvrzeni umoZiiujici odhadovat chovani ndhodnych veli¢in p¥i velkém
poctu nezavislych opakovani ndhodného pokusu.



Ceby3evova nerovnost

Pro libovoIné € > 0 plati

P(IX = E(X)| =€) <

Dikaz.
Budeme odhadovat rozptyl D(X) ve spojitém p¥ipadé (diskrétni
analogicky), ozna¢me pfitom pro stru¢nost p = E(X) :

DX) = [ (X—wPrldxz [ (X—wPrx) dez

x—pl>e

2/ Ef(x)dx = EP(|X — p| > €).
|x—p|>e




Pomoci CebySevovy nerovnosti miZeme odhadovat
pravdépodobnost, s jakou se ndhodna veli¢ina s neznamym
rozdélenim odchyli od své stfedni hodnoty o vice nez k-nasobek

smérodatné odchylky (zfejmé& je totiz P(|X — E(X)| > ko) < %)

Ptiklad
Necht je E(X) = p, D(X) = o2.
@ Odhadnéte P(|X — u| > 30).

@ Vypottéte P(|X — u| > 30), jestlize navic vite, Ze
X ~ N(0,1).

Regen(
Q 1/9,
Q 0,0027.




Zakon velkych &isel

Véta (CebyZevova)

Necht jsou X1, Xo, ... po dvou nezavislé nahodné veli&iny, které
maji viechny stejnou stFedni hodnotu 1 a stejny rozptyl o%. Pak
pro libovolné € > 0 plati

< e) ="

lim P (
n—oo

Rikdme, Ze posloupnost aritmetickych primérii konverguje podle
pravdépodobnosti ke stfedni hodnoté .

1 n
n;Xi—H

Specidlnim p¥ipadem této véty je Bernoulliova véta, ktera ¥ika, Ze
je-li Y, ~ Bi(n, p), pak posloupnost relativnich ¢etnosti Y,/n
konverguje podle pravdépodobnosti k p.



Véta (Bernoulliova)

Pro ndhodnou veli¢inu s binomickym rozdé&lenim Y, ~ Bi(n, p) a
pro libovolné € > 0 plati

()"0

S
a

Diikaz.
Plyne snadno z Ceby3evovy nerovnosti, nebot E(Y,/n) = p a
D(Y,/n) = np(1 — p)/n* = p(1 — p)/n. O

P¥iklad

P¥i zkou$ce bylo zjisténo, Ze mezi 600 kontrolovanymi studenty je
5 studentd, kte¥i neumi ani malou nasobilku. Odhadné&te
pradépodobnost, Ze relativni ¢etnost takovych studenti se od jejich
pravd&podobnosti vyskytu lisi o vice nez 0,017 (Mizete
predpokladat, Ze pravdépodobnost vyskytu studenta bez znalosti
nasobilky je mensi nez 0,02).




Centralni limitni véta

CentralIni limitni v&ta d4 odpové&d na otdzku, pro¢ je normalni
rozdéleni nejdilezitéjSim rozdélenim. Ukazuje totiz, Ze rozdéleni
soultu dostate¢n& velkého poltu nezavislych a stejné rozdélenych
ndhodnych veli¢in Ize aproximovat normalnim rozdélenim.

Necht je Y1, Ya, ... posloupnost nezavislych stejné rozdélenych

nahodnych veli&in se sttedni hodnotou i a rozptylem . Pak pro
normované nahodné veli¢iny

_lNYion
sn_ﬁ; -

plati
lim P(S, < x) = d(x),
n—oo

kde ® je distribu¢ni funkce rozdé&leni N(0,1).




Mezi matematiky v CR je jich 10% s pFijmem p¥esahujicim
celostatni primér. Kolik matematikl je tfeba pozvat na konferenci,
aby s pravdépodobnosti aspoii 0,95 mezi nimi bylo 8 aZ 12 procent
s nadprimé&rnym p¥Fijmem?

Rezenf
Yn ~ Bi(n;0,1), E(Y,) =0,1-n,D(Y,)=0,1-0,9- n. Pak

0,95 < P(0,08n < Y, < 0,12n) =
_P(0,08—0,01n<Yn—0,1n<0,12—0,01>_
v0,09n ~ — /0,090 — /0,001

—v/n _ Y,—0,1n _ \/n Vn Vn

:P< 15 = /0,00 Sw)*“’(w)‘d’(‘w)'

Je tedy ¢ (%) > 0,975, co? je ekvivalentni \/n/15 > 1,96, tj.
n > 865.




Regeni (Pomoci Bernoulliovy nerovnosti)

Nyni vyuzijme Bernoulliovu nerovnost — ta dava

Y, 0,1-0,9
_n_ < >1_ 2 =
P< n 0,1‘ _0,02> >1-
coz ma byt alespori 0,95. Odtud
0,09
>~ — 4500.
"< 0,050,022

Vidime, Ze odhad prostfednictvim Bernoulliovy nerovnosti je
podstatné slabsi nez odhad s vyuZitim centrdlni limitni véty (resp.
de Moivre-Laplaceovy véty).




Statistika zkouma jevy na rozsahlych souborech p¥ipadil a zkouma
statistické znaky jednotlivych statistickych jednotek. Obvykle
nelze testovat vsechny jednotky zakladniho souboru, proto se
omezujeme na prozkoumani nékterého vybérového souboru
rozsahu n.
Pf¥edpokladejme, Ze jsme na n statistickych jednotkach naméf¥ili
soubor hodnot

X1y.+.3Xn

daného znaku. Znaky obvykle d&lime na kvalitativni (nominalni,
ordindlni) a kvantitativni (intervalové, pomérové).
Poctu prvk( souboru ¥ikime rozsah.



Zakladni pojmy popisné statistiky

absolutni (relativni) €etnosti, &etnostni tabulka

histogram

(vyb&rovy) primér, geometricky, harmonicky pramé&r
median, p-ty kvantil, percentil, kvartil

modus

rozptyl s2, resp. n/(n— 1)s2

rozpéti, kvartilové rozpéti, primérnd odchylka (od medianu)

koeficient Sikmosti, Spi¢atosti



Diagramy

Krabicovy diagram, box plot
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