e°]
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e) 8y + 10z + byy' + Tzy' =0 f) o' +——:;—1~+y =0

e) ¥y = y(y* + %) h) yz¥~ldr +2¥incdy =0

D (2P r2r)de+ody =0 - )y =(z+y)?

{zy’sledky 7 '
la) 22 +y2 = C, b))y = Ca, ¢) mjzyl +2—y = C, y = 0,d) y = 1,
y 2e¥ :€+1f)1—|—y2-—— (1—’52) g) 22 + y? = 2Injz| + C,
h) /1 -2 = arcsinz + C. 2.a) y* =2*(C'+ Inz?), b) 2 -zt =Cy® y=0,

¢) arctg = C +In/z?+92 d) \/3:2—{—1/_ = eFArCtEl o) y = —z,
)

£) 22 = 0% + 2Cy. 3.2) 5z + 10y + 7Injl0x + 5y + 9| = C, b) —6z + 4y —

7= Ce® ¢)r+ cotgZ =C, y ==z d) (x+2+2)7 = 9e?, 4.a)

(c+y—1)% = C(z—y+3), b) =2 M8 i = Oy+2), ¢ ) 2 f:cy—i—u{)*m y = C,
d) (ym2$——9)2('y z—3) = C.5.a) Ce™**+2c—1 b)e 22(C+%0), ¢) Ca? em—i—x
d) e*(Infz] + %5 )+C’e,e) (z +CY1 +2%), ) &=

T+l(

h) c:oi:n' 6.a) &3—,:.0829: +'EQ+%:b) (1+1D$-r-c )*1: c) x? "y :C:’U:
d)yg-—"%%— = T ) 4 g%y 4oy Cb)7+a1c ¥ =Cc )’Lr)y—yng,
d) 1/(= +'y)+ =(C.8a)s— Y = Cb)x—i—gﬁ CC‘)}!*-}-IHJ::O;
d) (zsiny + ycosy — smy) = C. 9.a) Vyraz QJ‘ Q“’ musi byt funkel z + y,
b) Vyraz %%;‘3 musi byt funkei zy. 10.a) y = C2? + I, b) sin¥ = Cu,

o) 14+ z2)(1+y?) =Cz* d)y = Ce_‘fr +e* — 1, e) (z+y)*(2z + J)3 c,
gz = Ce wF 11) g¥ = C, 1) (2% + y¥)e” = C,

. 1
Y = TEnc+m)itae):
y=—z+ tg(z+C).

PR,
e

1.4 Ukézky aplikaci rovanic prvniho fadu

Jak jsme se ji# zminili v tvodu, diferencidlni rovnice maji fadu aplikaci. V sou-
gasnosti to ji# neni jen ve fyzice a technickych disciplindch, ale 1 v biologii,
ekologii a chemii a pronikaji t67 do ekonomie a dalsich spolecenskych véd. Uké-
yeme si formou piikladi nékterd aplikace. Radu dalgich lze nalézt v poletné
literatuie, 7 niz uwvadime jako malou ulkézku napt. [5, 11, 13, 23, 28].

Priklad 1.12 (Rezpad radioaktivniho materidlu) Je znémo, Ze rychlost
rozpadu radia j(‘ pE{mo tmérnd okamzitému mnozstvi radia. Polomeér rozpadu
izotopu radia 22ZRa je 1590 let, tj. pofatedni munozstvi se za tuto dobu zmensi
na polovinu. U1 cctc za jak dlouho se poc Fatetni muorstvi snifl o 25%.

i
:
§
o
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37
kde k > 0 je konstanta tmérnosti. Necht v fase ¢ = ( je mno¥stvi radia rovno
40- Pak

1
y{0) = yo, »(1590) = 5 Yo
a mame uréit £1 tak, aby

3
y(ty) = i Yo-

Diferencidlni rovnice pro y(t) je homogenni linedrni rovnice, tj. rovnice se sepa-
rovanyml proménnymi. Tedy

d dy
—y:k‘y — i’zkdt == lInly] =kt +1Inc
. dx 1 o b
a po odlogaritmovani _ .
y = ce®’.

Z pocateéni podminky v ¢ = 0 uréime

yo = y(0) = ce®®

=z
a hledané partikulirni Feseni je

y(t) = yoe™.
Dosadime-li do tohoto vztahu # = 1590, dostaneme

1

= l .
5 Yo = y(1590) o yUG"EDgO'L" o -2— — 61590}“_
Logaritmovanim dostaneme

— 2= 1590k

. h In2
o 15907
Koneéné pro £; mame
=~ yg = y(t;) = yoe - =gl
) yo =y(t1) = o = 1 €
Odtud vypodteme
3 n 2
ng=ktn = 1= —4 = 660,

Ke snizeni o 25% tedy dojde asi za 660 let.
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Piiklad 1.13 (Rychlost chemické reakce) Uvazujme dvé chemikilic AaB,
které navzajem reaguji. Predpokladejme, ze pii vytvafeni nového produktu se
kombinuje jedna molekulaz A s jednou molekutou z B. Uréete rychlost chemicke
reakce, vite-li, Ze je pfimo dmérnd soudinu okamzitych koncentraci reagujicich
latek. ‘ '

Resent: Necht z(t) resp. y(t) je koncentrace (v molekulach na litr) v Case ¢
latky A resp. latky B. Nechf a = z(0) > 0, b= y(0) > 0 jsou podatedn{ koncen-
trace. Proto¥e se spolu kombinuje po jedné molekule, klesaji obé koncentrace
touz rychlosti, tj. ' :

o _ dy
) . Cdt o dt
Ubytek z(t) koncentrace latky A resp. B v Case ¢ je pak ddn vztahem
z(t) = a — z(t) resp. z(t) = b — y(t). (1.21)

Odtud méame :
dz dx Eﬁg

dt At dt

Vyraz ’Cciz_i nazyvame rychlost reakce. Zadani ndm iika, ze plati
dz .
-— = kxy,
at =~

kde k > 0 je konstanta imérnosti (kterou lze experimentalné uréit). Dosadime-1i
za z ay 7 (1.21), dostaneme pro z(t) diferencidlni rovnici

Z =k(a—2)(b—2), z(0)=0.
To je rovnice se separovanyl proménnymi, tedy

.dz . dz
—d—t-zk(Z'—a)(Z“b) — m:kdt

[aemm=r/

Integral na levé strané je z racionalni lomené funkee. Po jednoduchém rozkladu
na parcidlni zlomky vyjde pro a # b '

' dz : 0715" a_} L ‘ |
/mﬁ/(z—ba“;——ib) dz:a_b(ln\4~a|—1n|zw—b|),

Tedy

a po integraci

1
a—0b

zZ— @

In =kt -+ Inc.

z —
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Po odlogaritmovani vyjde
z—ua
z—h

Z pocatetni podminky 2(0) = 0 dostaneme

— Cafbek{afb)t‘

Po dosazeni a osamostatnéni 2 postupné mame

zZ—a

4 Eek{a—b)t Kla—b)t”.
-z —=b '

abek(a—b)t,

= bz—ab=uqze

t].
ehkla=b)t _ 1
Z@ = ?b aekla~byt _p°
Rychiost reakce je tudiz
dz bk(a, — b)eFla=b)t(gekla—b)t _ by — {eka=bt _ )k
(aek(a—_b)t _ b)2

(a _ b)ek(a—b)t
ar = ° '
k‘((], ﬁ b)ek(a—b)t(aek(aﬁb)t — b — gekla—b) + (1',)
(aek(amb)t _ b)2 B

ehla—b)t

= ab

I 2
= kab{a — b) (acka b g2
Proa=1%je
C o dz ‘ 9 1
—_— —a) “dz = — .
/(za)2 /(z @) Z z—=aq’
" takze
——— =kt +e
Z pocéatecni podminky dostaneme
———=04+c = ==
0 —aq a
a tedy
1 a
~- =kt+ - = z-g= - .
Z—a a akt + 1
takze
) a a’kt
2t) =a — = :
aki+1  akt—+1
Pak rychlost reakee je '
dz o, Hakt + 1) — tak a?k
— =a“k = :
dt {akt +1)2 (akt + 1)2
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Priklad 1.14 (Smichdvéni) Velkéd nddrz obsahuje 100 hl slané vody, v niz je
rozpudténo 50 kg soli. Do nadrie viékd rychlosti 6 hl/min sland voda obsahu-
jici 2 kg soli na jeden hl. Smés, kterd je promichévinim neustale udrZovana
homogenni, vytékd z nddrze rychlosti 4 hl/min. Urlete vysledné mnozstvi soli
v nadrii po uplynuti ¢ min.

Reseni: Oznaime y(t) mnoistvi soli v kg, které je v nadr#i v Case £, ¢ > 0.
N4dr# obsahuje v fase t z¥ejmd 100 + (6 — 4)t hl vody. Koncentrace v toméo
okamZiku bude '

y(t)

100 + 2t

Necht to > 0 je pevné a £ > {;. Pak behem asového intervalu {fg, ) piibude
v nadrii ' '

ke /hl.

6v2‘(twig)::[6‘2ds
to )
kg soll a ubude |
't
y(s)
4. 2 s
,/to 100 - 25

kg soli. Tedy musi platit

d?

) = utto) + 12(0~ 1) — ¢ [ 4

100+ 25

Kdy# tuto rovnost zderivujeme podle ¢ {s pouZitim véty 6 derivovani integralu
jako funkce horni meze), dostaneme

dy(¢)

) = 19 — A
v (t) 100 1 2t

(1.22)
co? je hledana diferencidlni rovaice. Tuto rovnic nyni vyfeiime. Jde o nehomo-
genni linedrni diferencidlnf rovnicl prvniho fadu. '

1. Homogenni rovuice je :

dy Ay o dy_ 4dt
dt 100 + 2t y 100+ 2t

a po integraci

/d‘i‘f R B
y ) 100+ 2

Protoze
. 2%+ 100 = wu 1 . , :
it 1 T 1 1
ﬁﬁz =1 2dt = du = 5 - 5 In |ul = 5 11100 + 241,
M . I di" — ‘é“d-‘?!, ‘ N U & I =

i
§
:
|
|
.
|
i

:
|
4
g
]
Z::g
2
:'E.%
E
':Zf%
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vyide po integract
Infy| = =2 |100 + 2t + In¢,
t]. _
s
Y= o o
(100 + 2¢)
IL. Partikularni FeSeni nehomogenni rovnice najdeme ve tvaru
K(t)
y(t) = o
(100 + 2t)

Je

K'(6)(100 4 26)° — K (£) - 2(100 + 2£)2

v = (100 + 2¢)4

Po dosazeni do rovnice (1.22) vyjde

K'(1)(100 + 26)° - 4100 + 2K () 4K(1) KD

—1g. = 9,
(100 +20)% - (100 + 2t)3 (100 + 2¢)2
Tedy '
100+2t = u |
K(t) =12 /(1‘00 20 dt = 2dt = du | = 6/u2 du = 2u® =
dat - = %du .

= 2(100 + 2¢)°.
Partikularni feSeni tudiz je

2(100 + 2t)3
y= 2o T2 90100 + 26),
Y= oo rone - SU0+ 20,

takZe obecné fefeni rovnice (1.22) je

) C .
y(t) = CESTEN 2(100 + 21).
Protoze y(0) = 50, dostaneme pro ¢ rovaici
[ ) l - . ) . I
50 = 1002+200 = c¢=-150-100" = —15-10°.

Mnozstvi soli je tedy déno funkef

15-10°
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Piiklad 1.15 (Slozity tirok) Necht cdstka Ap je investovana pri rokové miie
k% za rok, piicem? trok je pfipisovan spojité. Ukadte, Ze hodnota investic A({)
po t letech je FeSenim linedrni homogenni rovnice

dA k

o 24, = Ay. ' 1.2
= g A =4 (1.23)

Redent: Predpoklsdejme, %e trok je ziskdvin s mirou k% za rok a je piipiso-
van n krat za rok. Pak mnozstvi Ay (t), které je souctem uroku a jistiny, je na
konci ¢ let dano vztahem

Eo1\™ E 1A t
Aﬂ( )= Ao (1 i 7 100) Ao {(1 i 1 100) ]

Nyni je pfirozené¢ definovat

v

Alt) = lim A (t).

T1—r0OC
Protoze je

L= 00

T .
hm(ywﬁ — e weR,
oon :
vyjde

Eo1y" ’ & \? K

A() = Ag | lim {145 = :A(mm):Awmﬂ
n—oo \ n-100 '

To je ale pravé Feeni pofatetni tlohy (1.23), jak se lze snadno plesvéddit dosa-

ZE1ITL.

Pifklad 1.16 (Elektricky obvod) Idedlni napétovy zdroj o konstantnim na-
péti U napdji sériovou kombinaci rezistoru o odporn A ohmi a indukforu o -
dukénosti L henry — viz obr. 1.11. Scstavte a yyteste diferencidinf rovnicl pro
proud #{t) odebirany ze zdroje. '

Beseni: Podle druhého Kirchhoffova zdkona je algebraicky soucet viech na-
péti v nzavieném obvodu roven nule. Oznadme i(t), ¢ > 0, proud v ainpércch,
ktery obvodem prochizi. Pak L g—; je napéti na induktoru a I je napéti na
rezistoru. Tedy

d
LY L Ri-U=0.
"
£,
e S =T i) = (120
z TL & ) - ]‘" ‘( b lﬂ' .

ke 7y je velikost proudu na podatku. Tde o nehowogenni linedarni rovaici prvniho
Fadiu.

=
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Obr. 1.11: Elektricky obvod

I. Pro homogenni rovnici mame

d R di_ R, ’dz'__AR'/'dt
i L i Y T A

_ I R 2
In ji| = ~F t+1lne = i(t)=ce T
II. Partikularni feSeni nehomogenni rovnice najdeme ve tvaru
. _E
i(t) = K(t)e ot

Po dosazeni dostaneme

. _R I 5 U
K'(t)e £F — K(f,)e?*g‘ + %K(t}e““ﬂt - %
t].
U r
K'(1) = —er?
| )=
Odtud
U LI U U, U
K(t)ﬂf/egtdt_ %d." = %g _E‘/esdsmﬁesiﬁe%t,
takze partilularni feseni je
o : /
?,(?‘,) = E e%teﬁ%t —_ ;

Obecné Fefeni rovnice (1.24) pak je




44 Ohycejné diferencidlni rovnice prvaiho fadu

-7 potatedni podminky dostavame

ig—c+ = = =19 — v
TR T SR
Pribéh proudu je tudiz popsan funkei
U r, U
i)y =g — = e 2h 4+ =
(t) (50 R) + I

Piiklad 1.17 (Silo¢ary) Necht Fz,y) = {P(z,v), Q(z.y)) je nenulové rovin-
né silové pole, které je definované na oteviené mnoziné (2. Odvodte diferencidlni
rovnici pro siloGary, vite-li, Ze tefna k siloCife je v kazdém bodé souhlasné ko-
linearni s vektorem sily v tomto bodé. '

Regeni: Nechf C je silodara, kteia mé parametrické rovm(,e (o(t), (1)),
t € J, kde J je interval. Pak jeji tefny vektor v bodé (zg.y0) = {p(t 0) Pitn)),
to € J, je t{zo,vo) = (¥ (to), v (to)). Vinie, Ze ma platit g, yo) = AF (:LU,JU)
kde A > 0. Tedy ' :

(90_’(150), W(io)) = /\(P(Imye);@(mo;yo))-

Protoze F #+ 0, nejsou P a @ soudasné nulové. Necht napf. P{zg,y0) # 0. Pak
i o'{t0) # 0 a C je v okoli bodu zq grafem funkce proménné z, tj. y{z). Podle
vity o derivaci funkce dané parametricky — viz napf. {13, str. 100] — je

" dy  y'(to) AQ(zo,yo) Q(z0,y0)
y'{wo) = T —— =
dr {ta) /\P(ibozy{)) P(xo, yo)

Odtud dogtavame %e y(x) vyhovuje rovnici
Q(z,y) dx — P(z,y)dy = 0.

Analogicky se zvaii piipad Q(zg,yo) # 0. Pfedchozi rovnice se obvykle zapisuje
ve tvaru
da dy

Plz,y)  Qle,y)

Cviceni

1. Uvazujme homogenni chemickou reakei, v niz piisobi jedna latka. Necht na po-
E4tku reakee, ti. pro f = 0, je koncentrace rovia a > 0. Je-li a —x(t) koncentrace
v Case t, je podle V\Tﬂhehnyho zékonu rychlost reakce rovna

dx

b = k(a —z),

SRR R e s b sl e R R e
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kde k > 0 je konstanta dmérnosti. Urdete x(t).
| l#(t) = a(1 — =]

2. UvaZujme dvE chemikalie A a B, které navzajem reagujl. Predpoklddejme, Fe
Pl vytvifeni nového produktu se vize Jedna molekula 7z A se dvéma moleki.
lami z B. Uréete rychlost chemickeé reakce, vite-li, Ze je pifmo Wmérn4 soudinu
okamzité koncentrace litky A a druhé mocniny okam¥ité koncentrace latky B
— viz pitklad -1.13.

iy

T A 7- g R A— d_‘T.
Napoveda: Je @ =25

[z’ =kla - 2)(b—22)?, 2(0) = 0;

1. | bh—2z N 1 . In ¢ " 1 . % 4 b
Ca b M T st st e =kt pro 2a £ b,
(20 — )2 R (2a ~ b)(b—22) " (2 —0)2 " b —2ap P '
1 1

T %5~ —= =kt pro 2a=1»%
8(a —z)2  §g2 b . J
3. Najdéte Tefen{ poatecni tlohy Li' + Ri = U, i{0) = iy, kde I > 0, R >0,
U aip jsoun dané konstanty. Je to rovnice pro proud ¢ = i(t) v ampérech v obvoduy
obsahujicim induktor o indukénosti 7, (v henry), rezistor o odporu R (v ohech)
a idedlni zdroj o naps&ti [/ (ve voltech). Necht L, U a iy jsou konstanty a R je
barametr, kterym se proud reguluje; tedy ¢ = i(t, R). Dokaiite, e ‘
o Ut
Hm ot R) = i(¢,0) = T + i

R—0+

pro kazdé ¢.

4. Predpokladeime. 7o radioaktivni izotop stroneig 908 se rozpads exponencial-
I Jie, I P D
né podle rovnice ¢ = —ay, a > 0. Urcete konstantu a a Cas, za ktery se snix
mnozstvi stroncia ze 100% na 10%, vite-li, e polodas rozpadu je 28.1 roku.
; ’ b ] ;

:
[@ = 552 = 0,025; £ = 93,3 roku|

5.Velks nadry obsahuje 100 hi vody, v niz Je rozpudténo 50 kg soli. Do nf pritéka
rychlosti 3 hl/min roztok obsaliujici 2 kg soli v jednom hl. Smis je michénin
udrzovina homogenni a vyteka stejnou rychlost! z nadrie. Jak mnoho soli je
v nadrzi po 30 min.? '

i

1117, 5 ke
6. NadrZ obsahuje 50 hi vody. v ni% je rozpuiténo 20 kg soli. Do nadrie je pri-
davdna ¢ista stl rychlost] 1 kg/min. Smés je udriovina homogenui a vytéki
z nadrze rychlosti 2 hl/min. Jak mnoho soli Je v nadrzi po 10 min.? Jaks jevé
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dobé koncentrace?
19,7 kg; 0, 66 kg/hl]

7. Velkd nadrz A obsahuje na poddtku 60 hl vody a 40 hl alkoholu. Do nadrze
pfitéks voda rychlosti 3 hl/min a alkohol rychlosti 1 hl/min. Smeés, ktera je

diikladné promichavana, tete do druhé nidrze B rychlosti 3 hl/min. Nédrz B -

obsahovala na potatku 100 hl vody. Smés je v nadrZzi B michanim udrzovana
homogenni a vytéka z ni rychlosti 2 hl/min. Jak mnoho alkoholu je v kaZdé na-
dr7i po 50 min.? Ktera nadrz nakonec (tj. pro velkd t) obsahuje vice alkoholu?,

[A: 41,9 hl; B: 33,1 hl; B]

AR R




