Seznam prednasek z matematické analyzy 1

1.

10.
11.
12.

13.

Zobrazeni, funkce (defini¢ni obor, graf, inverzni a sloZend funkce, vlast-
nosti funkei - sudost, lichost, monotonie ...)

Podmnoziny mnoziny R, jejich suprema, infima, maxima, minima, po-
jem okoli

Polynomy, racionalni funkce

Pojem limity funkce - vlastni limita
Spojitost funkce

Derivace funkce a jeji vyznam - tecna
Obecné véty o spojitosti a derivaci

Spojitost a derivace inverznich a slozenych funkci

. Elementarni funkce

Nevlastni limity, limity v nevlastnich bodech
L’Hospitalovo pravidlo, neurcité vyrazy
Vysetfovani pribéhu funkce, extrémy, vyznam derivaci, asymptoty

(Posloupnosti)



Opakovani - rovnice, nerovnice, matematicka
indukce

Priklad 0.1. Urcete, pro kterd x € R jsou splnény nerovnosti:

1.

=

10.
11.
12,
13,
1.
15,
16.
17,
18.
19.

20.

S v e

3r—2<x+10 [(—00,6)]

2 —Tr+12>0 [(—00,3) U (4, 0)]
202+ —1<0 [(—1,3)]

472 4+424+1>0  [(—o0,—3) U (=1, 00)]
??+3x+3<0 [0

-E<dm (30U Gh )

T+2>0A32-2<0  [(—2,2)]

r+2<0A3z—-2>0 [0]

[z —3|>5  [(—00,—2)U(8,00)]
lz+2] <8  [(—10,6)]

z—al<e [(a—€a+te)
lz—al<e  [(a—e€a+te)

e —al>e  [(—o00,a—€)U(a+eo00)]
0<|z—al<e [(a—€a)U(a,a+e)
r+l<lz]  [(-o0,—3)]

27 — |3x 4+ 6] < B2 [(—o0, 00)]
R - )

2l 91— 4o > lo - 32 [(—00,~2)]
o =3 +3jz—1|<2c+1  [(3,D)

@ =4[ <3 [(=vVT,-D) UL, V7)]



21. 2 +2—-2>0  [(—o0,—2)U(1,00)]

22. 1*4+2r+4>0 [(—00, 00)]

23. 2 —x+1<0 [0

2/ 12 —20+1>0  [(—00,1)U(1,00) = (—00,00) ~ {1}]

Priklad 0.2. Matematickou indukci dokazte:

1
1-2+2-3+...+n-(n+1):g-n-(n+1)-(n+2).



1 Zobrazeni, funkce
Priklad 1.1. Nakreslete graf funkce:
a) y=2sin(2x + 1)
b) y=|sinz|
¢) y = sin|z|
d) y= \/gsing +cos §

Priklad 1.2. Urcete definicni obor funkce:

1.
y= JE 3012 [(=00,1) U (2, 00)]
2.
=y (M55)
3.
Y= loga: 2 [(07 1) U (17 OO)]
/.
IS U
Y Vv —|z|
d.
y = Insinx {x:x e (2km, 2k + 1)), k € Z}]
0. 1
y:m+\/l‘+2 [(—2,0) U (0,1)]
7.
y=7—=+ In(z* —x)  [(—=1,0)U(1,2) U (2,00)]
8. I
y:lnm—3x+5 [(4,5) U (6,00)]



y = Insin(z — 3) + V16 — 22 [(3—2m,3—m)U(3,4)]

Priklad 1.3. Ke kazdému x € R existuje k € 7Z tak, Ze k < x < k + 1.
Definujeme funkci celd cast cisla x, [x] := k, kde k € Z je ¢islo magici
predchozi vlastnost. Napt. [1,752] =1, [r] = 3, [-5,28] = —6, [—7*] = —10.
Nakreslete graf funkce y = [x].

Piiklad 1.4. Definujeme funkei I1(z) takto: I(x) := pocet prvocisel, kterd
nejsou vétsi neZ x. Nakreslete graf funkce y = Il(z) pro x € (0, 20).

Piiklad 1.5. Nakreslete graf funkce y = \/x — [/x].

Priklad 1.6. Uvedte piiklad funkce sudé, liché, periodické s periodou p # 0,
ohranicené, monotonni a ryze monotonni.

Priklad 1.7. Nakreslete graf funkce:

cosr pro—m<x<0;

y=11 pro 0 < x <1;
% prol < ax < 2.
Urcete obor hodnot dané funkce. [H =(—1,1)]

Priklad 1.8. Urcete definicni obor funkce:

1.
y=In(z+vVa?-1)
2. -
y=In , a>0
T+«
3. )
y=1In[2*(—2+ 3z +4)] + ——
[ ( )] log, |z|
4.
y=ve**l—a «a€clR
b.

Yy = \/(:p — 1) (e** —4e” +3)



2. D= (—a,a)
3. D= (-1,0)U(0,1) U (L,4)
4. D = (—o0,00) v piipadé a < 0
D = (3(1+1na),00) v pifpadé o > 0

5. Ziejmé 1 € D.
L o> 1:e¥®—4e"+3 > 0; % — 0
0. Tedy e* € (—o0,1) U (3,00) < xe(oo
(1,00) N [(—00,0) U (In 3, c0)]
II. z < 1: ezx—4e +3 < 0;
(0,In3) = (0,1).
D ={1}U(In3,00) U (0,1) = (0,1) U (In 3, c0).

= -3y -1 =
0) U (In 3, 00). Odtud

e’ € <1,3> < x € (0,In3) a (—oo0,1) N

Priklad 1.9. Urcete definicni obor a obor hodnot funkce:

a)
y=vVr—2+2
b)
Y=
¢)
B x
v 1+2

Reseni. a) D = (2,00), H = (2,00)
b) D= (—o0,-1)U(-1,1)U(1,00), H = (—00,0) U (1, 00)
c) D= (—00,—1)U(0,00), H=(0,1)U (1, 00)
Priklad 1.10. Nakreslete grafy funkci y = ™ pron € N an € Z.

Piiklad 1.11. Nakreslete grafy funkciy = 8x — 222, y = 22° + o + 1.



Priklad 1.12. Rozhodnéte, zda nékterd z nasledujicich funkci je sudd nebo
licha:

COs T

[ Vst = 1 =/ log, (¢ + Va? + 1)

sin 22; cotg x; 21;

Priklad 1.13. Naleznéte nejmensi periodu funkei sin iz, cotgax (a > 0),

3
cos? 2z.

Resent. 6w, =, T
a’ 2

Priklad 1.14. Urcete intervaly, na nichZ jsou monotonni funkce |sinzx|,
T+ |z|, 2Y/°.

Priklad 1.15. Urcete slozky a definicni obor funkci

z+1
r—1

veosz, logtg2x,

Priklad 1.16. Naleznéte inverzni funkce k funkcim

2x — 1 1
_ - - — 10:1373 — — 23:1371’ — )

e Y3 = Ya Ys = T + [7]
Resend.

_ or +1 _ _ 1 _ 1

wl=gg W =loger 43,y =— oy = S(logyr +1).

Priklad 1.17. Urcete maximdlni definicni obor a obor hodnot funkce y =
V4 — 22 a nakreslete jeji graf. (D =(-2,2), H=(0,2)]
Priklad 1.18. Urcete maximdlni definicni obor funkce y = cotgx a nakres-
lete jeji graf. [D ={z € (—00,00) : x # kn,k € Z}]

Priklad 1.19. Nakreslete graf funkce

1 pro x € (—7,—6);
_J0 pro x € (—5,0);
AP pro x € (0,4);

U takto dané funkce mdame definicni obor zadan. Jaka je to v tomto pripadé
mnozina? [D = (-7,—6) U (—5,00)]



Priklad 1.20. Urcete, které z funkci v prikladech 1.17 - 1.19 jsou ohranicené,
sude, liché, periodické. Urcete intervaly, na nichZ jsou tyto funkce monotonni
a ryze monotonni.

Priklad 1.21. Najdéte periodickou funkci y = f(x) s periodou p = 2 tako-
vou, Ze na intervalu (0,2) je f(z) = g(x), kde

0 pro z € (0,1);
11—z proxe(l,2).

Nakreslete graf této funkce.
Resend.

2k+1—2 proxze (2k+1,2(k+1)),
kde k € Z je libovolné.

fx) = {0 pro x € (2k, 2k + 1);

Priklad 1.22. Najdéte lichou periodickou funkci s periodou 27 a defini¢nim
oborem D = (—00,00), kterd je na intervalu (0,7) rovna 1. Nakreslete graf.

Reseni.
—1 proz € ((2k — )7, 2kn);
f(x)=<20  prox = km;
1 proxz € (2km, (2k + 1)n),

kde k € Z. Tuto funkci lze také zapsat takto:
f(x) = sgn(sinz).
Priklad 1.23. Nakreslete graf funkce:
1. y=|2? -3z +2

2. y=2lr+1]— 3z +8/+3



2 PodmnozZiny mnozZiny R a jejich vlastnosti

Priklad 2.1. Dokazte, Ze pro libovolné mnoziny A, B a C' plati:
1. (AUB)NC=(ANC)u(BnNC)
2. (ANB)UC =(AuC)Nn(BUC)

Reseni. 1.7C":ze€e (AUB)NC=x€ AUB,ze(C=z¢€ AVzrc
BizreC=rxe ANCVzeBNC=zec(ANC)U(BNC)
"Dz e(ANC)U(BNC)=rxec ANCVereBNC=accAVxe
BireC=re AUB,xeC=z€(AUB)NC

2.7C"x e (ANB)UC =2z ANBVzeC=(reAxeB)Vz e
C=2rcAUC,zre BUC=z2ec(AUC)N(BUCQC)
D"re(AUuC)N(BUC)=2xc AUC,x e BUC=xec(CVuae
ANB=xze€(ANB)UC

Priklad 2.2. Dokazte, Ze pro libovolné mnoziny A, B a C' plati:
(ANB)NC=(ANC)N(B\C)

Reseni. "C":r € (ANB)NC =2€ ANB,xa ¢ C=x€c Ax € B,x¢
C=zcANCizeBNC=zxec(ANC)N(BNC)

Dz e(ANCO)N(BNC)=2x e ANCizre BNC=z€Ax¢(Cxc
B=zecAnNBz¢C =z (ANB)\C

Priklad 2.3. Urcete (pokud existuji) sup M, inf M, max M, min M :
1. M ={0,-1,2,5,6,8}
2. M={:n=123..1}
3. M={n?>-2n+1:neZ}
4. M =(0,1)
Reseni. 1. max M =supM =8, min M = inf M = —1
2. max M =sup M =1, inf M = 0, min M neexistuje

3. max M neexistuje, sup M neexistuje, min M = inf M =0



4. max M neexistuje, sup M =1, min M = inf M =0
Priklad 2.4. Dokazte tvrzeni: Bud M # (), M C R a necht a € R. Pak

a=supM ) x<aVreM
2)Ve>03x, € M iy >a—¢

Reseni. "=":a =sup M = x < a Vo € M, ¢&li plati 1). Pfedpokladejme, Ze
2) neplati. Pak existuje ¢y > 0 tak, ze Vo € M je x < a — ¢. Tedy a — ¢ je
horni zavora mnoziny M, zaroven a = sup M = a < a — €, spor. Plati tedy
i2).

7<": Necht plati 1) a 2). Pak podle definice urcité plati sup M < a. Pted-
poklddejme, ze sup M < a. Polozme ¢ = a —supM > 0. Z 2) plyne, ze
dxry € M :xy > a—e=sup M, spor. Tedy sup M = a.

Priklad 2.5. Dokazte pro libovolné podmnoziny A, B mnoZiny R a libovolnd
redalnd cisla a, b, c:

1. a=max M = a=sup M
ACB=supA<supB
ACB=infA>infB

sup(A U B) = max{sup A, sup B}
inf(A U B) = min{inf A, inf B}
sup(A N B) < min{sup 4, sup B}
inf(A N B) > max{inf A, inf B}

min{a, b} = $(a+b— |a — b))

© ® NS &

max{a,b} = 1(a+ b+ |a—b])

~
S

la| = max{a, —a} = —min{a, —a}

~
~

. min{a, max{b, c}} = max{min{a, b}, min{a, c}}

~
I\

. max{a, min{b, c}} = min{max{a, b}, max{a, c}}

10



Reseni. 1. a =maxM = [zr < aVo € M|[Aa € M = [z < aVrx €

10.

11.

MIAN[(beRz<bVzeM)=a<b=a=supM

Ozna¢me a = sup A, b = sup B. Pak plati: b =supB = z < b Vx €
B=12<bVre A= a<b, nebotf a =supA.

analogicky

Ozna¢me a = sup A, b = sup B, ¢ = sup(AUB), d = max{sup A, sup B}.
Pak plati:

"<"zrxe (AUB)=r € AVre B=[r<aVre AV <
bVreB|=r<a<dVreAVrz<b<dVreB]l=z<dVze
(AUB) = c<d

7 >7d=max{a,b} =d=aVd=b=d<cVd<cpodle2=d<c

analogicky

Ozna¢me a = sup A, b = sup B, ¢ = sup(ANDB), d = min{sup A, sup B}.
Pak plati:
re€(ANB)=2rc ANz eB=x<aVreAAN[zx<bVre B =
[z <aVre (ANB)|ANz<bVre (ANB)|=x<dVre(ANB)=
c<d

analogicky

a>b:i(a+b—|a—0b])=b=min{a,b}
a<b:z(a+b—|a—>b]) =a=min{a,b}

analogicky
plyne z pfedchozich dvou

a>bAa>c:max{min{a, b}, min{a, c}} = max{b,c} =

= min{a, max{b, c}}

a <bAa < c:max{min{a, b}, min{a, c}} = max{a,a} =a =
= min{a, max{b, c}}

a>bAa<c:max{min{a,b}, min{a,c}} = max{b,a} = a =
= min{a, max{b, c}}

a <bAa>c:max{min{a,b}, min{a, c}} = max{a,c} =a =
= min{a, max{b, c}}

11



12. analogicky

Piiklad 2.6. Urcete mnoZiny dané témito vijrazy:
1. (1,00) N (=1,2)  [(1,2)]

(0,00) N (=1,2)  [(2,00)]

((=00,=2)U(=2,0)) U(0,00)  [(—00,00)]

(=1,5 > (5,100)  [{5}]

(—1,10) N (15, 20) 0]

(-1

S oA e

74)/ [(_007_1) U <47 OO)]
7. (1,5) ~ (0,5) 0]
Priklad 2.7. Za predpokladu existence dangjch vyrazi dokazte:

1.
sup|—f(x)] = — inf f(x)
2.
Inf[=f(2)] = —sup f(x)
3.
ilélj[f () +g(2)] < Sup flx) + Sup 9(x)
/.

f[f() + g(x)] > in () + in g(x)

€A

5. V' 3 a 4 nelze nerovnosti nahradit rovnostms.
Resend. 1.

ilelg[ —f@)]=c=

= [—flx)<cVer e AJN[(beR,—f(x) <bVx € A) = ¢ <D
= [f(x) > —cVe e AIN[(DER, f(x) > -bVr e A) = —c > —b

= inf f(2) = —c = supl— ()] = o = ~ inf, (z)

12



2. analogicky

3.
f(z) <sup f(x),g(x) <supg(x) Vo € A

TEA z€A

= f(z) + g(x) < sup f(z) +sup g(x) Yz € A

z€A
= sup[f(z) + g(2)] < sup f(z) + sup g(x)
€A €A €A
4. analogicky
5. Staci uvazit funkce f(z) = sinz a g(z) = cosz a mnozinu A = (0, 7).

Priklad 2.8. Dokazte:

L max{r:r= "5 n#-1neZl=2

2. sup{z:x =5, neNt=1
3 inf{r:z= S5, neZ}=0
4. max{z:x = 2H,nEZ}_l
5. sup(AUBUC)—l jestlize A = {x : x—n2+1,n€Z}
B={z:x= mneN}, C={zr:x=372%n>0}
Reseni. 1Pron——23ex——f—2 Déle |25 = |1 — =5| <
<1+ |=5| <2 pro véechna n € Z, n # 1
2. Plati 25 < Z—i} =1 pro n € N. Déle bud e > 0 libovolné. Zvolime=li
n €N, n>;,pak
1
- 1-——>1-e

= >
n+1 14+1/n 1+e

3. Plati > 0 pro n € Z. Déale bud € > 0 libovolné. Zvolime=li n € N,

2+1
n>ﬁ,pak
1 < 1 € -
= €
n2+17~"1/e+1 1+e€
4. Plati ' <1 pron € Z. Pron =0 plati z = 515 = 1.

0+1

13



5. sup(AU BUC) = sup((AU B) UC) = max{sup(A U B),supC} =
max{max{sup A, sup B}, sup C'} = max{sup A, sup B,sup C'}. Protoze
supA=1,supB=1lasupC = %, jesup(AUBUC) = 1.

14



3 Polynomy, racionalni funkce

Piiklad 3.1. Provedte déleni polynomi (se zbytkem, pokud vyjde):

1 (=% — a2t 4+ 323 — 222+ 1) : (a2 — 2 + 1) [zt — 222 + 2 + 1]
2. (22875 +62* 323 —2?—22+1) : (22 —3x+1) 22t — 23+ 2%+ +1]
3. (2% + 25 -3z —42¥ + 22 + 32+ 1) : (23— 22— 1) [23 + 2% — 2 —1]
4. (22* — 323 + 42% — 5x +6) : (2? — 3z + 1) 222 + 3z + 11,252 — 5]
5 (23 —30 —x—1): (322 -2z +1) [5(3z —7), §(—262 — 2)]

Priklad 3.2. Pomoci Hornerova schématu provedte déleni se zbytkem.:
1. (z* =223 + 422 — 62 +8): (v — 1) (23 — 2% + 3z — 3, 5]
2. (22° — b3 —8x) : (v + 3) [22% — 623 + 132 — 39z + 109, —327]

Piiklad 3.3. Pomoci Hornerova schématu vypoctéte hodnotu polynomu P(x)
v bodeé xq:

1. P(x)=a*— 32+ 622 — 10z + 16, 79 = 4 [136]
2. P(z) = 2° — 42% + 627 — 8z + 10, xg = 2 [18]

Ptiklad 3.4. Dokazte: Necht P(x) = apx™ + a12™ ' + ... + ap_17 + a, je

polynom s celociselnymi koeficienty (tedy ag,...a, € Z) a necht o = g,

p,q €7Z,q# 0, paq nesoudélnd, je korenem polynomu P(x). Pak pla, a
qlao.

Reseni. a je kofen P(z) = 0 = P(a) = ag(5)" + -+ an-1(%) + a,. Protoze
q # 0, plati 0 = agp™ + a1p" g+ ... + a,_ 1pq" Ly a,q™. Vysledek plyne z
nasledujicich dvou zapisi predchozi rovnice:

—a,q" = app” + alp"_lq + ...+ an_1pq"”

—app” = ap" g+ ...+ an1pg" T + ang™

Priklad 3.5. Rozlozte polynom v redlném oboru:

15



~

2034+ 922+ 3z -4 [(z+ 1)(z +4)(2x — 1))

2. 2% =32+ 203 + 22 -3z +2  [(z—1V(z+1)(z—2)(2? —x+1)]
3. xt 4 223 — 1322 — 38z — 24 [(z + 1)(z + 2)(z + 3)(x — 4)]

4o 23 =622 +1lx—6  [(z—1)(z—2)(z — 3)]

5. 2% — 62t +132% — 142% + 122 — 8 [(2% 4 1)(z — 2)?]

6. 2°+ 2? [22(z 4+ 1)(z* — z + 1))

7. 2% — 152° 4+ 8322 — 3592 +290  [(z — 1)(x — 10)(2? — 42 + 29)]
8 -4’ +x+6  [(z—3)(z—2)(x+1)]

9. 2+ 82% 4+ 152 + 18 [(x 4+ 6)(2* + 2z + 3)]

10. 2 +1 [(z +1)(z* — 2+ 1)]

11. 23 -1 [(z —1)(2® + z +1)]

12. 4 —1 [(x = 1)(z + 1)(2* + 1)]

18 22 +1 [ + V22 + 1) (2% — V22 + 1)]

4ot =4 (- V(@ + V) +2)]

15. 2t +4  [(2® 422+ 2)(a® — 22 + 2)]

16. 2 +1  [(z+1)(2? — 552 +1)(2® — 582 + 1))

17.
18.
19.
20.
21.
22.

=1 (- 1)@+ 552+ 1) (2 + 582 + 1))
20 +1 (224 1)(2? = VBr + 1)(2? + V3x + 1))
25 —1 [(z —1)(z+ 1) (2 —z+1)(2* + 2z + 1)]
ot 2% -2 [(x — 1)(x+ 1)(2* + 2)]

t =2+ 22 —x+1 (@ —x+1)(a?+ 1)

B4+t +r+1 [(z +1)(z% + 1)]

16



28wt 4+ 3+ 202+ + 1 (2% + 2+ 1)(2® + 1)]
24 et + 3+ +1 [(z+1)*(2* -z +1)]

Priklad 3.6. Urcete znaménko raciondlni funkce na jejim definicnim oboru:

! 22 — Tz + 10
(x —=3)(x+2)(z+5)
2.
(v —4)'(x = 1)°(2* +2)°
(x4 2)(x 4 3)8(2? — 2z + 2)3
3.

25(z — 3)(2? +1)3
(x — D)*(z +5)5(x — 2) (a2 + 4)°

Priklad 3.7. Zapiste neryzi raciondlni funkci jako soucet polynomu a ryzi
ractondlni funkce:

1.
215 — 323 + 422 2 10z — 4
’ v e [2x3—2x2+3x—3+x7]
24z —2 24+ —2
2.
zt + 223 — 102® + 222 — 71 y 122 + 4
2 +2x — 15 2+ 2z — 15
3.
-t 4+ 622+ —2 [ +1+2x3+6x2+x—2]
T
x4 — 223 x4 — 223

Priklad 3.8. RozlozZte raciondlni funkci na parcialni zlomky:

1.
120 + 7 [—43 1 +79 1 ]
2 — 9z + 18 3 z—3 3xz—6
2.
Tx + 2 [—1 n r+3 ]
3+ 8 r+2 22—-2¢x+4

17



10.

11.

12.

1 [1 1 1 1 ]
x3(x + 1) r 22 23 x+1
—25 4+ 22t — 203 4+ 222 —x + 1 [1 11 1 1 ]
x4 (22 4+ 1) 2 22 o x?+1
2 — 2z +10 [ 1 N 2z ]
(2?2 — 3z + 10)? 22 —3x+10 (22 — 3z + 10)?
—22% 4 21z 4 35 [ 2 1 5 ]
(x =3)(x +2)(x +5) r—3 x+2 245
r+1 [1 T . —x+1]
(2 +1)(x3 + x) r 2241 (224 1)?
322+ —1 2 1 1
[ + + ]
(r—=1)(x?2+x—2) r—1 (z—1)2 x+2
—x® —2x —1 [1 2+ -2 —1]
x2(x? - 1) 2 r -1 x+41
32° + 5t + 32% + 8% — 2z + 7 ( 2z . T —2 3 . -2
(2 = 1)(x? + 1)? 2+1 (22412 z—-1 z+1
6z* — 8z — 222 — br + 3 [3+ 1 n -2 20 +1 ]
z(x® —1)(x —1) x -1 (x—=1)2 224z+1
274 — 223 + 22 + 1 2 20 —1

(x —1)%(22 —z + 1)2

[(a:— 1)2 * (2 —z + 1)2]
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13.

1.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

x? ( 1 1 . 1 ]
x* — 16 8(x—2) 8z+2) 2(z22+4)

1 ( x+2 T —2 ]
zt+4 8(z2+2x+2) 8(z?—2z+2)

x2 [1 1 . 1 2 ]
26 4+ 27 18\ 224+32x+3 22—-3z+3 2243

T r—1 r+1 1

I D@ET)E a@aD T im T

2z —1 7 1 3 6x + 2 3r + 2

x(r+ 1) (2?2 + 2+ 1)2

[x+1_5+(:c+1)2_x2+x+1_(3:2+x+1)2]

1 1 3 1 3 1 1
(24 —1)2 ST <(a:— 02 71 @rig x+1)+4(x2+1)+4(3:2+1)2]

323 + 622 — 38z + 20 [é 3 1 4 ]
xd — a3 — 42?2 4+ 4 x xz—1 -2 x4+2
x4+ 622+ -2 [1+ 5 +1 3]
x4 — 213 r—2 23 =z
r—1 [a:—l ;1:—1]

x4+ 322+ 2 2+1 2242

zt+1 [Z az2+\/§:c—|—1_:c2—\/§:c+1

1 1( V2z + 2 V2z —2 >]

19



4 Pojem limity funkce - vlastni limita

Priklad 4.1. Dokazte, Ze pro funkce f(x), g(x), h(z), libovolné konstanty
a, beR ax, xg € R plati:

1.
lim (a - f(z)) = a- lim f(z)
2.
lim [f(2) £ g(z)] = lim f(z) + lim g(z)
3.
Jim [f(2) - g(2)] = lim f(z)- lim g(z)
4. Pokud

lim g(:E) 7& 0= lim f(l’) _ hm:}:ﬂmo f(.ﬁl])

Jm 22 0@~ T g(0)
5. Jestlize AP(xy) tak, Ze f(x) < g(z) < h(x) Vr € P(xy), pak

lim f(z) = lim h(z) =L = lim g(x) =L

T—T0 T—T0 T—xQ

Priklad 4.2. Dokazte, Ze plati:

lim 208 — 1,
z—0 X
Priklad 4.3. Vypocitejte limity:
245 33 1 1 24 1 3
Llim S22 g o lim L LY g L L
z—2 12 — 3 z—0 x—4 4 z—2 2x+1 5
1+ sin 2z 22—z —2
4.1i 1 5. 1i — |1 6. im ——— [-1
:LLH%Q—:E 1] :1:~1>I7{>41—COS4I‘ (1 P 3+ 1 [-1]
3r+6 1 2} —2r—1 1 2 — 3 —2
7. llm ———— |- 8 lm —————  |[—= 9. llm —— |0
A, s 11 b P S U e et L
2_9 1 27 10 3 3_b5x?4+8r—4 1
10.lim = =222 (0] 11 him (2 g gy LT O B
e—122%2 —x —1 a—5 212 + 20 — 60 22 e—2 13— 312+ 4 3
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249203 2 1+ —(1+3
13 G P23 2y g, e = (L4 3)
e——3 13 + 422 + 3z 3 z—0 x? 4 x®

3]

— 2? VItor—3 4 VIi—z-
15 lim —— " [—12] 16.lm Y28 gy i 5y

=3 +/31x — 3 r—4 ﬁ — 3 r——8 2 —+ \3/5
vr—2 1 v —6-+2 1 v/ 3 2—-2 1
18, Tim Y2 L) 1o g YEZOE2Z Ly gy, VO ST R 5]
=16 \/x —4 4 e—-2  x+2 12 2—0 x + x? 4
1 —v1-= 10 — 2 — 641 —
o1 dim VAT VIZT g oy i ° Lo
z—0 \7/5 r——8 2+ \S/E
in3 tg 5 5t in 3
23. lim o [3] 24. lim 222 2] 25. lim " (3]
=0 a—0 3z 3 =0 tgw
. 1—cos?zx . arctgx . 2x —arcsinzx 1
26.1im ——— = [1]  27.lim 1] 28.lim — 1 [2]
a—0 a—0 =0 2z + arctgzr 3
2arcsinz 2 tgx —sinz 1 1+4+sinz —cosx
29. lim ——— |= 30.lim =————— |= 31.1i —1
P03 [3] o0 x3 [2] 2201 — sing — cosz 1]
1—sinx 1 T 1 1
32, lim ————— |=| 33. 1 ——x)t 1] 34.1 - — 0
mi%Q (7/2 — x)? [2] xi%2(2 :p) ge (1] mli%(sinx tg:p) 0]
l—cos®z 1 1+cos3z .9 32 —b5r =5
35. lim —— |—| 36.lm ——— |[— 37. lim ——  [—
sor 4 [271'2] eon sin® Tz [98] +20  sin 3z [ 3 ]
1 1 341 v -2 1
38. lim M L) o5 tim 2L g 400 Y2 [~ ]
e—1  tg?(mr) 2 r——1sin(z + 1) z—3  sin(mx) 127
1 — a2 2 v4 -2 1 in 3
A1 %im —— 2 4] 2 lim YT T2 L g gy EOOT e
e—lsin(rx) 7w =0 3arctgx 12 =0 /2 + 1 — /2

—q] 2
it ST TIMT V2 (O
z—w/4  COS2T 2 z—0'sin2x 14 cosx

tg(mz) . 1 —cos2x 1
47.1 ——
g 210 C08 72 — COS 37 10]

sin 3x 1
)

2]

46. lim
z——2 x + 2

Priklad 4.4. Je ddna funkce f a redlnd cisla xo a €. Vypocitejte limitu
L =lim, .,y f(x) a najdéte &islo § > 0 takové, Ze pro vsechna x € P; (z)

je f(x) € O(L):
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Lo f(a) =22 5p=0,e=10"2  [L=0,0=10"

2. f(z) =10V", 25 =0, € = 1072 [L=1,6=10"%

3 flx)=1+3

Inz’

20=0,€e=10""1 [L=1,6=e17
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