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Kapitola 1
Primitivni funkce, neurcity integral

V prvni poloviné semestru jsme hledali derivaci néjaké funkce, ted budeme fesit tlohu

obracenou. Pfipomenme dilezity pojem primitivni funkce.

Definice. Mé&jme dany funkce F', f definované v otevieném intervalu I. Jestlize pro

vSechna z € [ plati

fikame, ze funkce F je primitivni funkci k funkci f v intervalu I.

Uvédomime-li si, co se déje s konstantou pfi derivovani snadno nahlédneme, Ze plati:

Je-1i funkce F' v intervalu [ primitivni k funkci f, pak kazda primitivni funkce

k funkci f je tvaru F(z) + C, kde C' € R.

Libovolnou primitivni funkci k funkci f v intervalu I nazyvidme neurcéitym inte-
gralem funkce f a zna¢ime inf f(x)dz. V této souvislosti funkci f nazyvame integran-
dem, symbol [ integraénim znakem, symbol dz neznadi diferencidl, ale slouzi k odligeni

proménné. Hledani primitivni funkce se nazyva integrovani.



1.1 Zakladni vzorce pro primitivni funkce

1. [a"dx = f:::ll +C,(neR,n#-1)

2. [L =In|z|+C

3. [e"dz =e"+C

4. [a"dz={+C

5. [cosaxdr =sinz +C
6. [sinazdr = —cosz +C

7. [ —tgx+C

cos?

8. dz_ — _cotgr + C

sin“ x

9. xg_fl = arctgr + C

10. f\/ldf?:arcsinm%—C

11. f\/jj&iﬂzlnu—l—\/ﬁ—l—d%—c

/ cf(@)de = ¢ / F@)da

Jur@) £ g@ds = [ fapte = [ g



1.2 Priklady

Vsechny nasledujici integraly jdou spocitat pfimo nebo pomoci tprav.

Priklad 1. Vypocitejte integraly

a) [3x°dx b) [ dx
c) [ Ii—},ﬁdx d) [(52° —22*+ 32z — 1)dz
e) [(z* — 2*Va3)dw f) f(\/li"i"é/i;z — Va3)dx
g) [(a+ 3cosx)dx h) [(7e” — 2)dx
i) [cotg’zdx j) J Ry
k) [ %dx ) [ mdx
m) [sin® lzdx n) [(3sin®z + 3 cos® x)dx

Vysledky: a) 128 + O, b)—3k + C, ¢) =242 + O, d)22" — 225 + 322 — 2 + C, e)
1.6

s — %x‘*\‘r’/ﬁ, £)4/x + 9z — %xf/ﬁqLC’, g) ax + 3sinx + C h) 7e* — 51n|z| + C' i)
—cotgr —x+ C, j) —2cosz + C, k) 2z — tgz + C, I)tgx — cotge + C, m) %(x —sinz) + C,
n) 3z+C




Kapitola 2

Substituéni metoda

Substituéni metoda je zaloZena na vété o substituci (viz. pfednaska nebo [?]). V podstaté
jde o to, ze n&jakou funkci vyménime za néjakou novou proménou, napi. funkci g(x) na-
hradime proménou ¢, tj. t = g(x). V integralu ovSem potfebujeme i vyménit symbol dx
za symbol pro novou proménou d¢. Jakym zptisobem? Pro derivaci funkce ¢t = g(x) plati
(viz. debata o diferencidlu) &£ = ¢'(z) a tedy lze psét: dt = ¢/(z)dz a tak nahradit dz
symbolem dt. Substituci je potfeba volit tak, aby ve vysledném integralu byla pouze jen
jedna proménna, nemizeme zaroven ve vyrazu mit ¢ i z!!!

Samoziejmé, otazkou je, jak zvolit funkci g(x), kterou budeme substituovat, v nasle-

dujicich prikladech ukazeme nékolik modelovych situaci, pozdéji se zamérime na specialni

substituce pro nékteré typy funkci.
Priklad 2. Vypoctéte nasledujici integraly
a) [(3z —4)"dx
b) [e¥ ldx
¢) [sin(3z + 1)dz

a) Zavedme substituci t = 3z — 4, tedy g—; = 3, tedy dz = %, dosadime a mizeme

integrovat
dt 1 ¢ 1

_47 — 7___._ _ _48
/(3x )'dx /t 3 =3 8+C 24(3:(: )+ C



b) Substituce t = 8x — 1, dz = %. Po dosazeni

dt ¢ 1
/egxldﬂf = /etg = % + C = ge&vil + C

c) Substituce ¢ =3z + 1, dz = .

dt 1 1
/sin(Sx + 1)dx = /sintg =-3 cost +C = ~3 cos(3z + 1)+ C

Pozndamka. Pouziti substituce v téchto prikladech je ovSem jako ,,jit s kanonem na vrabce®,

vSechny takovéto integraly se daji fesit v podstaté z hlavy, diky ,pravidlu®

1
/f(ax +b)dx = —F(az + b),
a
kde F' je funkce primitivni k f (Pravidlo se d& odvodit diky substituci ¢t = ax + b).

Priklad 3. Vypoctéte nasledujici integraly

a) [+15dx

3x+2
b) [ —E-dx

241

¢) [tgrxde

a) Substituce t = 3z + 2, g—i =3,dz = %

1 1dt 11, 1 1
de=[-S == [Zdt=-lft|+C=-In[3z+2/+C
/€x+2x /?3 &/t ghnlfl+C =gl 3e+2]+

b) Substituce t = 22 +1, & =2z, do = &£

’ dx 2x
x xdt 1 [1 1 1
de= [ === [ Zdt=ZInt+C=-Inl2*+1|+C
/ﬁ+1m /t% 2/t plnt+C =g+ 1]+
¢) Upravime na [ %dm, substituce t = cosz, dt = —sinxdz, dr = —sithI

i dt 1
/tgxdx:/smx (— , ):—/—dt:—1n|t]+C=—ln]cosx\+C
t sin x t



Poznamka. 1 v téchto ptikladech je uziti substituce trochu zbytecné. Mizeme pouzit, ze

)
/ﬂ@m_lmﬂ+0

a vhodné tpravy. Napfiklad [ —*5dz = 5 [ 22de = §In2? + 1|+ C.

Priklad 4. Vypoctéte:

a) [sin7xdz
c) [ 5kcos Sxdx

e) [(3z—T)"dx

b) [3e *dx
d) [2e¥1dx

f) [ gepde

g) [ st5da h) [
i) [ erde ) [

Vysledky: a) —1 cos 7z + C, b)—=3e " + C, ¢) 2ksinfz + C, d)2e** 1+ C, e) :(3z —
)5+ C, f) tarctg(22 + 1) + C, g)dln|z — 6| + C, h)i In|2? — 1|+ C, i) In|sinz| + C, j)
Injz* + 2|+ C

Priklad 5. Vypoctéte nasledujici integraly
a) [10z(2* +13)2dx

b) [ Erde

c) [ \/%dx

a) Substituce t = 22 + 13, g—i =2z, do = g_;

dt 5 5
10z(2* +13)"d =/10 -t12-—:5/t12dt:—t13 C=-"(22+13)+C
/ z(z” 4+ 13) " dz z 5 Gt 5@+ 18) +

b) Substituce ¢t = Inz, g—i = %, dx = zdt

In? t2 1 1
/n Idx:/—xdt:/tht:—t3+C:—ln3x+C
T T 3 3




c) Substituce t = 2?, &£ =2z, do = &

4x 4x d 1
—dxz/—-—zZ/ dt = 2arcsint + C = 2arcsin2® + C
/\/1—$4 V1-—1t2 2z V1—1t2
Pozndmka. Neékdy je najit vhodnou substituci velice snadné, staci prosté substituovat ,ne-

vvvvvv

pohodlny vyraz“, nékdy je to ovSem slozit&jsi a chce to trochu citu :-)

Pozndmka. Casto se vyskytuje tento integrél i V1 — 22dz. K FeSeni vede substituce, ktera

ne kazdého napadne. Substituce z = sint, dz = costdt, tedy [ V1—22dx = i mcos tdt
= [cos?tdt = [ 12 = L(¢t + 1sin2t) = L(t + sintcost) = 3(¢ + sinty/1 —sin?¢) =
(arcsinx + 2v/1 — 22) + C

N =

Priklad 6. Vypoctéte nasledujici integraly uzitim vhodné substituce:
a) [x(z? — 1)z b) [8x?(z* + 2)°dx

¢) [3xva?+5dx d) [ u;)’ﬁ)gdx
e) [bae”dx f) f%dx
) [ \/%dx h) [e“2* . sing cosadx

i) [ 25 coside j) f\/l‘”—Ede
Vysledky: a) (22 —1)"'+C, b) 5(23+2)5+C ¢) 2(22+5)Va? + 5+C d) — 4(x2+4 7=z +C
et 4 (! f) I1In’ |z[+C g) 2v/e* — 1(e"+2) h) —1e“%+C, i) —sin 24+C, h) —1e“*+C,
arcsinz — s2v/1 — 22 (uZijte z = sint)

e)
)

NI= nojot



Kapitola 3

Metoda per partes

Véta. Necht funkce u(x) a v(x) maji v intervalu I spojité derivace. Potom plati:
/u'(m)v(m)dx = u(z)v(z) — /u(x)v':vd:r
[lustrujme uziti na nasledujici dvojici integrali.
a) [xe"dz, zvolme v/ = e* a v =z, tedy u = e", v/ =1, tedy
/xezdx = ze” — /exdx =e"(z—1)+C
b) [e*cosadr, zvolme u' = e* a v = cosz, tedy u = e”, v/ = —sinz, tedy
/ex cosxdxr = e" cosx + /e’” sin xdzx.

UZijme metodu per partes jesté jednou, zvolme v = e* a v = sinz, tedy u = e*
) ) )

v’ = cos z, tedy
/e“” coszdr = e*cosx + e*sinx — /ex cos zdz

Dostali jsme stejny integral jako na zacatku, na celou rovnost se mtizeme divat jako
na rovnici a vyjadrit

1
/e‘” cosxdr = ée‘”(cos T +sinz)



Priklad 7. Vypoctéte nasledujici integraly uzitim metody per partes, popt. kombinaci

metody per partes a substituce:

a) [xsinxdz b) [Inzdzx

¢) [z?e"dx d) [zln®zdx

e) [(z*+ z?)e"dx f) [arctgedz

g) [sin(lnz)dz h) [ 2%sin2zdz
i) f:zc?’e":2dx j) [ «?arccos xdx

Vysledky: a) —zcosx + sinz + C, b) xlnzx — x + C, ¢) e*(2? — 2z + 2) + C, d)

2

(In®z —Inz 4+ 1)+ C, e) e%(z® — 222 + 4z — 4) + C, f) zarctgr — 1 In(1 4+ 2?) + C, g)

(sin(lnz) — cos(lnz) + C, h) — 2x(2cosli§;f423in2m) +C, i) %ex2 (22 —1)+C'j) 323 arccos z —

I

ol IR

121

1—a2%— g7 — 22

10



Kapitola 4

Integrace racionalnich lomenych

funkci

Omezme se na integraci ryze lomenych funkei (kazdou neryze lomenou na né umime pte-

vést délenim na soucet polynomu a ryze lomené funkce). Takovouto funkci umime vzdy

rozlozit na parcialni zlomky, pficemz zlomky, které se v rozkladu vyskytuji jsou jednoho z

nasledujicich typt:

1. pr zavedeme substituci ¢ = x — xg, popt. vypocteme ,z hlavy“ uzitim f J;((g;))l dr =
In|f(x)|+C

2. 4oy - zavedeme substituci ¢ = x — o, popf uzijeme [ flaz +b)dz = LF(az +b)

3. —bete __ _ ypravime Citatetele tak, abychom v ném dostali derivaci jmenovatele +

(z—x0)2+a?

¢islo, rozdélime na dva zlomky, v prvnim uzijeme [ J;((fc))/ dz = In|f(x)|, v druhém

vzorce
dzx 1 T — To
= —arct z0 € R,a >0
/(x—x0)2+a2 a T (o )
4., ——brte —__ _ tento typ se v naich piikladech nevyskytne, navod, jak ho Fesit, lze

((z—w0)?+a?)"
nalézt v kazdé ucebnici integralniho poctu.

Priklad 8. Vypoctéte nasledujici integraly:

11



a) [ ZEiids

b) fx4+3x2+2dx
C) fa:31+1d$

Tecky ve vypoctu znaci rozklad na parcialni zlomky.

a) [ (2(1:2?6) dz =...=[ 25 - 1)3 - )2 + x61 6d$ = 9f 1)3 dz 5[ (90711)2(“7L
GfEda:—6f;d$:—g(m 1)2—|—5 :+6ln|r—1]—-6In|z|+C
b) fx4+3:p2+2dx_ :ffg+11dx f 3”2+12d:(:— Zngd __fi§+§d$ (f w2+1dx—2f 2241
s 22_“";2dx 2 [ m21+2dx) tIn|2? + 1] — arctgz — $ In 2% + 2| — arctgf +C
¢) [mde=...=3 [Zqde—3 [ F2ode = sInfo+1|— 33 [F=1de = s Infz +

-5 [ %=Fde =gz +1]—5 xffzi1—3-fx2—z+1d$:llnlﬁ“l—%lnlx —

1
—%ln|a:+

v 11~} e = bl 41— bl — 11 -
1|—%ln|x2—x+1|—‘/Tgarctg(\%x—jg)+0

Priklad 9. Vypoctéte nasledujici integraly:
a) [ ZHbeite=2q, b) [ (WAG@

x4 —2x3 z—1)(x2—2x+3)
c) [F5dx d) [—5dz

22 22
e) fx3+2z—gl+2£dx f) [ (gcjﬁ(acgﬂ)daj

Vysledky: a) 1— 555 —31n|z|+51n [z—2[+C b) In |z—1|+1 In(z? —2x+3)+farctg\[+

Cc)sln|z—1|—In(z? —|—a:+1)+7§arctg2”+1+0 d) $In|z—1|—3In|z+1]| - larctgz +C

) s Inz+1In(2? +22+2) — 3arctg(z+ 1)+ C f) % +2In(z — 1) — In(2? — 1) 4+ darctgz + C

12
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Kapitola 5

Integraly typu R( /)

Jedn3 se o integraly funkei, které obsahuji proménnou z pod odmocninou. Volime substituci
r = 1", kde n je nejmensi spoleény nasobek vsech r, napt. mame-li vyraz 3/;%57 volime
substituci # = t°, protoze 6 nejmensi spole¢ny nasobek ¢isel 2 a 3. Takova substituce

prevede hledany integral na integral z racionalni funkce.
Priklad 10. Vypoctéte nasledujici integraly:
a) [ Lda

b) [ +Ldx

Sx+1

a) Zavedeme substituci z = t3, % = 3t? dz = 3t3dt

3 3
Ve dx:/L:&tht:?}/ t dt

x—1 3 —1 3 —1

Dany integral jsme pfevedli na integral z racionalni lomené funkce, ktery uz umime
resit, vysledek je
2t +1

R

1
3t+In|t—1|— 51nt2+1t+1 — V/3arctg(
stadl se vratit k proménné z, t = Jx.

b) Zavedeme substituci x = t°, % = 6t°, dz = 6t°dt

NG / A / 8
p— — t p—
/\?/E+1d$ t2+16 dt =6 t2+1dt

13




Mamé opét integral z racionalni lomené funkce, ktery vypocteme a dostaneme:

VEA R
6(7—€+§—t+arctgx)+0

a vratime se k proménné z diky ¢t = x.

Priklad 11. Vypoctéte nasledujici integraly:

a) [ fde b) [ Yade
T Sz
Vysledky:

a) 2v/z+In|\/r—1]—In|y/z+ 1|+ C
b) 27 —2In|\/z + 1|+ C
c) 39z +a+ 397 +3Va2 +3In|Yx — 1| +3In|Yz + 1|+ C

d) SYT° +3YF + 2| YT — 1| — In [T + Y + 1|+ 2vBaretg 220 4 ©

14



Kapitola 6
Integraly typu R(sinx,cosx)

Jednd se o integraly, které obsahuji ,siny a cosiny®“. Rozebereme pouze jeden typ a to
/ sin” x cos™ xdx

Vsechny takové integraly prevedeme substituci ¢ = sin z nebo ¢ = cos x na integraly poly-

nomt nebo racionalnich lomenych funkeci.
a) Je-li n liché a m sudé nebo nula volime substituci ¢ = cosx
b) Je-li m liché a n sudé nebo nula volime substituci ¢t = sinz

c) Jsou-li m i n licha volime substituci ¢ = cosz nebo t = sinx

d) Jsou-li m i n sudé ¢&isla nebo jedno z nich je nula, uZijeme vzorce cos?z = HC%

(popt. sin®x = 1_‘3%), ¢imz snizime mocninu daného vyrazu na polovinu a volime

opét jednu z moznosti a) - d).
Priklad 12. Vypoctéte nasledujici integraly:

a) [ sin®x cos® zdx

b) f sin x d.T

cos3

15



dt
cosx

L= [1?(cos®z)?dt = [¢*(1 —sin®z)%dt = [¢*(1 —

5 3
Qt —1—t +C = —sm6x—gsm x—{——sm x+C

a) Zavedeme substituci ¢ = sinz, tedy A — cosz, dz =

[ sin®z cos® xdx = [t*cos® x

)2t = [0 =2t +¢2dt = &

Cos T
7

b) Zavedeme napr. substituci ¢ = cos x, tedy g—i = —sinzx, dzr = _sicrllt:v
sin x _ ([ sinz _dt __ 3 _tt _ 1 4
fcos3 dz = t3 sinz ftdt_ 4+C_4COS +C

Priklad 13. Vypoctéte nasledujici integraly:

) [ sin’® zdz b) [ ig;id
¢) [sin®zcos® zdx d) [5Edx
Vysledky:

5 3
a) _Cossx+2cogs I—COSQT—FO

b) cosz + +C

Ccos ™

6 4

COS™ T COS™ T
¢) L=+l

d) —lp +C

3sin® x

16



Kapitola 7
Urcity integral

Odvozeni toho, co to urcity integrél je, je mozno nalézt v kazdé ucebnici integralniho poctu.

Pristupme tedy rovnou k nékterym dtlezitym pravidlim.

/ab(f(x)+9(x))dfv = /bf(ac)der/bg(I)dx
[ e swe=e [
/f dx_/f df‘”r/ g(z)dz, c € (a,b)

Véta (Newton - Leibnizova formule). Necht funkce f(x) je spojitd v intervalu [a,b] a necht

F(z) je primitivni k funkci f(x) v [a,b]. Potom plati

/ f(z) = F(b) — F(a).

Véta (o integraci per partes). Necht funkce u(z), v(x) maji v intervalu [a, b] spojité deri-

vace. Potom plati

Integrace metodou substituce probiha jako pii vypoc¢tu neurcitého integralu, jen je vsak
potieba prepocitat i meze!l! Mame-li substituci x = f(t), dosadime do ni staré meze za x,

vypocitame ¢ a to jsou nové meze.

17



Priklad 14. Vypoctéte nasledujici integraly:

) @+ 20)de b) [y Hide
¢) [{ xlnzdx fl 242 — 1)2da

Vysledky: a)162 b)2 c)ie? + 1 d)Iv/7—

D=

7.1 Geometrické aplikace

Priklad 15. Vypocitejte obsah rovinného obrazce omezeného:
b) Funkcemi f(z) = 2% g(z) = 22 + 4
a) Funkcl f(z) = —22 + 2, osou z a
a primkami x = -2, x = 2
pfimkami x = -1,z =1

d) Funkcemi f(x) = 2% — 22 +
c¢) Funkcemi f(z) = 22, g(z) = 4
3,9(z) = —22* + 4z + 3

¢) Funkcemi f(z) = o% g(2) = V& f) Funkcemi f(x) = 2 gz)=3—x

g) Funkcemi f(z) = %ag(x) =

unkcemi f(z) = 22 — 2z, ¢9(z) =
b h) h) Funkeemi f(r) = o — 2r, g(x)

z,h(zr) = —2* + 22 +6

1
4.1'

Vysledky: a)X? b)16 ¢)32 d)4 €)1 )2 —In4 g)ln4 h)4

1
3 /2

Priklad 16. Vypocitejte objem rotacniho télesa vzniklého rotaci tGtvaru ohraniceného

kiivkami (viz déle) kolem osy x:
a) y=x,y=1y=0z=2 b) y=a’y==x

c)y:x2+3,x=—1,$:17y:0 d)y:l—x2’y:x2

Vysledky: a)3n b) 27 ¢) 21 d) 2L
Pro procviceni si téz muzete odvodit vSechny vzorecky zname vzorecky ze stfedni skoly

pro objemy a povrchy koule, kuzele, valce, komolého kuzele, obvod kruznice atd.

18



Kapitola 8

Nevlastni integral

Priklad 17. Vysetiete néasledujici integraly:

a) folxlnxdx b) fOl\/%de
c) f—ll mde d) [ gede
00 . 1

e) [, e “sinzdzx f) /-, In|z|dz
Vysledky: a); b)2 c)diverguje d); e)3 f)—2
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