Determinanty

Necht A = (a;;) je ¢tvercova matice fadu n nad komutativnim
okruhem (R, +,-). Pak determinant matice A je prvek z R
oznacovany symbolem |A| a definovany predpisem

’A| = Z p(O) . a10(1>-a20(2)- ce -ana(n).
oES,

Ptfipomenme, ze S, zna¢i mnozinu vSech permutaci mnoziny
{1,2,...,n}. Sc¢ita se tedy pres vSechny permutace ¢ mnoziny
{1,2,...,n}. Pfitom p(o) je parita permutace o € S,, tedy
hodnota 1 nebo —1, kterou mutzeme chapat jako prvek z R.
Jednotlivy soucin ©(c)-a14(1)@24(2)" - - Anom) Pro vybranou
permutaci o € S, se nazyva ¢len determinantu |A|. Ponévadz
o je bijekce mnoziny {1,2,...,n} na ni samotnou, lze ji chapat
jako bijekci mnoziny vSech radkovych index®l na mnozinu vSech
sloupcovych indext. TakZze souin ay,(1):@24(2)" - - - *Ano(n) J€ Pak
vytvoren z n prvkt matice A vybranych tak, Ze z kazdého radku
a z kazdého sloupce matice je vybran pravé jeden prvek. Navic
je tento soudin je opatfen znaménkem ve shodé s paritou p(o)
permutace o, ktera je vlastné permutaci utvorenou z radkovych
a sloupcovych indext vybranych n prvku.

Pro pocatecni hodnoty n = 1,2,3 dava predchozi definice

nasledujici vztahy pro vypocet prislusnych determinanti:

Pron =1 mame A = (a11) a |A| = a1;.

, a1; a2
Pron =2 mame A = a ’Al = a11°a92 — A12°A921.
21 Aa22

ailz aiz2 ai3
Pron=3mame A= | as axn anx| a

31 a3z Aass
|A| = a11-a99-a33 + a12-ao3-a31 + a13-a21-A32—
—13°022°G31 — A12°A21°A33 — Q11023 A32.
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Posledni vztah pro n = 3 byva uvadén jako Sarrusovo pravidlo.
Podobné pravidla plynouci pfimo z definice determinantu by
bylo mozno psat i pro hodnoty n > 3. Pocty clenii v téchto
pravidlech vSak velmi rychle rostou — pro dané n je téchto clenii
celkem n!.

Tvrzeni. Pro libovolnou ¢tvercovou matici A = (a;;) fadu n
nad komutativnim okruhem (R, +, ) plati

(AT =14,

tedy transponovanim matice A se hodnota determinantu této
matice neméni.

Dikaz. Ukazeme, ze ve vyjadfeni obou determinantii podle
definice se objevuji tytéz cleny. Bud o € S,, libovolna permutace.
Ji odpovida ¢len ©(0) - a1 4(1)'@24(2) - - - *Gpo(n) determinantu [Af.
Vezméme nyni inverzni permutaci ¢~! a uvazme k ni soucin
(071 - ap-1(1)1-Gg-1(2) 2" - - . “Ay-1(n) . Podle definice transpono-
vané matice A' je oviem tento soucin ¢lenem determinantu [AT|.
7 kapitoly o permutacich ale vime, Ze p(0~1) = p(c). Vzhledem
ke komutativité nasobeni v okruhu (R, +, ) odtud plyne, Ze oba
uvedené souciny jsou stejné. Jsou tedy oba zminéné determi-

nanty soucty stejnych clenti, takze jsou si rovny.

Tvrzeni. Pozustava-li néktery fadek dané ctvercové matice
A = (a;j) Tadu n z nulovych prvki okruhu (R, +, ), pak |A| = 0.

Diikaz. Potom totiz kazdy clen p(0) - a15(1)'@25(2)" - - - *Gnon)
determinantu |A| obsahuje nulovy cinitel, totiz prvek a; ,(;), kde
7 je index dotyc¢ného nulového radku matice A.

Poznamka. Analogické tvrzeni plati rovnéZ pro sloupce ma-
tice A. Predpokladame-li, ze A je ¢tvercova matice nad komu-
tativnim okruhem (R, +,-), pak to plyne bezprostiedné z pied-
choziho tvrzeni o determinantech transponovanych matic. Tento



predpoklad a z n€j plynouci podobné konsekvence budeme mit
na zreteli i v dalsich tvrzenich tohoto typu, aniz je budeme vy-
slovné zminovat.

Tvrzeni. Jsou-li nékteré dva radky dané ¢tvercové matice
A = (a;;) Tadu n stejné, pak |A| = 0.

Dukaz. Necht fadky matice A s indexy k, ¢, kde k #£ £, jsou
stejné, takze ay; = as; pro vSechna j =1,2,... n. Uvazme libo-
volnou permutaci o € S,, a k ni permutaci 7 = o o (k: 6). Pak
T(k) = o(l) a7(€) = o(k), takze aj () = Qo) @ Arr(e) = Qpo(i):
Kromé toho pro vSechna i € {1,2,...,n} —{k, ¢} je 7(i) = o(1),
a tedy a; () = @;,(). Navic p(7) = —p(0). To znamena, ze cleny
p(O’) "A15(1)°A20(2)" - - - "Ano(n) @ @(7_) “A17(1)°A27(2)" - - - "Anr(n) de-
terminantu |A| se lisi pouze znaménkem, ¢ili jsou to navzajem
opacné prvky okruhu (R, +,-). Podotkneme-li k tomu jesté, ze
zase naopak o = 7o (k 6), vidime, ze ¢leny determinantu |A| se
rozpadnou do dvojic, které se navzajem odectou, takze |A| = 0.

Tvrzeni. Vznikne-li matice B = (b;;) pfehozenim dvou radku
dané ¢tvercové matice A = (a;;) fadu n, pak |B| = —|A]|.

Duikaz. Necht matice B vznikla pfehozenim k-tého a /-tého
fadku matice A, kde k # ¢, takZze by; = as; a by = ai; pro
vSechna 7 = 1,2, ..., n. Potom pro libovolnou permutaci ¢ € S,
a pro ji odpovidajici ¢len determinantu |B| vychazi

(o) bio)bao@) - buom) = ©(0) - a171) A2r(2) - - - *Apr(n)

= —p(T) - a170) G272)" - - - A r(n),

kde 7 = oo (k (), a tedy p(o) = —p(7). Ponévadz zobra-
zeni pritazujici kazdé permutaci o € S, permutaci o o (k 6) je
bijekci mnoziny S, na ni samotnou, z definice determinantu pak
plyne, ze |B| = —|A|.



Tvrzeni. Vznikne-li matice B = (b;;) vynasobenim vSech
prvkd nékterého fadku dané ¢tvercové matice A = (a;;) fadu n
zvolenym prvkem c okruhu (R, +,-), pak |B| = c¢-|A|.

Dukaz. Pak totiz pro kazdou permutaci o € S,, mame

p(o) 'bla(l)'b2a(2)' e 'bna(n) = c-p(0)- A o(1)"@20(2)" - - - "Ana(n)s

takze pfimo z definice determinantu dostavame, ze |B| = c- |A].

Tvrzeni. Necht B = (b;;) a C = (c¢;;) jsou dvé Ctvercové
matice Tadu n, které se od sebe lisi pouze prvky jednoho je-
diného radku, feknéme fadku s indexem k, a necht A = (a; )
je ¢tvercova matice radu n, kterd se od matic B, C' lisi pouze
v tom, ze prvky jejiho k-tého radku maji tvar ayy = bp1 + ¢k,
apo = bro + Cpo, ..., Qpn = bpp, + cpp. Pak |A‘ = |B| + |C‘
Podrobnéji vyjadieno, plati rovnost

ail ai12 e QA1n
ar—11 ap—12 ce Ak—1n
b1 +cr1 bra+cra ... bpp + Crn| =
ak+11 agy+12 - Ak+1n
an1 (0575 e Apn
ail ai12 e A1n ail ai12 e QA1n
ag—11 Qkg-12 ... QAg—1n ap—11 Qag-12 ... QAkg—1n
bi1 bra ... bk |+ | Cr Ck2 ...  Ckp
arp+11 Gk4+12 -+ QAkt1n ak+11 Qk4+12 .- QAk41n
Qn1 an2 <. Qnn an1 an?2 <o Qnn

Dukaz. V dané situaci ovSem pro kazdou permutaci o € S,
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a ji ptislusny c¢len determinantu |A| vychazi

p(o) "A165(1)'A20(2)" - - - "Ano(n) =

p(o)- bio(1)D20(2) -+ Do) + p(o)- C15(1)'C20(2)" - - - “Crno(n)>
ponévadz aj,r) = brom) T Cho(k) @ Qioli) = bio(i) = Cio@i) PTO
vSechna i € {1,2,...,n}, i # k. Tvrzeni tedy opét plyne pfimo
z definice determinantu.

Tvrzeni. Bud déana ¢tvercova matice A = (a;;) fadu n.
Vznikne-li matice B = (b;;) tim zptisobem, Ze pro zvoleny prvek
¢ okruhu (R, +,-) se k nékterému fadku matice A pricte jiny
radek matice A, jehoz vSechny prvky jsou predtim vynasobeny
prvkem ¢, pak plati |A| = |B].

Duikaz. Necht matice B vznikla z matice A tak, Ze se ke
k-tému fadku matice A pricetl /-ty fadek matice A vynasobeny
prvkem c. Pfedpokladejme napriklad, ze £ < ¢. Potom, podrob-
néji rozvedeno, mame ukazat, ze plati

aip a2 ... daip ail ai2 cee A1n
arr Qo ... Qkp a1 -I— C-Qy1 Q2 -l- CQpp ... Qgp+ CQyy
agr Qg2 ... QA agl Qg2 cee Qyn,
an1 Gp2 ... QApp anl an2 S Qnn,

Oznacme jako D matici, ktera vznikne z matice A tak, ze misto
k-tého fadku matice A se zde zopakuje jeji /-ty fadek. Pak ma-
tice D ma dva stejné fadky, a tudiz |D| = 0. Vzhledem k tomu,
jakym zpiisobem matice B vznikla, podle predchozich dvou tvr-
zeni mame |B| = |A| 4+ ¢+ |D|, takze odtud vychazi |B| = |A|.

Bud A = (aj;) ¢tvercova matice fadu n nad komutativnim
okruhem (R, +,-). Rekneme, %e A je horni trojuhelnikova
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matice, jestlize a;; = 0 pro vSechna i, j € {1,2,...,n} spliujici
1 > 4, tedy jestlize vSechny prvky matice A lezici pod hlavni di-
agonalou jsou rovny nulovému prvku okruhu (R, +, ). Podobné
fekneme, ze A je dolni trojihelnikova matice, jestlize a;; = 0
pro vSechnai,j € {1,2,...,n} spliiujici i < j. Tehdy jsou nulové
vsechny prvky matice A lezici nad hlavni diagonalou.

Tvrzeni. Bud déana ¢tvercova matice A = (a;;) fadu n.
Je-li A horni trojihelnikova matice anebo dolni trojihelnikova
matice, pak |A| = aj1-as: ... am,.

Dukaz. Uvedeny soudin je jednim z ¢lenti determinantu |A|,
a sice je to ¢len odpovidajici permutaci idy; 5 . »y- Pro kazdou ji-
nou permutaci o € S, ovsem plati, Ze existuje k € {1,2,...,n},
pro néz k > o(k), a existuje £ € {1,2,...,n}, pronéz ¢ < o({).
To plyne z faktu, ze 1 +2+4+---+n=0(1)+0(2) +--- + a(n),
a z toho, Ze o # idg o . ny. Je-li oviem matice A v jednom
z uvedenych dvou trojuihelnikovych tvart, znamena to, ze clen
©(0) - 14(1)"A20(2)" - - - “Ano(n) determinantu |A| odpovidajici kte-
rékoliv neidentické permutaci o € 5,, je roven nule. Takze plati
uvedené tvrzeni.

Toto posledni tvrzeni spolu s pfedchozimi poznatky dava me-
todu, jak v nékterych pripadech usnadnit vypocet determinantii
vyssich tadt. Tyka se to zejména situaci, kdy je dana ctver-
cova matice A fadu n nad néjakym télesem (R, +,-). Tehdy je
mozno takovou matici vzdy prevést napriklad na horni trojihel-
nikovou matici opakovanou aplikaci fadkovych uprav popsanych
v predposlednim ze shora uvedenych tvrzeni (tyto tpravy ne-
méni hodnotu determinantu) v kombinaci s pfehazovanim fadku
a sloupctt matice (tim se miZe ménit znaménko determinantu).

Bud A = (a;;) ¢tvercova matice fadu n > 1 nad komutativ-
nim okruhem (R, +,-). Pro zvolené indexy 7,5 € {1,2,...,n}



oznac¢me A;; ¢tvercovou matici fddu n — 1, kterd vznikne z ma-
tice A vynechanim jejiho i-tého fadku a j-tého sloupce. Pak
prvek okruhu (R, +,-)

Ajj = (=1)"7 - Ay
se nazyva algebraicky doplnék prvku a;; v matici A.

Vztah uvedeny v nasledujici vété se nazyva Laplacetv roz-
voj determinantu |A| podle i-tého fadku matice A.

Véta. Bud A = (aj;) ¢tvercova matice fadu n > 1. Pak pro
libovolny fadkovy index ¢ € {1,2,...,n} plati

~ ~ ~

|Al = a - Ain + aip - Aig + -+ + Qi - A

Poznamka. Analogicky vztah plati také pro sloupcové in-
dexy. To znamena, Ze je mozno provést stejnym zptisobem La-
placetv rozvoj determinantu také podle nékterého sloupce. To
opét plyne z tvrzeni o determinantech transponovanych matic.

Dukaz. Pro libovolné indexy i,j € {1,2,...,n} ozna¢me
Ago matici Tadu n, kterd vznikne z matice A tak, Ze v i-tém
fadku matice A ponechame pouze prvek a;; a ostani prvky to-
hoto radku nahradime nulami. Pak opakovanou aplikaci jednoho

vvvvvv

lze zapsat jako soucet néjakych dvou radki, dostavame
A= A7)+ 147+ A

Zvolme nyni index j € {1,2,...,n} a zkoumejme determinant
\Ag-i)\. Pfehodme v matici Ag-i) i-ty fadek s (i — 1)-nim radkem,
potom (i — 1)-ni fadek s (i — 2)-hym Fadkem, atd., az nakonec
druhy radek s prvnim fadkem. Tim se ptivodné i-ty fadek ma-
tice AE-Z) ocitne na pozici prvniho radku a radky, které mu pi-
vodné predchéazely, se objevi v nezménéném poradi az za nim.



Provedme déale podobnou operaci se sloupci takto vzniklé ma-
tice. Tedy prehodme j-ty sloupec s (j — 1)-nim sloupcem, po-
tom (7 — 1)-ni sloupec s (j — 2)-hym sloupcem, atd., az nakonec
druhy sloupec s prvnim sloupce(%l. Matici, ktera takto nakon%:
1l (3

vznikne, ozna¢me symbolem Aj . P1i transformaci matice Aj
na matici fl;i) bylo provedeno celkem 74 7 —2 zmén spocivajicich
v prehozeni dvou radkt nebo dvou sloupcti, takze podle prislusné-
ho diive uvedeného tvrzeni pro determinanty téchto matic plati

AY] = (—1)"*7 .| AV,

Pritom v matici f_l;i) se prvek a;; objevi zcela vlevo nahofe a
v prvnim fadku napravo od n€j budou samé nuly. Kromé toho

h/ 7 /h v/dk /h 1 t- A(Z) o_
po vynechani prvniho fadku a prvniho sloupce matice A;" zt
stane pravé matice A;;. Aplikujme nyni definici determinantu
na determinant |f1(l) |. V této definici se ovSem uplatni pouze ty
permutace o € Sn, pro néz o(1) = 1, nebot jinak ptislusny clen

determinantu \A \ obsahuje nulovy ¢initel z prvniho fadku ma-

tice Ag) a je tudiz roven nule. Permutace o € S,, s vlastnosti
o(1) = 1 Ize ovSem chépat jako permutace mnoziny {2,...,n}.
Chéapeme-li tato c¢isla jednou jako radkové indexy a podruhe
jako sloupcové indexy, jedna se o ty radky a sloupce matice A( )
v nichz je pravé uloZena matice A;;. Navic pro paritu p(o) ta—
kové permutace o neni podstatné, chapeme-li ji jako permutaci
mnoziny {1,2,...,n} nebo {2,...,n}. To ale ukazuje, ze cleny
determinantu ]f_l;-i)\ odpovidajici permutacim o € S, s vlast-
nosti o(1) = 1 jsou pravé souciny prvku a;; s libovolnymi ¢leny
determinantu |A;;|. Takze dostavame

AD] = az; - | Ayl.

Dosazenim z této rovnosti do predchoziho vztahu a jeho nasled-
nym pouzitim v tvodnim vyjadfeni determinantu |A| na po-
catku tohoto diikazu obdrzime dokazovanou rovnost.
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Bud A = (a;;) ¢tvercovd matice fddu n > 1. Rekneme, Ze
tato matice A je v polorozpadlém tvaru, existuje-li index
k e {1,2,...,n—1} takovy, ze budto a;; = 0 pro vSechna
t=k+1,...,n a 3 =1,...,k, anebo a;; = 0 pro vSechna
t=1,...,k a g =k+1,...,n. Zavedeme-li ¢tvercové matice
B = (ajj)i=1...k j=1..k & C = (aij)izk+1,...n, j=k+1,..n & dale ma-
tice F' = (aij)i=1,. .k, j=kt1,.n & G = (@ij)i=kt1,..n, j=1,..k Dak
takovou matici A lze schematicky psat v jednom ze tvart

B F B O
Az(O C) nebo A:(G C’)’

kde O predstavuje nulovou matici, pokazdé odpovidajiciho typu.

Tvrzeni. Je-li A = (a;;) ¢tvercova matice fadu n v jednom
z polorozpadlych tvara tak, jak byly popsany vyse, pak pro jeji
determinant plati |A| = |B| - |C|.

Dukaz. Predpoklddejme napiiklad, Ze a;; = 0 pro vSechna
t=k+1,...,n a 3 =1,..., k. Uvazme libovolnou permutaci
o € Sy, a ji odpovidajici ¢len p(0) - a1 5(1) @20(2)" - - - *Gpo(n) deter-
minantu |A|. Je-li zde pro nékteré i € {k + 1,...,n} splnéno
o(i) € {1,...,k}, pak a;,; = 0, takze dotycny clen deter-
minantu |A| je roven nule. Sta¢i tedy uvazovat pouze ty per-
mutace o € S, které pro kazdé i € {k + 1,...,n} spliuji
o(i) € {k+1,...,n}. Tyto permutace pak ale také pro kazdé
ie{l,...,k}splnujio(i) € {1,...,k}. To jsou pak ovSem pravé
permutace tvaru o = pon, kde p je libovolna permutace mnozi-
ny {1,...,k} an jelibovolnd permutace mnoziny {k+1,...,n}.
Ptislusny ¢len determinantu |A| lze pak zapsat ve tvaru

@(0-) "A16(1)°A20(2)" - - - "Ano(n)
= 9(0) @150y -+ olh) * ©(1) * Uity - Cnnn),

nebot z kapitoly o permutacich vime, ze p(pon) = (o) - p(n).
Vidime tedy, Ze ¢leny determinantu |A|, které je tfeba uvazovat,
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jsou praveé souciny libovolného ¢lenu determinantu |B| s libovol-
nym c¢lenem determinantu |C|. To ukazuje, ze |A| = |B| - |C].

Nasleduje Cauchyova véta.

Véta. Pro kazdé dvé ¢tvercové matice A = (a;5) a B = (b;)
stejného Ffadu n nad komutativnim okruhem (R,+,-) plati
|A-B| = [A] - [B].

Dukaz. Sestavme ¢tvercovou matici H fadu 2n tvaru

A O
"= (e n)

kde O je nulova ¢tvercova natice fadu n a —FE je opa¢né matice
k jednotkové matici F/ tadu n. Pak podle predchoziho tvrzeni
vime, ze |H| = |A| - |B|. Upravujme nyni matici H tak, aby na
misté, kde v ni piivodné byla matice A, vznikla nulova matice O.
Toho 1ze dosahnout pri¢itanim vhodnych nasobkl poslednich n
radkt matice H, tedy radkt matice (—E B), k jejim prvnim
n fadktm, tedy k fadktim matice (A O). Podle jednoho z dii-
véjsich tvrzeni vime, Ze se témito ipravami neméni hodnota de-
terminantu |H|. V§imnéme si podrobné, jaké tpravy s matici H
je treba udélat. Matici H lze detailné vypsat ve tvaru

(an aip ... QAip 0 0 O\
a1 Qo ... az, 0 0 0
H— anl Gpa .. Qpp 0 0 ... O
—1 0 ... 0 bll 612 e bln
0O —1 ... 0 bgl bgg ce bgn
\ 0 0 ... =1 by b ... by

Nyni, aby se pro zvoleny index i € {1,2,...,n} objevily v i-tém
radku matice H na prvnich n pozicich nuly, je tfeba k nému
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pricist (n+ 1)-ni fadek matice H vynasobeny prvkem a;;, dale
(n 4 2)-hy fddek matice H vynasobeny prvkem a;s, atd., az na-
konec 2n-ty radek matice H vynéasobeny prvkem a;,. Timto zp1-
sobem se ovSem soucasné na misté pivodné nulové matice O
v matici H objevi nova ¢tvercova matice C' fadu n. Takze po
provedeni vSech popsanych Gprav obdrzime ¢tvercovou matici K

radu 2n tvaru
O C
K_QEIQ.

Pritom pro determinant této matice plati |K| = |H|. Zvolme
kromé indexui € {1,2,...,n} daleindex j € {1,2,...,n} a zjis-
téme, jaky prvek c;; se objevi v matici C' v jejim i-tém fadku a
j-tém sloupci. Tedy urceme, jaky prvek se po vyse specifikova-
nych tpravach objevi v i-tém fadku a v (n + j)-tém sloupci ma-
tice K. Ptjde zrejmé o prvek Cij = afil'blj +ai2‘b2j + -+ am'bnj.
To ale znamena, ze C' = A - B. Podotknéme, ze pak tedy mame
|C| = |A-B|. Pfehodime-li nakonec v matici K prvni rfadek
s (n+ 1)-nim fadkem, druhy fadek s (n + 2)-hym fadkem, atd.,
az n-ty fadek s 2n-tym radkem, obdrzime ¢tvercovou matici L
radu 2n v polorozpadlém tvaru

—-F B
L_<O(».
Ponévadz jsme provedli celkem n popsanych vymeén radki, pro
determinanty matic K a L plati |K| = (—1)"-|L|. Dale podobné
jako na zacatku podle tvrzeni predchazejiciho této vété vime,
ze |L| = |—-E|-|C| = (-=1)"|C]|, takze |L|] = (=1)"-|A-B].
Odtud a z predchozi rovnosti pak plyne, ze |K| = | A-B|. Protoze
|K| = |H| a vidéli jsme, ze |H| = |A| - |B|, dostdavame tak
nakonec, ze |A-B| = |A| - | B].
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