
Dělitelnost

• Necht’ a, b ∈ Z. Řekneme, že a děĺı b, jestliže existuje q ∈ Z takové, že b = a · q.
Znač́ıme a|b.

• Necht’ a, b,m ∈ Z, d ∈ N. Řekneme, že m je společný dělitel č́ısel a a b, jestliže
m|a ∧ m|b. Řekneme, že d je největš́ı společný dělitel a a b, jestliže je d společným
dělitelem a a b a zároveň, je-li m libovolným společným dělitelem č́ısel a, b, pak m|d.
Znač́ıme D(a, b) = d.

• Zbytkový tvar č́ısla: a, b, q, r ∈ Z

a = b · q + r,

0 ≤ r < |b|.

• Bezoutova rovnost: a, b ∈ Z ⇒ ∃x, y ∈ Z;

D(a, b) = a · x+ b · y

• Nesoudělná č́ısla a, b ∈ Z jsou taková č́ısla, pro která plat́ı D(a, b) = 1.

• Prvoč́ıslo je takové č́ıslo, které je dělitelné pouze č́ıslem 1 a sebou samým.

• Každé přirozené č́ıslo lze rozložit na součin proč́ısel a to jednoznačně až na pořad́ı
činitel̊u. Zápis n = pα1

1 · · · p
αk
k , kde p1, p2, . . . , pk jsou navzájem r̊uzná prvoč́ısla,

α1, α2, . . . , αk ∈ N0 se nazývá kanonický rozklad č́ısla n.

• ϕ : N → N je tzv. Eulerova funkce; ∀n ∈ N; ϕ(n) udává počet přirozených č́ısel
menš́ıch nebo rovných n, která jsou s n nesoudělná. Klademe ϕ(1) = 1.

1. Jsou-li m,n nesoudělná přirozená č́ısla, pak ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n), tj. Eulerova
funkce je multiplikativńı.

2. Je-li p prvoč́ıslo, pak
ϕ(p) = p− 1.

3. Je-li p prvoč́ıslo a k kladné celé č́ıslo, pak

ϕ(pk) = pk−1(p− 1).

4. Je-li n > 1 přirozené č́ıslo a n = pα1
1 · · · p

αk
k jeho kanonický rozklad, pak

ϕ(n) = pα1−1
1 (p1 − 1)pα2−1

2 (p2 − 1) · · · pαk−1

k (pk − 1),

resp.
ϕ(n) = (pα1

1 − p
α1−1
1 )(pα2

2 − p
α2−1
2 ) · · · (pαk

k − p
αk−1
k ).

• Euklid̊uv algoritmus pro hledáńı největš́ıho společného dělitele č́ısel a, b :
a = bq1 + r1 ⇒ r1 = 0 ⇒ b|a, a tedy D(a, b) = b

r1 6= 0 ⇒ b = r1q2 + r2 ⇒ r2 = 0, pak D(a, b) = r1
r2 6= 0 ⇒ r1 = r2q3 + r3

...
rn−2 = rn−1qn + rn
rn−1 = rnqn+1 + 0, pak D(a, b) = rn.

1. Euklidovým algoritmem určete největš́ı společný dělitel č́ısel 1128 a 291. Určete koeficienty x, y
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v Bezoutově nerovnosti.

Kongruence

a, b ∈ Z,m ∈ N, pak řeknemě, že a je kongruentńı s b modulo m, ṕı̌seme a ≡ b (mod m),
jestliže a i b dávaj́ı po děleńı m stejný zbytek.

a ≡ b (mod m) ⇔ a = b+m · q, q ∈ Z ⇔ m|(a− b)

Relace kongruence je na množině Z reflexivńı, symetrická a tranzitivńı (je to relace ekvi-
valence).
Dále plat́ı:

a ≡ b (mod m)
c ≡ d (mod m)

⇒
a+ c ≡ b+ d (mod m)
a− c ≡ b− d (mod m)
a · c ≡ b · d (mod m)

an ≡ bn (mod m) a+ km ≡ b (mod m)
ka ≡ kb (mod km) a ≡ b+ml (mod m)
ka ≡ kb (mod m) a+ km ≡ b+ml (mod m)

ak ≡ bk (mod m) ∧ D(k,m) = 1 ⇒ a ≡ b (mod m) k, l ∈ Z

Eulerova věta: Necht’ a,m ∈ Z,m ≥ 1; D(a,m) = 1. Pak

aϕ(m) ≡ 1 (mod m).

2. Určete zbytek po děleńı č́ısla 250 + 350 + 450 č́ıslem 17.

3. Určete zbytek po děleńı č́ısla
(

444
+ 555

)
č́ıslem 17.

4. Je č́ıslo 260 + 730 dělitelné č́ıslem 13?

5. Určete posledńı cifru v dekadickém zápisu č́ısla 777
.

6. Určete posledńı cifru v dekadickém zápisu č́ısla 1713119

.

7. Určete všechna řešeńı lineárńı kongruence

4x ≡ 1 (mod 15)

Zbytkové tř́ıdy

Znač́ı se Zn = {[0]n, [1]n, [2]n, . . . , [n − 1]n}, kde [k]n znač́ı množinu č́ısel, které po děleńı
č́ıslem n dávaj́ı zbytek k.

[a]n + [b]n = [a+ b]n
[a]n · [b]n = [a · b]n

(Zn,+) je abelovská grupa, (Zn, ·) je komutativńı pologrupa s neutrálńım prvkem [1]n.
Je-li n prvoč́ıslo, pak (Z∗n, ·) je abelovská grupa. Pokud n neńı prvoč́ıslo, pak (Z×n , ·), kde
Z×n je množina invertibilńıch prvk̊u, je abelovská grupa.

8. Určete [17]−1
181.

2



Permutace

• bijektivńı zobrazeńı A na A, kde A uvažujeme neprázdnou konečnou podmnožinu N.

• n ∈ N; množina všech permutaćı tvoř́ı grupu, která je pro n ≥ 3 nekomutativńı; má
n! prvk̊u.

• Libovolnou permutaci můžeme rozložit na součin nezávislých cykl̊u.

• Cyklus délky 2 = transpozice.

• Každou permutaci můžeme rozložit na součin transpozic. Pokud je počet transpozic
lichý, pak mluv́ıme o liché permutaci, pokud je sudý, pak o sudé perumutaci.

• Inverze – dvojice prvk̊u a, b tak, že

a < b ∧ π(a) > π(b)

• Parita = znaménko permutace sgn(π) = (−1)n; n udává počet inverźı. Pro dvě
permutace plat́ı

sgn(π ◦ π′) = sgn(π) · sgnπ′).

Je-li permutace π součinem nezávislých cykl̊u π = π1 ◦ π2 ◦ · · · ◦ πn, delka cyklu
πi = ki + 1:

sgn(π) =
m∏
i=1

(−1)ki = (−1)
Pm

i=1 ki

9. Jsou dány permutace s a t:

s =
(

1 2 3 4 5 6 7 8
4 1 3 2 8 5 6 7

)
, t =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
5 4 2 3 7 1 8 6

)
(a) Rozložte s a t na součin nezávislých cykl̊u.

(b) Spočtěte součiny s ◦ t a t ◦ s.
(c) Určete inverzńı prvky s−1, t−1.

(d) Spočtěte permutaci (s120 ◦ t−3)17.

(e) Permuteace s, t rozložte na součin transpozic a určete jejich paritu.

Symeetrie logotyp̊u (obrazc̊u)

Ta – translace o vektror a;
Rϕ – otočeńı o úhel ϕ;
Zl – zrcadleńı v̊uči př́ımce l procházej́ıćı počátkem.

Symetrie tvoř́ı grupu.

Dihedrálńı grupy řádu 2k – grupy symetríı s k r̊uznými rotacemi a k zrcadleńımi. U
pravidelných k-úhelńık̊u D2k.

10. Popǐste grupu symetríı čtverce.
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