Nahodna veli¢ina

Necht (€, A, P) je pravdépodobnostni prostor. Zobrazen{ X : Q — R se nazyvé ndhodna
veli¢ina (vzhledem k jevovému poli A), pravé kdyz

VBeB:{weQ:X(w)e B} e A, (1)
tj. uplny vzor kazdé borelovské mnoziny je jevem.
Poznamka: Obraz X (w) se nazyvéd ¢iselna realizace ndhodné veliciny X piislusnd k

moznému vysledku w. Mnozinu {w € Q : X(w) € B} zkrdcené zapisujeme {X € B} nebo
(X € B)

Distribuéni funkce
Funkce F': R — R definovdna vztahem

Ve eR: F(z) = P(X <x), (2)

kde P(X < z) zna¢i P({w € Q : X(w) < z}), se nazyvé distribuéni funkce ndhodné
veli¢iny X (vzhledem k P).

Distribuéni funkce ma tyto vlastnosti:
1. je neklesajici, tj. pro vSechna x1 < zo: F'(z1) < F(x2);

2. je zprava spojitd, tj. pro vSechna xg € R: lim F(z) = F(xo);

Z'—’.Z’g
3. 0< F(x) <1
4. Pro zg € R libovolné, ale pevné zvolené je

P(X =x9) = F(xg) — lim F(z);

T—T)

5. Proa,beR,a <bje Pla< X <b)=F()— F(a).

Diskrétni nahodna veli¢ina

Nahodnd velicina X s distribuéni funkei F'(x) se nazyvd diskrétni, jestlize existuje
neprazdnd, nejvyse spocetnd podmnozina N redlnych ¢isel a funkce 7 : R — R s témito
vlastnostmi:

1. m(z) >0 proxz e N
m(r)=0prox e R— N

2. Y m(x)= > w(x)=1

z€eR zeN

a pro kazdé x € R mame F(z) = ) m(t). Funkce 7(x) se nazyva pravdépodobnostni
t<x
funkce ndhodné veli¢iny X. Plati n(z) = P(X = z).

1. Sttelec stiili do terce az do prvnitho zdsahu. M4 v zdsobé ¢tyii naboje. Pravdépodobnost zasahu
je pri kazdém vystielu 0,6. Nahodna veli¢ina X udava pocet nespotiebovanych naboju. Urcete
pravdépodobnostni a distribuéni funkci ndhodné veli¢iny X a nakreslete grafy téchto funkeci.

2. Nahodn4 veli¢ina X m4a pravdépodobnostni funkci



3 T
£2-0,7" x=1,2,...
m(z) = P(X =x) :{ (7) Jinak

Jakd je pravdépodobnost, ze tato ndhodné veli¢ina nabude hodnot:

(a) mensich jak 3
(b) vétsich jak 4

(c) vétsich jak 1 a mensich jak 47

Spojita nahodna veli¢ina
Rekneme, 7e ndhodn4 veli¢ina X je (absolutné) spojita, jestlize existuje nezdporna bore-
lovska funkce f tak, ze pro kazdé x € R mame

Flz) = / " rwar

Funkce f se nazyva hustota ndhodné veliciny X a je urcena jednoznacné az na borelovské
mnoziny miry 0 a plati:

dF(z)

(a) fz) = =g,

) ] rd=1

3. Spojitd ndhodnéa velicina mé hustotu
ar 0<zx<1

! (z):{ 0 jinak

(a) Urcete konstantu a.
(b) Vypoctéte pravdépodobnost, ze x je vétsi jak % a mens{ nebo rovno jak %

(c) Urcete distribuéni funkei.

4. Urcete a € R tak, aby funkce

0 z <0
Flz)=<{ax? 0<z<2
1 > 2

byla distribuéni funkeci.




Ciselné charakteristiky ndhodnych veli¢in

Stredni hodnota

Je-li ddna diskrétni ndhoda veli¢ina X s pravdépodobnostni funkei 7(x), pak ¢islo

o0

r=—00

za predpokladu, ze ptipadna nekonec¢né fada absolutné konverguje, nazyvame stfedni hod-
notou nahodné veli¢iny X.
Je-li ndhodnd veli¢ina X spojita s hustotou f(x), pak ¢islo

(e 9]

B = [ o fla)da,

—0o0

za predpokladu, ze nevlastni Riemanntv integral absolutné konverguje, nazyvame jeji
stfedni hodnotou.

Necht g(z) je borelovskd funkce. Pak pro stiedni hodnotu ndhodné veliciny Y = g(X)
plati:
> g(z)m(x) v diskrétnim piipadé
BY)={ &
[ g(z)f(xz)dz ve spojitém pripadé
— o0

pokud nekoneénd tada, resp. Riemannuv integral, absolutné konverguji.

Rozptyl
Cislo
D(X) = E[(X - E(X))’] = B(X?) - [E(X)]?
nazyvame rozptylem ndhodné veliciny X za predpokladu, zZe vSechny uvedené stiedni
hodnoty existuji.
Cislo v/D(X) nazyvame smérodatnou odchylkou ndhodné veliciny X.

Kovariance
Cislo

C(X1,X2) = E[(X1 — E(X1))(X2 — E(X2))]
nazyvame kovarianci ndhodnych velicin X; a X5 za predpokladu, ze vSechny uvedené
stfedni hodnoty existuji. Je-li C(X1, X2) = 0, pak fekneme, Ze ndhodné veliciny X; a Xo
jsou nekorelované.

Korelace
Cislo

R(X1, X5) = (Xl LG PR E(X”) ,

V' D(X1) VD(X2)

D(X1)D(X32) # 0 nazveme korelaci ndhodnych velicin X; a Xy (a za predpokladu, ze
vSechny stredni hodnoty existuji), R(X1, X2) = 0 jinak.




Vlastnosti:

na témze pravdépodobnostnim prostoru.

(a) Stfedni hodnota

i. E(a)=a

ii. E(a+bX)=a+bE(X)
iii. B(X — B(X))

iv. (;Xz) ;E( )

(b) Rozptyl

i. D(a) =0
ii. D(a+bX)=0b2D(X)

(c) Kovariance

i. C(a1,X2) =C(X1,a2) =C(ay,a2) =0

ii. C(ar + b1 X1, az + baXo) = bibaC/(X1, Xo)
iii. O(X,X) = D(X)
iv. (X1, Xs) = C(Xa2, X1)

v. O(X1, Xo) = BE(X1X2) — E(X1)E(X>)
v O(E X, 2 1) = 3 $ o)

=1 7j=1 i=1j=
(d) Korelace

i. R(a17X2> R(Xl,ag) = R(al,ag) =0
ii. R(a1 + 01 X1,a9 + bQXQ) = Sgn(blbg)R(Xl,Xg)
iii. R(Xl,X) R(XQ,Xl)
(

iv. R(X1,Xs) = %\;{L D(X1)D(X3) # 0, R(X1, X5) jinak.

n n n=1 n
iii. D(>. X;) = > D(X;)+2 Y. C(X;, X;). Jsou-li veliciny X7, ..
i=1 i=1 i=1 j=it1
n n
relované, pak plati: D(> X;) = > D(X;)
i=1 i=1

Necht a,ay,as,b, by, by jsou konstanty a Xi,...X,,Y7,...Y, ndhodné veliciny definované

n

v. Jsou-li ndhodné veli¢iny X,...X,, stochasticky nezavislé, pak: E(]] X;) =

i=1

. X, neko-

5. Nahodn4a velicina X je ddna pravdépodobnostni funkeci:

1/3 x=-2

1/2 =3
() =

1/6 z=1

0 jinak.

Urcete E(X), B(2X +5), E(X?), D(X) a D(2X — 1).




6.

7.

8.

10.

Urcete stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné veli¢iny X, pokud ma

(a) alternativni rozdéleni: X ~ A(6);
(b) binomické rozdéleni: X ~ Bi(n,0);

(c) rovnomérné spojité rozdéleni: X ~ Rs(a,b).
Nahodné velicina udavé pocet ok pii hodu kostkou. Vypoctéte jeji rozptyl.
Néhodn4 veli¢ina X mé& konstatni hodnotu pravdépodobnosti v intervalu (0, a), to znamend, ze

jeji hustota pravdépodobnosti méa tvar:

% pro0<z<a
0 jinak

)=

S pouzitim vlastnosti stfedni hodnoty a rozptylu urcete

(a) E(2X +3)
(b) E(3X2 —2X +1)
(c) D(2X +3)
(d) D(X?+1)

. Nekorelované ndhodné veliciny X a Y maji rozptyly D(X) = a a D(Y) = 2. Urcete konstantu

a, jestlize roztpyl ndhodné veliciny Z = 3Y — X je D(Z) = 25.

N&ahodné veliciny X a Y jsou ndhodné chyby na vstupu néjakého zafizeni, maji charakteristiky
EX)=-2,E(Y)=4, D(X)=4aD(Y)=29. Koeficient korelace téchto chyb je R(X,Y) =
—0,5. Chyba Z na vystupu zavisi na chybéch na vstupu nésledovné: Z = 3X2 +2XY +Y? —3.
Najdéte stiedni hodnotu chyby na vystupu.

Domdct ukol: Znate-li charakteristiky ndhodnych veli¢in X a Y, urcete nasledujici charakteris-
tiky:

(a) E(2X —Y +4), (4]
(b) D(2X —Y +4), 21]
(c) C(X+Y,X —Y), 3]
(d) BE(X+Y)?, [12]
(e) E(3X%—2Y). [11]



