
Náhodný vektor

Náhodný vektor je uspořádaná n-tice X = (X1, X2, . . . Xn)′, kde Xi jsou náhodné veličiny
na pravděpodobnostńım prostoru (Ω,A, P ). Jeho distribučńı funkci definujeme vztahem:

∀(x1, x2, . . . , xn)′ ∈ Rn;F (x1, x2, . . . , xn) = P (X1 ≤ x1 ∧X2 ≤ x2 ∧ · · · ∧Xn ≤ xn).

F (x1, x2, . . . , xn) je neklesaj́ıćı, zprava spojitá vzhledem ke každé jednotlivé proměnné a
dále

lim
x1→∞

...
xn→∞

F (x1, x2, . . . , xn) = 1

∀i ∈ {1, . . . , n}; lim
xi→−∞

F (x1, x2, . . . , xn) = 0

∀i ∈ {1, . . . , n}; lim
x1→∞

...
xi−1→∞
xi+1→∞

...
xn→∞

F (x1, x2, . . . , xn) = Fi(xi).

Fi(xi) se nazývá marginálńı distribučńı funkce náhodné veličiny Xi a F (x1, x2, . . . , xn)
se nazývá simultánńı (sdružená) distribučńı funkce náhodného vektoru X.

Diskrétńı náhodný vektor
Náhodný vektor X = (X1, X2, . . . Xn)′ se nazývá diskrétńı, právě když existuje funkce
π(x1, . . . , xn), která je kladná na nejvýše spočetné množině N ⊆ Rn, nulová na množině
Rn −N , je normovaná

∞∑
x1=−∞

· · ·
∞∑

xn=−∞
π(x1, . . . , xn) = 1

a plat́ı pro ni:

∀(x1, x2, . . . , xn)′ ∈ Rn;F (x1, x2, . . . , xn) =
∑
t≤x1

· · ·
∑
t≤xn

π(t1, . . . , tn).

Funkce π(x1, . . . , xn) se nazývá pravděpodobnostńı funkce náhodného vektoru X. Dále
plat́ı:

∀(x1, x2, . . . , xn)′ ∈ Rn;π(x1, x2, . . . , xn) = P (X1 = x1 ∧X2 = x2 ∧ . . . , Xn = xn).

∀i ∈ {1, . . . , n};
∑
x1∈R

· · ·
∑

xi−1∈R

∑
xi+1∈R

· · ·
∑

xn∈R
π(x1, . . . , xn) = πi(xi)

πi(xi) se nazývá marginálńı pravděpodobnostńı funkce náhodné veličiny Xi a
π(x1, x2, . . . , xn) se nazývá simultánńı (sdružená) pravděpodobnostńı funkce
náhodného vektoru X.
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1. Necht’ náhodný vektor (X,Y )′ má pravděpodobnostńı funkci

π(x, y) =

{
1
15(x+ y + 1) pro x = 0, 1, 2; y = 0, 1
0 jinak

Určete marginálńı pravděpodobnostńı funkce, marginálńı distribučńı funkce a sdruženou dis-
tribučńı funkci.

Spojitý náhodný vektor
Náhodný vektor X = (X1, X2, . . . Xn)′ se nazývá spojitý, právě když existuje po částech
spojitá funkce f(x1, . . . , xn) s vlastnost́ı

∀(x1, . . . , xn)′ ∈ Rn; f(x1, . . . , xn) ≥ 0,

která je normovaná
∞∫
−∞

. . .

∞∫
−∞

f(x1, . . . , xn) = 1

a plat́ı pro ni:

∀(x1, . . . , xn)′ ∈ Rn;F (x1, . . . , xn) =

x1∫
−∞

. . .

xn∫
−∞

f(t1, . . . , tn) dt1 . . . dtn.

Funkce f(x1, . . . , xn) se nazývá hustota pravděpodobnosti náhodného vektoru X. Dále
plat́ı:

f(x1, . . . , xn) =
∂nF (x1, . . . , xn)
∂x1 . . . ∂xn

ve všech bodech spojitosti funkce f(x1, . . . , xn).

∀i ∈ {1, . . . , n};
∞∫
−∞

. . .

∞∫
−∞

∞∫
−∞

. . .

∞∫
−∞

f(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxi−1 dxi+1 . . . dxn = fi(xi)

fi(xi) se nazývá marginálńı hustota náhodné veličiny Xi a f(x1, x2, . . . , xn)′ se nazývá
simultánńı (sdružená) hustota náhodného vektoru X.

2. Hustota pravděpodobnost́ı náhodného vektoru (X,Y )′ je dána

f(x, y) =

{
1
6(x

2 + y
3 ) 0 < x < 2, 0 < y < 3

0 jinak

Určete obě marginálńı hustoty, sdruženou distribučńı funkci a pravděpodobnost
P (0 < X ≤ 1 ∧ 2 < Y ≤ 3).

3. Určete marginálńı distribučńı funkci, sdruženou a marginálńı hustotu náhodného vektoru (X,Y )′,
když v́ıte, že

F (x, y) =


0 x < 0 ∧ y < 0
1
4x

2y2 x ∈ 〈0, 1〉, y ∈ 〈0, 2〉
1 x > 1 ∧ y > 2.
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Stochasticky nezávislé náhodné veličiny

Věta: Náhodné veličiny X1, . . . , Xn jsou stochasticky nezávislé, právě když pro každé
x1 ∈ R, . . . , xn ∈ R plat́ı:

F (x1, . . . , xn) = F1(x1) · . . . · Fn(xn)

resp. π(x1, . . . , xn) = π1(x1) · . . . · πn(xn) (v diskrétńım př́ıpadě), resp. f(x1, . . . , xn) =
f1(x1) · . . . · fn(xn) (ve spojitém př́ıpadě).

4. Spojitý náhodný vektor (X1, X2) má hustotu

f(x1, x2) =
{

24x2
1x2(1− x1) pro 0 ≤ x1 < 1, 0 ≤ x2 < 1

0 jinak

Dokažte, že náhodné veličiny X1 a X2 jsou stochasticky nezávislé.

5. Podnik vyráb́ı ocelové obj́ımky. Kontrola na výstupu tř́ıd́ı výrobky podle dvou kritéríı – podle
odchylky od předepsaného vnitřńıho pr̊uměru do čtyř skupin (X = 1, 2, 3, 4) a podle odchylky
od předepsané délky také do čtyř skupin (Y = 2, 4, 6, 8). Sdružená pravděpodobnostńı funkce je
dána tabulkou:

X\Y 2 4 6 8
1 0.01 0.03 0.04 0.02
2 0.02 0.24 0.10 0.04
3 0.04 0.15 0.08 0.03
4 0.04 0.06 0.08 0,02

Určete marginálńı pravděpodobnostńı funkce πX(x), πY (y), podmı́něné pravděpobosnostńı funkce
π(x|Y = 8), π(y|X = 1), hodnoty sdružené distribučńı funkce F (3, 4), F (1, 3), hodnotu podmı́něné
distribučńı funkce F (X = 3|Y = 8). Jsou náhodné veličiny X a Y nezávislé?

Č́ıselné charakteristiky náhodných vektor̊u
Necht’ X = (X1, X2, . . . , Xn)′ je náhodný vektor. Reálný vektor

E(X ) = (E(X1), E(X2), . . . , E(Xn))′

se nazývá vektor středńıch hodnot, reálná čtvercová symetrická matice

cov(X ) =

 D(X1) C(X1, X2) . . . C(X1, Xn)
...

...
. . .

...
C(Xn, X1) C(Xn, X2) . . . D(Xn)


se nazývá variančńı matice a reálná čtvercová symetrická matice

cor(X ) =

 1 R(X1, X2) . . . R(X1, Xn)
...

...
. . .

...
R(Xn, X1) R(Xn, X2) . . . 1


se nazývá korelačńı matice.

6. Spojitý náhodný vektor (X,Y ) má hustotu

f(x, y) =

{
1− x+ y 0 < x < 1, 0 < y < 1
0 jinak.
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Určete všechny charakteristiky náhodného vektoru.

7. Je dán náhodný vektor X = (X1, X2)′ se sdruženou pravděpodobnostńı funkćı:

π(x) =

{
x1+x2+1

15 x1 = 0, 1, 2; x2 = 0, 1
0 jinak.

Určete všechny charakteristiky.
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