
Matematika IV – demonstračńı cvičeńı
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19. května 2010

1. demonstračńı cvičeńı

Př́ıklad 1. Rozhodněte o uvedených množinách a operaćıch, jakou
tvoř́ı strukturu (grupoid, pologrupa, monoid, grupa), př́ıp. diskutujte
existenci jednostranných neutrálńıch prvk̊u.

1. (2N,∪), (2N,∩), (2N, \), 2N s operaćı symetrický rozd́ıl

2. N s operaćı nejvěťśı společný dělitel (resp. nejmenš́ı spol. násobek)

3. regulárńı matice 2× 2 nad R s operaćı sč́ıtáńı

4. matice 2× 2 nad R s operaćı sč́ıtáńı

5. matice 2× 2 nad R s operaćı odč́ıtáńı

6. invertibilńı matice 2 × 2 nad Z2 s operaćı násobeńı matic (zde
nav́ıc určete tzv. Cayleyho tabulku násobeńı)

7. (Z9,+), resp. (Z5,+), (Z9, ·), resp. (Z5, ·), (Z9 \ {[0]9}, ·), resp.
(Z5 \ {[0]5}, ·).

8. Z s operaćı ◦ zadanou (pomoćı běžných operaćı sč́ıtáńı a násobeńı)
předpisem x ◦ y = x+ (−1)xy.

2. demonstračńı cvičeńı

Př́ıklad 2. Určete nejvěťśı společný dělitel č́ısel 10175 a 2277. Pro
tato č́ısla určete koeficienty v Bezoutově rovnosti.

Př́ıklad 3. Určete všechna n ∈ N taková, že ϕ(n) = 6.
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Př́ıklad 4. Určete všechna n ∈ N taková, že ϕ(n) = n
2 .

Př́ıklad 5. Nalezněte zbytek po děleńı č́ısla 1312 + 1211 + 1110 č́ıslem
9.

Př́ıklad 6. Dokažte, že je č́ıslo 1615 + 2914 + 4213 dělitelné třinácti.

Př́ıklad 7. Určete posledńı cifru č́ısla 131197

Př́ıklad 8. Nalezněte nejmenš́ı přirozené č́ıslo n takové, že 17n ≡
1 (mod 181)

Př́ıklad 9. Necht’ jsou dány permutace

s =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
3 4 7 2 1 9 8 6 5

)
, t =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
5 2 1 4 3 8 7 6 9

)
1. Rozložte permutace s, t na součin nezávislých cykl̊u.

2. Rozložte permutace s, t na součin transpozic.

3. Určete s−1

4. Určete s ◦ t, t ◦ s

5. Spoč́ıtejte s20

6. Určete (s120 ◦ t−3)17

Př́ıklad 10. Určete grupu symetríı rovnostranného trojúhelńıka.

3. demonstračńı cvičeńı

Př́ıklad 11. Doplňte následuj́ıćı tabulku operace ∗ na množině {a,b,c}
tak, aby se jednalo o pologrupu.

* a b c

a b a c
b
c
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Př́ıklad 12 (zákony o kráceńı).

1. Dokažte, že v libovolné grupě plat́ı tzv. zákony o kráceńı.

a · b = a · c⇒ b = c, a · c = b · c⇒ a = b.

2. Dokažte, že konečná pologrupa, ve které plat́ı zákony o kráceńı, je
nutně grupou.

3. Udejte př́ıklad nekonečné pologrupy, v ńı̌z plat́ı zákony o kráceńı
a neńı grupou.

4. Udejte př́ıklad tř́ıprvkového grupoidu, v němž plat́ı zákony o kráceńı,
ale neńı grupou.

Př́ıklad 13. Doplňte následuj́ıćı tabulky operace ∗ na množině {a,b,c}
tak, aby se jednalo o grupu.

∗ a b c

a
b a
c a

∗ a b c

a
b c a
c

Př́ıklad 14. Dokažte, že Q(
√

3) = {a + b
√

3; a, b ∈ Q} je podgrupa
grupy (Q, ·).

Př́ıklad 15.

1. Popǐste všechny podgrupy grupy (Z14,+).

2. Popǐste všechny podgrupy grupy (Zn,+).

Př́ıklad 16. Popǐste svaz podgrup Σ3.

Př́ıklad 17.

1. Určete podgrupu Σ8 generovanou množinou

{(4, 5, 2, 1) ◦ (4, 6, 3, 1, 5, 2), (4, 5, 2, 1) ◦ (4, 5, 6) ◦ (2, 1, 3)}.

2. Určete podgrupu Σn generovanou množinou

{(1, 2), (1, 2, 3, . . . , n)}.
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4. demonstračńı cvičeńı

Př́ıklad 18. V grupě (C∗, ·) určete podgrupu generovanou prvkem√
2

2 + i
√

2
2 .

Př́ıklad 19. Určete všechny homomorfismy z (Σ3, ◦) do (Z6,+).

Př́ıklad 20. Dokažte, že (Z×7 , ·) je izomorfńı s (Z6,+) a (Z×8 , ·) s
(Z2 × Z2,+) a př́ıslušný izomorfismus popǐste.

Př́ıklad 21. Popǐste nějaký izomorfismus (Z4,+)×(Z5,+) a (Z20,+).

Př́ıklad 22. U následuj́ıćıch předpis̊u rozhodněte, zda se jedná o zob-
razeńı, homomorfismus, či dokonce izomorfismus grup. V př́ıpadě ho-
momorfism̊u určete jejich jádro.

1. f : (Z2,+)× (Z5,+)→ (Z10,+); f([a], [b]) = [a+ b].

2. g : (Z2,+)× (Z5,+)→ (Z10,+); g([a], [b]) = [5a+ 2b].

3. h : (Z4,+)→ (C∗, ·); h([a]) = ia.

4. k : (Z5,+)→ (C∗, ·); h([a]) = ia.

5. l : (Σ6, ◦)→ (Σ6, ◦); l(s) = s2.

6. m : (Σ6, ◦)→ (Σ6, ◦); m(s) = (1, 2) ◦ s ◦ (1, 2).

Př́ıklad 23. Necht’ G je grupa. Dokažte, že zobrazeńı f : G → G
definované předpisem f(x) = x−1 je izomorfismus právě tehdy, je-li
G komutativńı.

Př́ıklad 24. Popǐste levý rozklad grupy (C,+) podle podgrupy (R,+).

Př́ıklad 25. Kolik tř́ıd obsahuje levý rozklad grupy (Σ7, ◦) podle pod-
grupy 〈(1, 2) ◦ (3, 4, 5, 6, 7)〉?
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5. demonstračńı cvičeńı

Př́ıklad 26. Dokažte, že daná množina H je normálńı podgrupa grupy
G. Určete př́ıslušnou faktorgrupu G/H.

1. G = C, H = R.

2. G = C×, H = R+.

3. G = Z× Z, H = {(m,n) ∈ Z× Z | 6|2m− n}.

4. G = {f : R→ R | f(x) = ax+ b, a ∈ R×, b ∈ R},
H = {f : R→ R | f(x) = x+ b, b ∈ R}

5. G =

{(
a 0
b c

)
| a, c ∈ Q×, b ∈ Q

}
, H =

{(
a 0
b c

)
| a, b, c ∈ Q, a, c > 0

}
.

Př́ıklad 27. Dokažte, že daná množina H netvoř́ı normálńı podgrupu
grupy G.

1. G = {f : R→ R | f(x) = ax+ b, a ∈ R×, b ∈ R},
H = {f : R→ R | f(x) = ax, a ∈ R×}.

2. G = S4, H = {π ∈ S4 | π(3) = 3}

Př́ıklad 28.

1. Určete zbytek po děleńı č́ısla 567

a č́ısla 7123456789 č́ıslem 12.

2. Určete posledńı dvě cifry č́ısla 17444.

6. demonstračńı cvičeńı

Př́ıklad 29. Nalezněte nejprve všechny racionálńı a poté násobné
kořeny polynomu

4x7 + 17x6 + 32x5 + 39x4 + 28x3 + 13x2 + 2x ∈ Z[x].

Tento polynom rozložte na součin ireducibilńıch polynom̊u postupně
nad C,R,Q.
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Př́ıklad 30. Určete násobnost kořene −1 polynomu

x5 − ax2 − ax+ 1 ∈ C[x]

v závislosti na hodnotě parametru a ∈ C.

Př́ıklad 31. Mezi všemi normovanými polynomy s reálnými koefi-
cienty, které maj́ı jednoduchý kořen −1

3 a dvojnásobný kořen 3 + 2i
nalezněte ten, jehož stupeň je nejmenš́ı a rozložte jej na ireducibilńı
polynomy nad C,R,Q.

Př́ıklad 32. Dokažte, že polynom

x3 + 3x2 + 5x+ 5

je ireducibilńı nad Q

• pomoćı Eisensteinova kritéria,

• jinak.

Př́ıklad 33. 1. Dokažte, že polynom

x4 + x3 + x2 + x+ 1

je ireducibilńı nad Z.

2. D̊ukaz zobecněte pro nekonečně mnoho polynom̊u.

Př́ıklad 34. Nalezněte rozklad polynomu

x4 + 4x3 + x2 + 5

na součin ireducibilńıch polynom̊u nad Z.

7. demonstračńı cvičeńı

Př́ıklad 35. Nalezněte všechny ireducibilńı polynomy

1. stupně nejvýše 4 nad Z2.

2. stupně nejvýše 2 nad Z3, dále určete počet ireducibilńıch polynom̊u
stupně 3 nad Z3.
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Př́ıklad 36. Polynom

x8 + x4 + x3 + x ∈ Z2[x]

rozložte na součin ireducibilńıch polynom̊u.

Př́ıklad 37. Rozložte polynom

x7 + 2x6 + 2x5 + 2x4 + 2x3 + x+ 2

nad Z3 na součin ireducibilńıch polynom̊u.

Př́ıklad 38. Rozhodněte, ve kterém př́ıpadě jde o okruh (s obvyklým
sč́ıtáńım a násobeńım) s jedničkou:

a) přirozená č́ısla,

b) celá č́ısla, která jsou násobkem 3,

c) polynomy nad R stupně nejvýše n,

d) polynomy s celoč́ıselnými koeficienty,

e) polynomy s celoč́ıselnými koeficienty s nulovým absolutńım členem,

f) polynomy f nad R splňuj́ıćı f(2) = 0,

g) nesingulárńı matice 2× 2 nad R,

h) lineárńı reálné funkce, tj. funkce tvaru f(x) = a · x+ b, a, b ∈ R.

Př́ıklad 39. Necht’ (R,+, ·) je okruh. Pak rovněž (R,+, ◦), kde

a ◦ b = a · b+ b · a

je okruh. Dokažte nebo vyvrat’te.

Př́ıklad 40. Určete jednotky a dělitele nuly v okruźıch:

a) celých č́ısel (Z,+, ·),

b) celoč́ıselných polynom̊u (Z[x],+, ·),

c) reálných polynom̊u (R[x],+, ·),

d) zbytkových tř́ıd (Zn,+, ·),

e) polynom̊u nad Z5, tj. (Z5[x],+, ·),

f) funkćı f : [0, 1]→ R.
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Př́ıklad 41. Určete, zda je okruh (Z2,+, ·) × (Z3,+, ·) oborem inte-
grity a rozhodněte, zda je izomorfńı s okruhem (Z6,+, ·).

Př́ıklad 42. Rozhodněte, zda je zobrazeńı f : C → R definované
předpisem f(a+ b i) = a+ b homomorfismem okruh̊u.

Př́ıklad 43. 1. Uvažme zobrazeńı f : C → Mat2,2(R) definované
předpisem f(a + bi) = ( a b

b a ). Rozhodněte (a zd̊uvodněte), je-li f
homomorfismus okruhu (C,+, ·) do okruhu (Mat2,2(R),+, ·) matic
typu 2x2 nad R.

2. Uvažme zobrazeńı g : Mat2,2(Q)→ Q definované předpisem g (( a bc d )) =
ad−bc. Rozhodněte (a zd̊uvodněte), je-li g homomorfismus okruhu
(Mat2,2(Q),+, ·) matic typu 2x2 nad Q do okruhu (Q,+, ·).

Př́ıklad 44. Bud’ Q[x] okruh polynom̊u s racionálńımi koeficienty a
Mat2,2(Q) okruh matic typu 2x2 s racionálńımi prvky. Uvažte zobra-
zeńı: ϕ : Q[x]→ Mat2,2(Q) definované předpisem

ϕ : f(x) 7→
(
f(1) 1

2(f(1)− f(−1))
0 f(−1)

)
a rozhodněte, je-li ϕ homomorfismus okruh̊u. Pokud ano, určete jeho
jádro kerϕ.

8. demonstračńı cvičeńı

Př́ıklad 45. 1. Určete všechna možná jevová pole na základńım pro-
storu Ω = {ω1, ω2, ω3}.

2. Určete alespoň tři r̊uzná jevová pole na Ω = {ω1, ω2, ω3, ω4}.

Př́ıklad 46. Náhodný pokus spoč́ıvá v hodu kostkou. Jev A znamená,
že padne liché č́ıslo, jev B, padne-li prvoč́ıslo.

a) Určete základńı prostor Ω.

b) Uved’te všechny možné výsledky př́ıznivé nastoupeńı jev̊u A,B.

c) Pomoćı A,B a operaćı s jevy vyjádřete:
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• padne sudé č́ıslo,

• padne č́ıslo 2,

• padne č́ıslo 2 nebo 3

d) Určete nejmenš́ı měřitelný prostor (Ω,A), obsahuj́ıćı jevy A i B.

Př́ıklad 47. Necht’ Ω = {ω1, ω2, ω3} a A = {Ω, ∅, {ω3}, {ω1, ω2}}.
Určete všechny pravděpodobnostńı funkce zobrazuj́ıćı A do množiny
{0, 1, θ, 1− θ}.

Př́ıklad 48. a) Z urny, v ńı̌z je a b́ılých a b černých kouĺı, vybe-
reme postupně (bez vraceńı) dvě koule. Jaká je pravděpodobnost.
že druhá koule je b́ılá, za předpokladu, že prvńı byla b́ılá.

b) Ze skupiny 100 výrobk̊u, která obsahuje 10 zmetk̊u, vybereme náhodně
bez vraceńı 3 výrobky. Určete pravděpodobnost, že:

• třet́ı je zmetek za podmı́nky, že prvńı 2 byly kvalitńı.

• prvńı 2 jsou kvalitńı a třet́ı zmetek.

Př́ıklad 49. Střelec stř́ıĺı třikrát nezávisle na sobě do terče. Pravděpodobnosti
zásahu jsou postupně 0,4 , 0,5 a 0,7.Jaká je pravděpodobnost, že zasáhne
terč

a) právě jednou,

b) aspoň jednou?

Př́ıklad 50. Necht’ A1, . . . , An jsou stochasticky nezávislé náhodné
jevy, P (Ai) = pi pro i = 1, . . . , n. Vyjádřete pravděpodobnost, že

a) nastane aspoň jeden z uvedených jev̊u,

b) nastanou všechny uvedené jevy,

c) nastane právě jeden z uvedených jev̊u.

Př́ıklad 51. Dva střelci vystřeĺı nezávisle na sobě do téhož terče každý
jednu ránu. Po střelbě byl v teči nalezen 1 zásah. Určete pravděpodobnost,
že zásah patř́ı 1. střelci, pokud tento trefuje terče s pravděpodobnost́ı
0,8, zat́ımco druhý střelec s pravděpodobnost́ı 0,4.
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Př́ıklad 52. V testu jsou u každé otázky 4 možné odpovědi. Pokud stu-
dent nezná odpověd’, tak hádá (uhodne s pravděpodobnost́ı 1

4). Dobrý
student zná 75% odpověd́ı, slabý 30%. Jestlǐze byla určitá otázka zod-
povězena správně, určete pravděpodobnost, že student jen hádal, jde-li
o:

• dobrého studenta,

• špatného studenta,

• náhodného studenta, kdy nav́ıc v́ıme, že dobrých student̊u jsou
2/3.

Př́ıklad 53. Jaká je pravděpodobnost, že dvě náhodně zvolená č́ısla z
intervalu (0, 1) budou mı́t součet menš́ı než 1 a součin věťśı než 2/9?

9. demonstračńı cvičeńı

Př́ıklad 54. Osoby X a Y přijdou na smluvené mı́sto kdykoliv mezi
9.00 a 10.00 (okamžiky př́ıchodu jsou nezávislé a stejně možné během
celého intervalu). Určete pravděpodobnost, že:

1. prvńı z př́ıchoźıch nebude muset na druhého čekat déle než 10
minut,

2. osoba Y přijde až jako druhá, jestlǐze přijde po 9.30.

Př́ıklad 55. V lese tvaru trojúhelńıka s vrcholy v bodech (−1, 0), (1, 0)
a (0,

√
3) se ztratilo d́ıtě. Pravděpodobnost výskytu d́ıtěte v určité části

lesa je úměrná velikosti této části, nikoliv umı́stěńı této části. Určete

1. rozděleńı vzdálenosti d́ıtěte od zvolené strany lesa,

2. rozděleńı vzdálenosti d́ıtěte od nejblǐzš́ı strany lesa.

Př́ıklad 56 (Buffonova úloha). Rovina je rozdělena rovnoběžkami
umı́stěnými rovnoměrně ve vzdálenosti d. Do roviny je náhodně umı́stěna
jehla délky l < d. Jaká je pravděpodobnost, že jehla protne některou
rovnoběžku.
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Př́ıklad 57 (Hra na dlouhé jarńı večery). Při hodu minćı (Panna,
Orel) opakovaném 3krát, máme 8 možných jev̊u, každý se stejnou
pravděpodobnosti 1

8:

PPP, PPO, POP, POO,OPP,OPO,OOP,OOO.

Hru hraj́ı 2 hráči – každý si vybere jednu trojici, pak hážeme minćı
tak dlouho, až se jedna z těchto trojic objev́ı. Dotyčný hráč vyhrává.

Př́ıklad 58. Třikrát nezávisle na sobě hod́ıme minćı. Náhodná veličina
X udává počet hlav, které padnou při těchto hodech. Určete pravděpodobnostńı
a distribučńı funkci náhodné veličiny X.

Př́ıklad 59. Předpokládejme, že X má diskrétńı rozděleńı takové, že

P (X = k) = c · k2 pro k = 1, 2, 3

a P (X = k) = 0 jinak. Určete

1. hodnotu c,

2. P (X ≥ 2),

3. P (X ∈ {1, 3}).

Př́ıklad 60. Necht’ má X binomické rozděleńı s parametry n = 4, p =
2/3. Určete rozděleńı transformované náhodné veličiny Y = (X − 2)2

a nakreslete graf jej́ı distribučńı funkce.

Př́ıklad 61. Náhodná veličina X má distribučńı funkci

F (x) =


0 pro x ≤ 0

c · x2 pro 0 ≤ x < 2

1 pro x ≥ 2.

Jaké hodnoty m̊uže nabývat konstanta c?

Př́ıklad 62. Pravděpodobnost, že výrobek bude vyhovovat všem tech-
nickým požadavk̊um, je 0,9. Popǐste rozděleńı náhodné veličiny udávaj́ıćı
počet nevyhovuj́ıćıch výrobk̊u mezi 3 výrobky.
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Př́ıklad 63. Rozhodněte, které z následuj́ıćıch funkćı jsou hustotami
(mimo vymezený interval je vždy funkce nulová, c je vhodná konstanta
– v př́ıpadě, že jde o hustotu, tuto konstantu určete):

1. cx pro x ∈ (0, 1),

2. cx pro x ∈ (−1, 2),

3. cx sinx pro x ∈ (−π
2 ,

π
2 ),

4. cex pro x ∈ (0,∞),

5. ce−x pro x ∈ (0,∞),

6. c
1+x2 .

Př́ıklad 64. Náhodná veličina X má distribučńı funkci

F (x) =


0 pro x ≤ −5
x+5

7 pro −5 ≤ x < 2

1 pro x ≥ 2.

Určete:

1. hustotu pravděpodobnosti f(x),

2. P (−2 < X < 2),

3. P (X = 2),

4. P (−6 < X < 1).

10. demonstračńı cvičeńı

Př́ıklad 65. V zásilce s 10 výrobky je 8 kvalitńıch (z nich je 5 prvńı
jakosti a 3 jsou druhé jakosti) a 2 zmetky. Ze zásilky vybereme bez
vraceńı 2 výrobky. Náhodná veličina X necht’ znač́ı počet vybraných
kvalitńıch výrobk̊u a Y počet vybraných výrobk̊u prvńı jakosti. Určete
sdruženou i marginálńı pravděpodobnost́ı funkci a rozhodněte, zda jsou
náhodné veličiny X a Y stochasticky nezávislé.
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Př́ıklad 66. Spojitý náhodný vektor (X, Y, Z) má hustotu k · xyz pro
0 < x, y < 1, 0 < z < 3 a jinak rovnou nule. Určete konstantu k a
vypočtěte

P

(
0 < X <

1

2
,
1

3
< Y <

2

3
, 1 < Z < 2

)
.

Př́ıklad 67. Spojitý náhodný vektor (X, Y ) má hustotu (x, y) = 24x2y(1−
x) pro 0 ≤ x, y < 1 a jinde nulovou. Dokažte, že X a Y jsou stochas-
ticky nezávislé.

Př́ıklad 68. Určete pravděpodobnost, že náhodná veličina X ∼ N(20, 16)
nabude hodnoty:

• menš́ı než 16,

• věťśı než 20,

• v meźıch od 12 do 28,

• menš́ı než 12 nebo věťśı než 28?

Př́ıklad 69. Na výrobćıch měř́ıme dělku s přesnost́ı ±0,5mm a š́ıřku
s přesnost́ı ±0,2mm. Náhodná veličina X udává chybu při měřeńı
délky a Y chybu při měřeńı š́ıřky. Předpokládejme, že simultánńı hus-
tota pravděpodobnosti ϕ(x, y) je uvnitř meźı chyb konstantńı (a jinde
samozřejmě nulová). Určete

1. tuto konstantu,

2. obě marginálńı hustoty pravděpodobnosti,

3. simultánńı distribučńı funkci,

4. obě marginálńı distribučńı funkce,

5. P (−0,1 < X < 0,1),

6. zda jsou X a Y stochasticky nezávislé.

Př́ıklad 70. Mějme náhodnou veličinu X hustoty f(x) = 2xe−x
2

pro
x > 0 (a jinde nulové). Určete hustotu pravděpodobnosti náhodné
veličiny Y = X2.
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11. demonstračńı cvičeńı

Př́ıklad 71. Náhodná veličina X má na intervalu (0, a) konstantńı
hustotu pravděpodobnosti (a jinde nulovou). S využit́ım vlastnost́ı středńı
hodnoty a rozptylu určete:

1. Momentovou vytvořuj́ıćı funkci náhodné veličiny X,

2. E(2X + 3),

3. E(3X2 − 2X + 1),

4. D(2X + 3),

5. D(X2 + 1).

Př́ıklad 72. Náhodná veličina X má Poissonovo rozděleńı (tj. pravděpodobnostńı
funkci p(x) = λx

x! e
−λ). Určete jej́ı momentovou vytvořuj́ıćı funkci,

středńı hodnotu a rozptyl.

Př́ıklad 73. Diskrétńı náhodný vektor (X1, X2) má simultánńı pravděpodobnostńı
funkci π(0,−1) = c, π(0, 0) = π(0, 1) = π(1,−1) = π(2,−1) =
0, π(1, 0) = π(0, 1) = π(2, 1) = 2c, π(2, 0) = 3c a rovnou nule jinde.
Určete konstantu c a vypočtěte:

1. kovarianci C(X1, X2),

2. korelačńı koeficient R(X1, X2).

Př́ıklad 74. Necht’ X1, X2 stochasticky nezávislé náhodné veličiny s
normovaným normálńım rozděleńım. Určete rozděleńı rozděleńı trans-
formované náhodné veličiny Y = 3 + X1 − 2X2 a najděte jej́ı dolńı
kvartil.

Př́ıklad 75. Bud’ (X, Y ) náhodný vektor, který má rovnoměrné rozděleńı
na jednotkovém kruhu.

1. Určete sdruženou hustotu náhodného vektoru (X, Y ).

2. Dokažte, že X a Y nejsou stochasticky nezávislé.

3. Určete hustotu sdruženého rozděleńı transformovaného vektoru
(R,Φ), kde R a Φ udávaj́ı polárńı souřadnice vektoru (X, Y ).
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4. Určete marginálńı hustoty náhodných veličin R a Φ a odvod’te, že
jsou nezávislé (a tedy i nekorelované).

5. (volitel.) Určete marginálńı hustoty náhodných veličin X a Y a
jejich středńı hodnoty, rozptyly a kovarianci.

Př́ıklad 76. Uvažte náhodné veličiny X ∼ N(0, 1) a α, kde P (α =
1) = P (α = −1) = 1/2. Určete:

1. rozděleńı náhodné veličiny αX,

2. kovarianci C(X,αX).

3. Ukažte, že X a αX nejsou nezávislé.

Př́ıklad 77. 1. Dokažte Markovovu nerovnost

P [X > λ] <
EX

λ
.

2. Z Markovovy nerovnosti odvod’te Čebyševovu nerovnost.

12. demonstračńı cvičeńı

Př́ıklad 78. Mějme nezápornou náhodnou veličinu X se středńı hod-
notou µ.

1. Bez daľśıch informaćı o rozděleńı X odhadněte P (X > 3µ).

2. Vı́te-li, že X ∼ Ex( 1
µ), vypočtěte P (X > 3µ).

Př́ıklad 79. Určete pravděpodobnost, že při 600 hodech kostkou padne
šestka alespoň 75 krát a nejvýše 125 krát

1. pomoćı Čebyševovy nerovnosti,

2. pomoćı de Moivre-Laplaceovy věty.

Př́ıklad 80. Dokažte, že pro kvantily normovaného normálńıho rozděleńı
plat́ı vztah

−uα
2

= u1−α2 .
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Př́ıklad 81. Vı́me, že v jisté oblasti je 80% domácnost́ı vybaveno
DVD přehrávačem. S pravděpodobnost́ı 95% určete

1. rozmeźı počtu těch domácnost́ı z vylosovaných 900 domácnost́ı.
které vlastńı DVD,

2. dolńı odhad počtu těch domácnost́ı z vylosovaných 900 domácnost́ı.
které vlastńı DVD.

Př́ıklad 82. Předpokládejme, že velká skupina student̊u má ze zápočtové
ṕısemky ze statistiky bodové hodnoty normálně rozloženy kolem středńı
hodnoty 72 se směrodatnou odchylkou 9 bod̊u. Určete pravděpodobnost,
že

a) náhodně vybraný student bude mı́t výsledek lepš́ı než 80 bod̊u,

b) pr̊uměr výsledk̊u náhodného výběru 10 student̊u bude lepš́ı než 80
bod̊u.

Př́ıklad 83. Rychlost letadla byla určována v 5 zkouškách, jejichž
aritmetický pr̊uměr byl m = 870, 3ms−1. Najděte 95% interval spoleh-
livosti pro µ v́ıte-li, že měřeńı rychlosti se ř́ıd́ı normálńım rozděleńım
se směrodatnou odchylkou 2, 1ms−1.

Př́ıklad 84. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z rozděleńı N(µ; 0,04).
Jaký muśı být nejmenš́ı počet měřeńı, aby š́ıřka intervalu spolehli-
vosti pro neznámou středńı hodnotu µ nepřesáhla 0,16, a to na hladině
významnosti α = 0,05?

13. demonstračńı cvičeńı

Př́ıklad 85. Televizńı stanice, která vyśılá seriál Vražedná č́ısla, by
ráda věděla, kolik času se pr̊uměrný student matematiky vydrž́ı d́ıvat
na TV, aby na ně mohla zaměřit př́ıpadnou reklamńı kampaň. Náhodným
výběrem 100 student̊u zjistila, že týdně sleduj́ı TV pr̊uměrně 20 hodin
s (výběrovou) směrodatnou odchylkou 5 hodin. Za předpokladu, že se
počet hodin u TV ř́ıd́ı normálńım rozděleńım, sestrojte 95% interval
spolehlivosti pro středńı hodnotu počtu hodin, který matematici stráv́ı
před TV obrazovkou.
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Př́ıklad 86. Pevnost nosńık̊u má normálńı rozděleńı s variabilitou
vyjádřenou směrodatnou odchylkou σ = 120. Nová technologie výroby
bude akceptována, jestlǐze zajist́ı variabilitu nejvýše 100.

Rozhodněte, zda je možné na základě 16 měřeńı s výběrovou směrodatnou
odchylkou rovnou 107,5 s rizikem 0,05 přijmout novou technologii.

Př́ıklad 87. Spotřeba nového modelu auta byla testována 11 řidiči
s výsledky 7,5; 7,8; 6,9; 8,2; 8,0; 7,5; 9,0; 7,6; 8,1; 7,9; 8,3. Roz-
hodněte, zda je možné se spolehlivost́ı 0,95 vyvrátit tvrzeńı výrobce o
pr̊uměrné spotřebě 7,7 l/100 km.

Př́ıklad 88. Hloubka moře se měř́ı př́ıstrojem, jehož systematická
chyba je nulová a náhodné chyby měřeńı maj́ı normálńı rozděleńı se
směrodatnou odchylkou σ = 1 m. Určete, kolik měřeńı je třeba provést,
aby se hloubka moře určila s chybou nejvýše 1/4 metru při riziku 0,05.

Př́ıklad 89. Aktivńı studenti chtěli dopravńımu podniku dokázat, že
autobusy trṕı věťśımi výkyvy př́ıjezdových dob na danou zastávku než
tramvaje a provedli měřeńı odchylek od j́ızdńıho řádu:

autobus 0 2 4 -3 2 -4 -3 0 0 5

tramvaj 4 6 3 0 -2 2 0 1 1 0

Z tabulky lze snadno vypoč́ıtat, že S2
1 = 9,12 a S2

2 = 5,39.

1. Na hladině 0,05 testujte nulovou hypotézu, že autobus i tramvaj
jsou stejně spolehlivé oproti alternativńı hypotéze, že tramvaj je
spolehlivěǰśı.

2. Určete maximálńı pravděpodobnost s ńı̌z m̊užete tvrdit, že je tram-
vaj spolehlivěǰśı než autobus.

Př́ıklad 90. 31 pacient̊u s rakovinou plic, léčených novým lékem,
má pr̊uměrnou dobu přežit́ı 28 měśıc̊u se směrodatnou odchylkou 4
měśıce. Z předchoźıch studíı je známo, že pr̊uměrné přežit́ı pacient̊u
bez podáváńı nového léku je 26 měśıc̊u.

1. Lze na základě těchto dat usoudit, že nový lék prodlužuje dobu
přežit́ı?

2. Jak se změńı závěr, pokud se významně zvěťśı počet pacient̊u, resp.
rozptyl?
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Př́ıklad 91. Hmotnost jedné porce kávy považujeme za náhodnou
veličinu s normálńım rozděleńım N(6g; 1, 196g2). Určete pravděpodobnost,
že k př́ıpravě 16 porćı kávy postač́ı jeden 100g baĺıček.

Př́ıklad 92. Ve dvou nádrž́ıch se zkoumal obsah chlóru. Z prvńı bylo
odebráno 22 vzork̊u, z druhé 10 vzork̊u. Byly vypočteny následuj́ıćı hod-
noty výběrových pr̊uměr̊u a rozptyl̊u: M1 = 34, 23, M2 = 35, 73, S2

1 =
1, 76, S2

2 = 1, 81. Hodnoty zjǐstěné z odebraných vzork̊u považujeme
za realizace dvou nezávislých náhodných výběr̊u z rozděleńı N(µ1, σ

2),
resp. N(µ2, σ

2). Sestrojte 95% interval spolehlivosti pro rozd́ıl středńıch
hodnot µ1 − µ2 a vyslovte závěr na dané hladině spolehlivosti o pod-
statnosti rozd́ılu naměřených hodnot.
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