Matematika IV — demonstracni cviceni

Michal Bulant
19. kvétna 2010

1. demonstrac¢ni cviceni

Priklad 1. Rozhodnéte o uvedengch mmnozZindch a operacich, jakou
tvori strukturu (grupoid, pologrupa, monoid, grupa), prip. diskutujte
existenci jednostrannijch neutrdlnich prvki.

1. (2% V), (2N ), (2Y,\), 2V s operaci symetrickyj rozdil
. N s operaci nejvétsi spolecny délitel (resp. nejmensi spol. nasobek)
. requldrni matice 2 X 2 nad R s operact sc¢itani

2

3

4. matice 2 X 2 nad R s operaci scitant
5. matice 2 X 2 nad R s operaci odcitint
6

. inwertibilni matice 2 X 2 nad Zy s operaci nasobeni matic (zde
navic urcete tzv. Cayleyho tabulku ndsobens)

7. (Zg,+), resp. (Zs,+), (Zg,-), resp. (Zs,-), (Zg \ {[0]o},"), resp.
(25 \{[0]5},)-

8. Z s operact o zadanou (pomoci béznijch operaci s¢itdni a ndsobeni)
predpisem x oy = x + (—1)%y.



2. demonstrac¢ni cviceni

Priklad 2. Urcete nejvetsi spolecny délitel cisel 10175 a 2277. Pro
tato cisla urcete koeficienty v Bezoutové rovnosti.



Priklad 3. Urcete vsechna n € N takovd, Ze p(n) = 6.



Ptiklad 4. Urcete vsechna n € N takovd, Ze o(n) = 3.



Piiklad 5. Naleznéte zbytek po délent éisla 1312 + 1211 + 1119 ¢&islem
9.



Piiklad 6. Dokaste, Ze je cislo 16Y + 29 + 4213 delitelné trindcti.



Priklad 7. Urcete posledni cifru cisla 131197



Priklad 8. Naleznéte nejmensi prirozené cislo n takové, Ze 1Tn =
1 (mod 181)



Piiklad 9. Necht jsou ddny permutace
3—12345678915—12
S \347219865)  \b2

1. Rozlozte permutace s,t na soucin nezavislyc

456 78 9)
4 38769
h cykli.

2. RozlozZte permutace s,t na soucin transpozic.

3. Uréete s}

4. Urcete sot,tos

5. Spocitejte s2°

6. Urcete (s120 o t=3)17



Priklad 10. Urcete grupu symetrii rovnostranného trojuhelnika.
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3. demonstrac¢ni cviceni

Piiklad 11. Doplnte nasledugict tabulku operace * na mnoziné {a,b,c}

tak, aby se jednalo o pologrupu.
*

Sl e
Q|
OO

a

b
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Piiklad 12 (zédkony o kréceni).
1. Dokazte, Ze v libovolné grupé plati tzv. zdkony o krdcend.

a-b=a-c=b=c, a-c=b-c=a=0.

2. Dokazte, Ze konecna pologrupa, ve které plati zakony o krdcent, je
nutné grupou.

3. Udejte priklad nekonecné pologrupy, v niz plati zdkony o krdcent
a nent grupou.

4. Udejte priklad triprvkového grupoidu, v némz plati zakony o krdcent,
ale nent grupou.
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Priklad 13. Doplrite ndsledugjici tabulky operace * na mnoziné {a,b,c}
tak, aby se jednalo o grupu.

xla b c xla b c
a a

bl «a blc a
c a c
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Piiklad 14. Dokazte, ze Q(v/3) = {a + bv/3;a,b € Q} je podgrupa
grupy (Q, ).
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Priklad 15.
1. Popiste vSechny podgrupy grupy (Zi4,+).
2. Popiste vsechny podgrupy grupy (Z,,+).
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Priklad 16. Popiste svaz podgrup 3.
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Priklad 17.

1. Urcete podgrupu g generovanou mnozinou

{(4,5,2,1) 0 (4,6,3,1,5,2),(4,5,2,1) 0 (4,5,6) 0 (2,1,3)}.

2. Urcete podgrupu X, generovanou mnozinou

{(1,2),(1,2,3,...,n)}.
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4. demonstracéni cviceni

Piiklad 18. V grupé (C*,:) urcete podgrupu generovanou prvkem
V2 42
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Piiklad 19. Urcete vsechny homomorfismy z (X3,0) do (Zg,+).
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Piiklad 20. Dokazte, zZe (Z75,-) je izomorfni s (Z¢,+) a (Zg,-) s
(Zo X Zo,+) a prislusny izomorfismus popiste.
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Priklad 21. Popiste néjaky izomorfismus (Zy, +) X (Zs, +) a (Zag, +).
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Priiklad 22. U nasledujicich predpisu rozhodnéte, zda se jednd o zob-
razent, homomorfismus, ¢i dokonce izomorfismus grup. V pripadé ho-
momorfismu urcete jejich jddro.

1. f:(Zo,+) X (Zs,+) — (Z10, +);
2. g: (Lo, +) X (Zs,+) — (Z10, +);
3. i (Za,+) = (C); h([a])
4ok (Zs,+) — (C); h(la])
5. 1:(Xg,0) — (36,0); I(s) = s°.

6. m: (Xg,0) — (Zg,0); m(s) = (1,2) oso(1,2).

o f([al, [b]) = [a +0].
; 9([a], [b]) = [5a + 2b].
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Piiklad 23. Necht G je grupa. Dokazte, Ze zobrazeni f : G — G
definované predpisem f(z) = x71 je izomorfismus prdvé tehdy, je-li
G komutativnd.
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Priklad 24. Popiste levyj rozklad grupy (C,+) podle podgrupy (R, +).
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Priklad 25. Kolik trid obsahugje levy rozklad grupy (X7,0) podle pod-
grupy ((1,2) o (3,4,5,6,7)) 7
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5. demonstracni cvic¢eni

Priklad 26. Dokazte, Ze dand mnozZina H je normdini podgrupa grupy
G. Urcete prislusnou faktorgrupu G/H.

1.G=C, H=R.
2.G=C* H=R"
3. G=7Zx7Z, H={(m,n) € ZxZ]|6]2m —n}.

4. G={f:R—>R| f(z) =ax+b,a € R*b e R},
H={fR—=R| f(zr)=x+0bbeR}

5. Gz{(Z 2) \a,cé@x,be@},[{: {(Z 2) |a,b,c€@,a,c>0}.
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Priklad 27. Dokazte, Ze dand mnoZina H netvori normdlni podgrupu
grupy G.

1.G={f:R—=R| f(z) =ax+b,a € R* )b e R},
H={f:R—=R| f(x) =azx,a € R*}.

Q.G:S4,H:{7T€S4|7T(3):3}
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Priiklad 28.
1. Urcete zbytek po déleni cisla 56" q cisla 723456789 siglem, 12.

2. Urcete posledni dvé cifry ¢isla 17444,
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6. demonstracni cviceni

Priklad 29. Naleznéte nejprve vsechny raciondlni a poté ndsobné
koreny polynomu

4z 4+ 1725 + 322° + 392" + 282° + 1327 + 22 € Z[z].

Tento polynom rozlozte na soucin ireducibilnich polynomu postupné

nad C,R, Q.
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Priklad 30. Urcete ndsobnost korene —1 polynomu
2’ — ar® — ax + 1 € C[z]

v zavislosti na hodnoté parametru a € C.

30



Priklad 31. Mezi vsemi normovanymi polynomy s redalnymi koefi-

cienty, které maji jednoduchy koren —% a dvojndsobny koren 3 + 2i

naleznéte ten, jehoZ stupen je nejmensi a rozlozte jej na ireducibilni
polynomy nad C, R, Q.
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Priklad 32. Dokazte, Ze polynom
2’ +32° +5r +5
je ireducibilng nad Q
e pomoci Eisensteinova kritéria,

® jinak.
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Priklad 33. 1. Dokazte, Ze polynom
st B+t 441
je wreducibilng nad 7.

2. Dukaz zobecnéte pro nekoneéne mnoho polynoma.
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Priklad 34. Naleznéte rozklad polynomu
ot 42 +2? +5

na soucin ireducibilnich polynomu nad 7.
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7. demonstracni cviceni
Priklad 35. Naleznéte vsechny ireducibilni polynomy
1. stupné nejvyse 4 nad Zo.

2. stupné nejuyse 2 nad Zs, ddle urcete pocet ireducibilnich polynomai
stupné 3 nad Zs.
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Priklad 36. Polynom
o+ ot + 2’ 2 € Zo[a]

rozlozte na soucin ireductbilnich polynoma.
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Priklad 37. RozlozZte polynom
T4+ 2% 227 + 22 + 23+ + 2

nad Zs na soucin ireducibilnich polynoma.
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Ptiklad 38. Rozhodnéte, ve kterém pripadé jde o okruh (s obvykliym
scitdnim a ndsobenim) s jednickou:

a) prirozend cisla,

b) celd cisla, kterd jsou ndsobkem 3,

c) polynomy nad R stupné nejvyjse n,

d) polynomy s celociselnymi koeficienty,

e) polynomy s celociselnymi koeficienty s nulovym absolutnim ¢lenem,
f) polynomy f nad R spliujici f(2) =0,

g) nesinguldrni matice 2 X 2 nad R,

h) linedarni redlné funkce, tj. funkce tvaru f(x) =a-x + b,a,b € R.
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Piiklad 39. Necht (R, +,-) je okruh. Pak rovnéz (R, +,0), kde
aob=a-b+b-a

je okruh. Dokazte nebo vyvratte.
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Priklad 40. Urcete jednotky a délitele nuly v okruzich:
a) celych cisel (Z,+, "),

b) celociselngch polynomu (Z[z],+,-),

c¢) redlngjch polynomi (Rlz], +,-),

d) zbytkovych trid (Zn,+,-),

e) polynomi nad Zs, tj. (Zslz], +,-),

f) funkei f:[0,1] — R.
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Priklad 41. Urcete, zda je okruh (Zo,+,-) X (Z3,+,-) oborem inte-
grity a rozhodnéte, zda je izomorfni s okruhem (Zg,+,-).
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Priklad 42. Rozhodnéte, zda je zobrazeni f : C — R definované
predpisem f(a + bi) = a + b homomorfismem okruhi.
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Piiklad 43. 1. Uvazme zobrazeni f : C — Matys(R) definované
predpisem f(a + bi) = (¢%). Rozhodnéte (a zdivodnéte), je-li f
homomorfismus okruhu (C, +,-) do okruhu (Maty2(R), +, -) matic
typu 2x2 nad R.

2. Uvazme zobrazeni g : Mats o(Q) — Q definované predpisem g ((¢5)) =
ad—bc. Rozhodnéte (a zdivodnéte), je-li g homomorfismus okruhu
(Matg2(Q), +, -) matic typu 2z2 nad Q do okruhu (Q,+,-).
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Piiklad 44. Bud Q[z] okruh polynomi s raciondlnimi koeficienty a
Matg 2(Q) okruh matic typu 222 s raciondlnimi proky. Uvazte zobra-
zeni: ¢ : Qx] — Mato2(Q) definované predpisem

. f) 5(f(1) = f(=1))
@f(x)'_)< 0 F(=1) )

a rozhodnéte, je-li @ homomorfismus okruhi. Pokud ano, urcete jeho
jadro ker .
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8. demonstracni cviceni

Priklad 45. 1. Urcete vsechna moznd jevovd pole na zdkladnim pro-
storu Q = {wy, we, ws}.

2. Urcete alespon tri ruznd jevovd pole na Q0 = {wi,ws, w3, wq}.
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Priiklad 46. Ndhodny pokus spocivd v hodu kostkou. Jev A znamend,
Ze padne liché cislo, jev B, padne-li prvocisio.

a) Urcete zdkladni prostor §).
b) Uved'te vsechny mozné vijsledky priznivé nastoupeni jevi A, B.
c) Pomoci A, B a operaci s jevy vyjadrete:

e padne sudé cislo,

e padne cislo 2,

e padne c¢islo 2 nebo 3

d) Urcete nejmensi méritelny prostor (€, A), obsahujici jevy A i B.
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Priklad 47. Necht Q = {wi,ws, w3} a A = {Q,0,{ws}, {w1,ws}}.
Urcete vsechny pravdépodobnostni funkce zobrazujici A do mmnoZiny
{0,1,0,1 — 6}.
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Priklad 48. a) Z wrny, v niZ je a bilijch a b éernych kouli, vybe-
reme postupné (bez vraceni) dvé koule. Jakd je pravdépodobnost.
Ze druhd koule je bila, za predpokladu, Ze pruni byla bild.

b) Ze skupiny 100 vyrobku, kterd obsahuje 10 zmetku, vybereme ndhodné
bez vraceni 3 vyrobky. Urcete pravdépodobnost, Ze:

e ireti je zmetek za podminky, Ze pruni 2 byly kvalitny.

o pruni 2 jsou kvalitni a treti zmetek.
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Priklad 49. Strelec strili trikrat nezdvisle na sobé do terce. Pravdépodobnosti

zasahu jsou postupné 0,4 , 0,5 a 0,7.Jakad je pravdépodobnost, Ze zasahne
terc

a) prdvé jednou,

b) aspor jednou?
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Piiklad 50. Necht A, ..., A, jsou stochasticky nezdvislé ndhodné
jevy, P(A;) =p; proi=1,...,n. Vyjddrete pravdépodobnost, Ze

a) nastane aspon jeden z uvedenych jeuvi,
b) nastanou viechny uvedené jevy,

c) mnastane prdvé jeden z uvedenych jevi.
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Priklad 51. Dva strelci vystreli nezavisle na sobé do téhoz terce kazdy
jednu ranu. Po strelbé byl v teci nalezen 1 zdsah. Urcete pravdépodobnost,

Ze zdsah patri 1. strelci, pokud tento trefuje terce s pravdépodobnosti
0,8, zatimco druhy strelec s pravdépodobnosti 0,4.

[Odpoveéd’: 6/7]
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Priklad 52. V testu jsou u kazdé otdzky 4 mozné odpovédi. Pokud stu-
dent neznd odpovéd, tak hddd (uhodne s pravdépodobnosti }l) Dobry
student znd 75% odpovédi, slaby 30%. Jestlize byla urcita otdzka zod-

povézena spravné, urcete pravdépodobnost, Ze student jen hddal, jde-l
0:

e dobrého studenta,
e spatného studenta,

e ndhodného studenta, kdy navic vime, Ze dobrych studenti jsou

[Odpovéd’: 1/18;7/19;1/7]
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Priklad 53. Jakd je pravdépodobnost, Ze dve nahodné zvolend cisla z
intervalu (0, 1) budou mit soucet mensi nez 1 a soucin vétsi nez 2/97

[Odpovéd’: 1/6 —2/9 -1n2 = 0,126.]
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9. demonstrac¢ni cviceni

Priklad 54. Osoby X a Y prijdou na smluvené misto kdykoliv mezi
9.00 a 10.00 (okamZziky prichodu jsou nezdvislé a stejné mozné béhem
celého intervalu). Urcete pravdépodobnost, Ze:

1. proni z prichozich nebude muset na druhého cekat déle nez 10
manut,

2. osoba Y prijgde azZ jako druha, jestlize prijde po 9.30.

[Odpoveéd’: 1 — (5/6)2? (3/8)/(1/2)]
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Piiklad 55. V lese tvaru trojihelnika s vrcholy v bodech (—1,0), (1,0)
a (0, \/§) se ztratilo dite. Pravdépodobnost vyskytu ditéte v urcité casti
lesa je umérnd velikosti této cdsti, nikoliv umisténi této casti. Urcete

1. rozdeéleni vzdalenosti ditéte od zvolené strany lesa,

2. rozdeélent vzddlenosti ditéte od nejblizsi strany lesa.

[Odpovéd’: a) P(R < r) = %r - é (pro r < /3). b) P(R<71)=2V3r—3r2 pror < @ ]

%)



Piiklad 56 (Buffonova tloha). Rovina je rozdélena rovnobézkami
umisténymi rovnomerné ve vzddlenosti d. Do roviny je nahodné umisténa

jehla délky | < d. Jaka je pravdépodobnost, Ze jehla protne nékterou
rovnobeézku.

[Odpovéd’: 21/md]
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Piiklad 57 (Hra na dlouhé jarni vecery). Pri hodu minci (Panna,
Orel) opakovaném 3krdt, mdme 8 mozZnich jevu, kazZdy se stejnou
pravdéepodobnosti %:

PPP, PPO, POP, POO,OPP,0PO, 0OP,000.

Hru hrajgi 2 hraci — kazdy si vybere jednu trojici, pak hdZeme minct
tak dlouho, aZ se jedna z téchto trojic objevi. Dotycny hrdac vyhrava.

[Odpovéd’: Lze ukdzat, Ze existuje pro druhého hrdce strategie vybéru tak, Ze md vidy pravdépodobnost vyhry alespori
2/3. Pokud 1. hrdé vybral trojici, zadinajici xx, jd vyberu yxx. Pokud 1. hrdé vybral trojici, zadinajici xy, jd vyberu

way. |
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Priklad 58. Trikrdt nezdavisle na sobé hodime minci. Nahodnda veli¢ina
X udavad pocet hlav, které padnou pri téchto hodech. Urcete pravdépodobnostni
a distribucni funkci ndhodné veliciny X .
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Priklad 59. Predpoklidejme, Ze X md diskrétni rozdéeleni takové, Ze
PX=k =c-k pro k=1,23
a P(X = k) =0 jinak. Urcete
1. hodnotu c,
2. P(X > 2),
3. P(X € {1,3}).
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Priklad 60. Necht md X binomické rozdélent s parametryn = 4,p =
2/3. Urcete rozdélent transformované ndhodné veliciny Y = (X — 2)?
a nakreslete graf jeji distribucni funkce.
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Priklad 61. Nahodnd velicina X ma distribucni funkci

0 pro x < 0
Flz)=qc-22 pro0<xz<?2
1 pro x > 2.

Jaké hodnoty mize nabyvat konstanta c?
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Priklad 62. Pravdépodobnost, Ze viyrobek bude vyhovovat vsem tech-
nickym pozZadavkum, je 0,9. Popiste rozdéleni nahodné veliciny uddvajici
pocet nevyhovujicich vijrobku mezi 3 vyrobky.
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Priklad 63. Rozhodnete, které z ndsledujicich funkci jsou hustotamsi
(mimo vymezeny interval je vidy funkce nulovd, c¢ je vhodnd konstanta
— v pripadé, Ze jde o hustotu, tuto konstantu urcete):

1. cx pro x € (0,1),
.cx prox € (—1,2),
.cxsinx prow € (—3,3),

2
3
4. ce” pro x € (0,00),
5. ce”™ pro x € (0,00),
o

_c
© 1422
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Priklad 64. Nahodnd velicina X ma distribucni funkci

0 pro x < —5H

Flz) =% pro-5<z<2

1 pro x > 2.
Urcete:
1. hustotu pravdépodobnosti f(x),
2. P(—2 < X <2),
3. P(X =2),
4. P(—6 < X < 1).
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10. demonstrac¢ni cviceni

Piiklad 65. V zdsilce s 10 virobky je 8 kvalitnich (z nich je 5 pron{
jakosti a 3 jsou druhé jakosti) a 2 zmetky. Ze zdsilky vybereme bez
vraceni 2 virobky. Ndhodnd veliina X necht znaci pocet vybranijch
kvalitnich vyrobku a 'Y pocet vybraniych vyrobku pruni jakosti. Urcete
sdruzenou i margindlni pravdépodobnosti funkci a rozhodnéte, zda jsou
ndahodné veliciny X a'Y stochasticky nezavislé.
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Piiklad 66. Spojity ndhodny vektor (X,Y, Z) md hustotu k - xyz pro
0 <2,y <1,0 <z <3 ajinak rovnou nule. Urcete konstantu k a
vypoctete

11 2
PlO< X<-—-<Y<-=-1<7Z<?2).
( 2’3 3’ )
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Priklad 67. Spojity ndhodnyj vektor (X,Y) md hustotu (z,y) = 24x>y(1—
x) pro 0 < z,y < 1 a jinde nulovou. Dokazte, Ze X a'Y jsou stochas-
ticky nezdvislé.
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Piiklad 68. Urcete pravdépodobnost, Ze ndhodnd velicina X ~ N (20, 16)
nabude hodnoty:

e mensi nez 16,

vétsi nez 20,

v mezich od 12 do 28,

e mensi ne: 12 nebo vétsi nes 287
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Priklad 69. Na vyrobcich mérime délku s presnosti £0,5mm a Sitku
s presnosti £0,2mm. Nahodna velicina X uddvd chybu pri mérent
délky a 'Y chybu pri mérent sirky. Predpokldadejme, Ze simultanni hus-
tota pravdépodobnosti o(x,y) je uvniti mezi chyb konstantni (a jinde
samozrejmé nulovd). Uréete

1. tuto konstantu,
2. obé margindlni hustoty pravdépodobnosti,

. simultdnni distribucni funkci,

3
4. obé margindlni distribucni funkce,
5. P(—0,1 < X <0,1),

6

. zda jsou X a'Y stochasticky nezdvislé.
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Piiklad 70. Méjme ndhodnou velicinu X hustoty f(z) = 2ze™*" pro
x > 0 (a jinde nulové). Uréete hustotu pravdépodobnosti ndhodné
veliciny Y = X?2.
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11. demonstrac¢ni cviceni

Piiklad 71. Ndhodnd velicina X md na intervalu (0,a) konstantni
hustotu pravdépodobnosti (a jinde nulovou). S vyuZitim vlastnosti stredni
hodnoty a rozptylu urcete:

1. Momentovou vytvorujict funkci nahodné veliciny X,
2. E(ZX + 3),

E(3X? —2X +1),
D(2X +3),
D(X? +1),
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Ptiklad 72. Ndhodnd velicina X md Poissonovo rozdélent (tj. pravdépodobnostni
funkci p(x) = %e_)‘). Urcete jeji momentovou vytvorujici funkci,
stredni hodnotu a rozptyl.
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Priklad 73. Diskrétni ndahodnij vektor (X1, Xo) md simultanni pravdépodobnostni
funkei ©(0,—-1) = ¢,7(0,0) = 7(0,1) = «n(1,—-1) = 7(2,-1) =

0,7(1,0) = 7(0,1) = w(2,1) = 20,7r(2,0) 3¢ a rovnou nule jinde.

Urcete konstantu c a vypoctéte:

1. kovarianci C (X1, X3),
2. korelacnd koeficient R( X1, Xo).

[Odpovéd’: 1. 0,18; 2. 0,42.]
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Piiklad 74. Necht X, X5y stochasticky nezdvislé ndhodné veliciny s
normovanym normdlnim rozdélenim. Urcete rozdéleni rozdeélent trans-
formované ndhodné veliciny Y = 3 4+ X1 — 2Xy a najdéte jeji dolni
kvartil.

[Odpovéd’: Y ~ N(3,5);1,4918.]
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Piiklad 75. Bud (X,Y') ndhodny vektor, kteryj md rovnomérné rozdélent
na jednotkovém kruhu.

1. Urcete sdruzenou hustotu ndhodného vektoru (X,Y).
2. Dokazte, Z2e X a'Y nejsou stochasticky nezdvislé.

3. Urcete hustotu sdruZeného rozdeéleni transformovaného vektoru
(R, ®), kde R a ® uddvagji poldrni souradnice vektoru (X,Y).

4. Urcete margindlni hustoty ndhodnijch velicin R a ® a odvodte, Ze
Jsou nezdvislé (a tedy i nekorelované).

5. (volitel.) Urcete margindlni hustoty ndhodnych velicin X a'Y a
jejich stredni hodnoty, rozptyly a kovarianci.

[Odpovéd’: Viz 12. predndska (ndhodné vektory, slajd &. 24)]
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Priklad 76. Uvazte ndhodné veliciny X ~ N(0,1) a o, kde P(a =
1) = Plaa=—1) = 1/2. Urcete:

1. rozdéleni nahodné veliciny aX,
2. kovarianci C(X, aX).

3. Ukazte, Ze X a aX nejsou nezduislé.
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Priklad 77. 1. Dokazte Markovovu nerovnost

EX
PIX > )\ < B

2. Z Markovovy nerovnosti odvod'te Cebysevovu nerovnost.
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12. demonstrac¢ni cviceni

Priklad 78. Meéjme nezapornou nahodnou velicinu X se stredni hod-
notou (4.

1. Bez dalsich informaci o rozdéleni X odhadnéte P(X > 3u).
2. Vite-li, Ze X ~ Ex(+), vypoctéte P(X > 3pu).

1
I
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Priklad 79. Urcete pravdépodobnost, Ze pri 600 hodech kostkou padne
sestka alespon. 75 krdt a nejvyse 125 krdt

1. pomoci Cebysevovy nerovnosti,

2. pomoci de Moivre-Laplaceovy véty.

[Odpovéd’: 1. aspori £2; 2.0,9937]
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Priklad 80. Dokazte, Ze pro kvantily normovaného normdalniho rozdélent
plati vztah
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Priklad 81. Vime, Ze v jisté oblasti je 80% domdcnosti vybaveno
DVD prehrdvacem. S pravdépodobnosti 95% urcete

1. rozmezi poctu téch domdcnosti z vylosovanych 900 domdcnosti.
které vlastni DVD,

2. dolni odhad poctu téch domdacnosti z vylosovanych 900 domdcnosti.
které vilastni DVD.
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Piiklad 82. Predpoklidejme, Ze velkd skupina studentu md ze zdpoctové
pisemky ze statistiky bodové hodnoty normdlné rozloZeny kolem stredni
hodnoty 72 se smérodatnou odchylkou 9 bodu. Urcete pravdépodobnost,
ze

a) nahodné vybrany student bude mit vysledek lepsi nez 80 bodu,

b) prumeér vysledku ndhodného viybéru 10 studenti bude lepsi nez 80
bod1i.
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Priklad 83. Rychlost letadla byla urcovina v & zkouskdch, jejichz
aritmeticky primeér byl m = 870,3ms~ 1. Najdéte 95% interval spoleh-
livosti pro p vite-li, Ze merent rychlosti se 1idi normdlnim rozdélenim
se smérodatnou odchylkou 2,1 ms™1.
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Piiklad 84. Necht X1, ..., X, je ndhodny vibér z rozdéleni N (u;0,04).
Jaky musi byt nejmensi pocet mérent, aby Sitka intervalu spolehli-
vosti pro nezndmou stredni hodnotu p nepresahla 0,16, a to na hladiné
vyznamnosti o = 0,057
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13. demonstrac¢ni cviceni

Priklad 85. Televizni stanice, kterd vysila seridl VraZedna cisla, by
rada vedéla, kolik casu se prumeérny student matematiky vydrzi divat
na TV, aby na né mohla zameérit pripadnou reklamni kampan. Ndahodnym
vybérem 100 studentu zjistila, Ze tydné sleduji TV prumérné 20 hodin

s (vybérovou) smeérodatnou odchylkou 5 hodin. Za predpokladu, Ze se
pocet hodin uw TV 7idi normdlnim rozdélenim, sestrojte 95% interval
spolehlivosti pro stredni hodnotu poctu hodin, ktery matematici stravi
pred T'V obrazovkou.

[Odpovéd’: (19,01;20,99)]
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Piiklad 86. Pevnost nosniki md normdlni rozdéleni s variabilitou
vyjadrenou smerodatnou odchylkou o = 120. Novd technologie vyroby
bude akceptovdna, jestlize zajisti variabilitu nejvyse 100.

Rozhodnéte, zda je mozné na zakladé 16 mereni s vijbérovou smerodatnou
odchylkou rovnou 107,5 s rizikem 0,05 priymout novou technologii.
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Priklad 87. Spotreba nového modelu auta byla testovdna 11 tidici
s vysledky 7,5; 7,8; 6,9; 8,2; 80; 7,5; 9,0; 7,6; 8,1; 7,9, 8,3. Roz-
hodnéte, zda je mozné se spolehlivosti 0,95 vyvrdtit tvrzent vyrobce o
prumérné spotiebe 7,7 1/100 km.
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Priklad 88. Hloubka more se méri pristrojem, jehoZ systematickad
chyba je nulovd a nahodné chyby méreni maji normadlni rozdéleni se
smeérodatnou odchylkou o = 1 m. Urcete, kolik mérent je treba provést,
aby se hloubka more urcila s chybou nejvyse 1/4 metru pri riziku 0,05.

[Odpoveéd’: 62]
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Priiklad 89. Aktivni studenti chtéli dopravnimu podniku dokdzat, Ze
autobusy trpi vétsime vykyvy prijezdovych dob na danou zastdvku nez
tramvaje a provedli méreni odchylek od jizdniho radu:

autobus | 0| 2| 4| -3| 2 |-4|-3|00|5
tramvag | 4 6|3 0-2| 2| 0|1]1|0

7 tabulky lze snadno vypoéitat, Ze S? = 9,12 a S5 = 5,39.

1. Na hladine 0,05 testujte nulovou hypotézu, Ze autobus i tramvaj
jsou stegné spolehlivé oproti alternativni hypotéze, Ze tramwvaj je
spolehlivé;si.

2. Urcete mazximadlni pravdépodobnost s nizZ muzZete turdit, Ze je tram-
vaj spolehlivéjsi nez autobus.
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Piiklad 90. 31 pacientu s rakovinou plic, lécengch novym lékem,
md prumérnou dobu preziti 28 mésicu se smérodatnou odchylkou 4
mesice. Z predchozich studii je zndmo, Ze prumérné preziti pacientu
bez poddvani nového Iéku je 26 meésica.

1. Lze na zdkladé techto dat usoudit, Ze novy lék prodluzuje dobu
preziti?

2. Jak se zmeni zdveér, pokud se vyznammné zvétsi pocet pacienti, resp.
rozptyl?
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Priklad 91. Hmotnost jedné porce kdvy povaZujeme za ndhodnou
velicinu s normdlnim rozdélenim N (6g; 1,196g?). Urcete pravdépodobnost,

zZe k pripravé 16 porci kdvy postaci jeden 100q balicek.

100
ﬁ*6> _

M —6 <
O’/\/E - O'/\/E

100 100
=PM<T)=P
16 16

) = P(U < 1/0) = P(U < 0,9144) ~ 0, 818.

1/4
<L

[Odpovéd’:
16 1 28
P X; <1 = P(— X; <
(D Xi £100) = P(5 > Xi <
i=1 i=1
=p(U
(v=2m
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Priklad 92. Ve dvou nadrzZich se zkoumal obsah chloru. Z proni bylo
odebrano 22 vzorki, z druhé 10 vzorku. Byly vypocteny nasledujici hod-
noty vigbérovych priméri a rozptyli: My = 34,23, My = 35,73, S? =
1,76, S? = 1,81. Hodnoty zjisténé z odebranijch vzorki povaZujeme
za realizace dvou mezdvislijch ndhodnijch vijbéri z rozdéleni N(u1, 0?),
resp. N (g, 0?). Sestrojte 95% interval spolehlivosti pro rozdil stiednich
hodnot 11 — e a vyslovte zdvér na dané hladiné spolehlivosti o pod-
statnosti rozdilu namérenych hodnot.

[Odpovéd’: Dosadime do vztahu My — My + SM/# + % “t1_q/2(m +n —2) hodnoty M1 — Mz = —1,5, S. = 1,3323

a dostaneme interval (—2,5377; —0,4623). Do tohoto intervalu 0 nepatii, proto je rozdil p1 — po statisticky vyznamné

rizny od nuly.]
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