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Motivačńı úvod Grupy – homomorfismy a součiny Grupy permutaćı
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Peter J. Cameron. Introduction to algebra, Oxford University
Press, 2001, 295 s. (Dostupné v knihovně PřF).
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Chceme abstraktně pracovat s objekty a se situacemi, ve kterých je
možné rovnice

a · x = b

vždy jednoznačně řešit (tak jako u lineárńıch rovnic jsou objekty a
a b jsou dány, zat́ımco x hledáme).
Jde o tzv. teorii grup. Všimněme si, že zat́ım nic nev́ıme o povaze
objekt̊u, ani co znamená ta “tečka” v rovnici.
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grupoid (G , ·) je množina G s binárńı operaćı ·

pologrupa (G , ·) je množina G s asociativńı binárńı operaćı ·
monoid (G , ·) je pologrupa (G , ·) s jednotkovým (neutrálńım)
prvkem1

grupa (G , ·) je monoid, ve kterém má každý prvek inverzi

komutativńı grupa (grupoid, pologrupa, monoid apod.), je
taková grupa (grupoid, ...), že operace · je komutativńı. Často
se v p̌ŕıpadě komutativńıch grup setkáte rovněž s pojmem
abelovská grupa.

Poznámka k nejednoznačnosti terminologie (multiplikativńı vs.
aditivńı)

1Raději než jednotka použ́ıvejme jednotkový prvek – důvod uvid́ıme
později. Někdy se tomuto prvku rovněž ř́ıká jednička.
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monoid (G , ·) je pologrupa (G , ·) s jednotkovým (neutrálńım)
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později. Někdy se tomuto prvku rovněž ř́ıká jednička.
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Př́ılǐs stručná exkurze do univerzálńı algebry

Bysťŕı studenti algebry si brzy povšimnou, že se mnohé pojmy a
důkazy opakuj́ı pro r̊uzné situace. Skutečně se ukazuje, že základńı
pojmy a tvrzeńı je možné zavést a dokázat obecně pomoćı
univerzálńı algebry (p̌ŕıp. ještě obecněji v tzv. teorii kategoríı).

Pro informatiky, ktěŕı maj́ı za sebou funkcionálńı programováńı
(p̌ŕıp. práćı s objekty, metodami, šablonami apod.), by to možná
mohl být p̌rirozený postup, my však na to bohužel nemáme
dostatek času.
Pro všechny struktury (pologrupy, grupy, okruhy, tělesa, svazy,
atd.) lze definovat několik základńıch pojmů analogickým
způsobem:

podstruktury

homomorfismy mezi strukturami stejného typu

součiny struktur téhož typu



Motivačńı úvod Grupy – homomorfismy a součiny Grupy permutaćı
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Pro všechny struktury (pologrupy, grupy, okruhy, tělesa, svazy,
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Př́ılǐs stručná exkurze do univerzálńı algebry
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Motivačńı úvod Grupy – homomorfismy a součiny Grupy permutaćı
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Př́ıklad

1 Přirozená č́ısla (s nulou) N0 = {0, 1, 2, . . . }, spolu s
kteroukoliv z operaćı sč́ıtáńı a násobeńı jsou asociativńı a
komutativńı pologrupa s jednotkovým prvkem, neexistuj́ı v ńı
ale inverzńı prvky.

2 Celá č́ısla Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . } tvǒŕı grupoid v̊uči
kterékoliv z operaćı sč́ıtáńı, odč́ıtáńı, násobeńı. Jsou dokonce
komutativńı grupou vzhledem ke sč́ıtáńı, jsou však jen
komutativńı pologrupou v̊uči násobeńı (neexistuj́ı inverze k
prvk̊um a 6= ±1). Operace odč́ıtáńı neńı ani asociativńı (nap̌r.
(5− 3)− 2 = 0 6= 5− (3− 2) = 4). Všimněte si také, že pro
odeč́ıtáńı je nula pravý neutrálńı prvek, ne však levý. Dokonce
v tomto p̌ŕıpadě levý neutrálńı prvek neexistuje.

3 Racionálńı č́ısla Q jsou komutativńı grupou vzhledem ke
sč́ıtáńı (celá č́ısla spolu se sč́ıtáńım jsou jejich podgrupou) a
nenulová racionálńı č́ısla jsou grupou v̊uči násobeńı.
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2 Celá č́ısla Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . } tvǒŕı grupoid v̊uči
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Př́ıklad (pokračováńı)

1 Pro k ∈ N, množina všech k-tých odmocnin z jedničky, tj.
množina {z ∈ C; zk = 1} je konečná grupa v̊uči násobeńı
komplexńıch č́ısel. Nap̌r. pro k = 2 dostaneme grupu {−1, 1}
se dvěma prvky, které jsou oba samy sobě inverźı, zat́ımco pro
k = 4 dostáváme grupu G = {1, i ,−1,−i}.

2 Množina Matn všech čtvercových matic je (nekomutativńı)
pologrupa vzhledem k násobeńı matic a komutativńı grupa
vzhledem ke sč́ıtáńı matic.

3 Množina všech lineárńıch zobrazeńı Hom(V ,V ) na
vektorovém prostoru je pologrupa vzhledem ke skládáńı
zobrazeńı a komutativńı grupa vzhledem ke sč́ıtáńı zobrazeńı.

4 V obou p̌redchoźıch p̌ŕıkladech, podmnožina invertibilńıch
objekt̊u uvažované (multiplikativńı) pologrupy tvǒŕı grupu.
V p̌ŕıpadě matic jde o tzv. grupu invertibilńıch (tj.
regulárńıch) matic, ve druhém o grupu lineárńıch transformaćı
vektorového prostoru (tj. invertibilńıch lineárńıch zobrazeńı).



Motivačńı úvod Grupy – homomorfismy a součiny Grupy permutaćı
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vektorovém prostoru je pologrupa vzhledem ke skládáńı
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pologrupa vzhledem k násobeńı matic a komutativńı grupa
vzhledem ke sč́ıtáńı matic.
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množina {z ∈ C; zk = 1} je konečná grupa v̊uči násobeńı
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o tzv. grupu invertibilńıch matic, ve druhém o grupu
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k = 4 dostáváme grupu G = {1, i ,−1,−i}.
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vektorovém prostoru je pologrupa vzhledem ke skládáńı
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Př́ıklad
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Grupy permutaćı

Zpravidla grupy a pologrupy potkáváme jako množiny zobrazeńı na
pevně dané množině M, které jsou uzav̌reny v̊uči skládáńı
zobrazeńı. Často si ale tuto skutečnost p̌ŕımo neuvědomujeme.
Na každé konečné množině M, s m = |M| ∈ N prvky máme k
dispozici mm možných definic zobrazeńı (každý z m prvk̊u můžeme
zobrazit na kterýkoliv v M) a všechna taková zobrazeńı uḿıme
skládat.

Pokud chceme, aby existovala k zobrazeńı α : M → M jeho inverze
α−1, muśı být α bijekćı. Složeńım dvou bijekćı vznikne opět bijekce
a proto podmnožina Σm všech bijekćı na množině M o m prvćıch
je grupa. Ř́ıkáme j́ı grupa permutaćı na m prvćıch.
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Název grupa permutaćı p̌ritom uvád́ı jinou souvislost, kdy ḿısto
bijekćı na konečné množině vńımáme permutace jako p̌rerovnáńı
rozlǐsitelných prvk̊u. Potkávali jsme se s ńı nap̌r. p̌ri studiu
determinant̊u.

V grupě permutaćı Σ3 na č́ıslech {1, 2, 3} si ťreba označ́ıme
jednotlivá pǒrad́ı

a = (1, 2, 3), b = (2, 3, 1), c = (3, 1, 2),

d = (1, 3, 2), e = (3, 2, 1), f = (2, 1, 3).

Skládáńı našich permutaćı je pak zadáno tabulkou

· a b c d e f

a a b c d e f
b b c a f d e
c c a b e f d
d d e f a b c
e e f d c a b
f f d e b c a
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Všimněme si podstatného rozd́ılu mezi permutacemi a, b a c a
daľśımi ťremi. Ty prvńı ťri tvǒŕı tzv. cyklus generovaný prvkem b
nebo prvkem c :

b2 = c , b3 = a, c2 = b, c3 = a

a samy o sobě jsou tyto ťri prvky komutativńı podgrupou. V ńı a je
jednotka, a b s c jsou vzájemně inverzńı. Je tedy tato podgrupa
stejná jako je grupa Z3 zbytkových ťŕıd celých č́ısel modulo 3, resp.
jako grupa ťret́ıch odmocnin z jedničky z jednoho z p̌redchoźıch
p̌ŕıkladů.

Daľśı ťri prvky jsou samy sobě inverźı a každý z nich je tedy
společně s jednotkou a podgrupou stejnou jako je Z2. Ř́ıkáme, že b
a c jsou prvky řádu 3, zat́ımco prvky d , e a f jsou řádu 2.
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Obdobně se chovaj́ı všechny grupy permutaćı Σm.
Každá permutace σ rozkládá množinu M na disjunktńı sjednoceńı
maximálńıch invariantńıch podmnožin Mx , které dostaneme tak, že
postupně vyb́ıráme dosud nezpracované prvky x ∈ M a do ťŕıdy
rozkladu Mx p̌ridáváme všechny akce iteraćı σk(x), k = 1, 2, . . . ,
dokud neńı σk(x) = x .

Každou permutaci tak dostáváme jako složeńı jednoduš̌śıch
permutaćı, tzv. cykl̊u, které se chovaj́ı jako identická permutace
vně Mx a tak jako σ na Mx .

Pokud p̌ritom oč́ıslujeme prvky v Mx jako pǒrad́ı (1, 2, . . . , |Mx |)
tak aby i odpov́ıdalo σi (x), pak je naše permutace prostým
posunut́ım o jednu pozici v cyklu (tj. posledńı prvek je zobrazen
zpátky na prvńı). Odtud název cyklus. Zjevně p̌ritom tyto cykly
komutuj́ı, takže je jedno, v jakém pǒrad́ı z nich permutaci σ
slož́ıme.
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tak aby i odpov́ıdalo σi (x), pak je naše permutace prostým
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Nejjednoduš̌śı cykly jsou jednoprvkové pevné body permutace σ.
Dvouprvkové (x , σ(x)), kde σ(σ(x)) = x se nazývaj́ı transpozice.

Každý cyklus zjevně můžeme poskládat z permutaćı sousedńıch
prvk̊u (necháme probublat prvńı prvek nakonec) ⇒ každou
permutaci napsat jako složeńı transpozic sousedńıch prvk̊u.
Skutečnost, jestli poťrebujeme sudý nebo lichý počet permutaćı je
na našich volbách nezávislá.

Máme proto definováno dob̌re zobrazeńı sgn : Σm → Z2 = {±1},
tzv. paritu permutace. Dokázali jsme si znovu tvrzeńı, která jsme
již využ́ıvali p̌ri studiu determinant̊u:
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tzv. paritu permutace. Dokázali jsme si znovu tvrzeńı, která jsme
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Věta

Každá permutace konečné množiny je složeńım cykl̊u. Cyklus délky
` lze vyjáďrit jako složeńı `− 1 transpozic. Parita cyklu délky ` je
(−1)`−1. Parita složeńı permutaćı je součinem parit jednotlivých z
nich, tzn. že zobrazeńı sgn p̌revád́ı složeńı permutaćı σ ◦ τ na
součin sgnσ · sgn τ v komutativńı grupě Z2.
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