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Motivaé&ni dvod
°

Chceme abstraktné pracovat s objekty a se situacemi, ve kterych je
moZné rovnice
a-x=b>bt

vzdy jednozna&né ¥esit (tak jako u linedrnich rovnic jsou objekty a
a b jsou dény, zatimco x hledame).

Jde o tzv. teorii grup. V&imnéme si, Ze zatim nic nevime o povaze
objektli, ani co znamena ta “te¢ka” v rovnici.
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e monoid (G, ) je pologrupa (G, ) s jednotkovym (neutrdlnim)
prvkem?!

'Radgji ne? jednotka pouZivejme jednotkovy prvek — diivod uvidime
pozd&ji. Né&kdy se tomuto prvku rovnéz ¥ika jednicka.
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PFili$ stru¢nd exkurze do univerzalni algebry

Byst#i studenti algebry si brzy poviimnou, Ze se mnohé pojmy a
dikazy opakuji pro riizné situace. Skute¢né& se ukazuje, Ze zakladni
pojmy a tvrzeni je moZné zavést a dokdzat obecné pomoci
univerzalni algebry (p¥ip. je$t& obecnéji v tzv. teorii kategorii).
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@ P¥irozens &isla (s nulou) Ng = {0,1,2,...}, spolu s
kteroukoliv z operaci s¢itani a nasobeni jsou asociativni a
komutativni pologrupa s jednotkovym prvkem, neexistuji v nf
ale inverzni prvky.
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© Pro k € N, mnozina v8ech k-tych odmocnin z jednicky, tj.
mno¥ina {z € C; zK =1} je kone&na grupa viiti nasobenf
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Grupy permutaci

Zpravidla grupy a pologrupy potkdvame jako mnoZiny zobrazeni na
pevné dané mnoZiné M, které jsou uzav¥eny vici skladani
zobrazeni. Casto si ale tuto skute€nost p¥imo neuvédomujeme.

Na kaZdé kone&né mnoZin€ M, s m = |[M| € N prvky mame k
dispozici m™ moznych definic zobrazeni (kazdy z m prvki miZeme
zobrazit na kterykoliv v. M) a v8echna takova zobrazeni umime
skladat.
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Pokud chceme, aby existovala k zobrazeni o : M — M jeho inverze
a~!, musi byt a bijekci. SloZenim dvou bijekci vznikne opét bijekce
a proto podmnoZina ¥, viech bijekci na mnoZiné M o m prvcich
je grupa. Rikdme ji grupa permutaci na m prvcich.



Grupy permutaci
[o] YoleTole}

Nazev grupa permutaci pfitom uvadi jinou souvislost, kdy misto
bijekci na kone¢né mnoZiné vnimdme permutace jako pferovnani
rozlisitelnych prvkil. Potkdvali jsme se s ni nap¥. pFi studiu
determinanti.
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Nazev grupa permutaci pfitom uvadi jinou souvislost, kdy misto
bijekci na kone¢né mnoZiné vnimdme permutace jako pferovnani
rozlisitelnych prvkil. Potkdvali jsme se s ni nap¥. pFi studiu
determinanti.

V grup& permutaci X3 na &islech {1,2,3} si tfeba ozna&ime
jednotliva poradi

a=(1,2,3), b=(2,3,1), c=(3,1,2),
d=(1,3,2), e=(3,2,1), f=(2,1,3).

Skladani nasich permutaci je pak zaddno tabulkou

a b ¢ d e f
ala b ¢ d e f
b|b ¢ a f d e
clc a b e f d
d|ld e f a b c
ele f d ¢ a b
f|f d e b c a
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Vsimnéme si podstatného rozdilu mezi permutacemi a, ba c a
dalSimi tfemi. Ty prvni tfi tvofi tzv. cyklus generovany prvkem b
nebo prvkem c:

b>=c b>=a c?>=b, =2

a samy o sobé jsou tyto tfi prvky komutativni podgrupou. V ni a je
jednotka, a b s ¢ jsou vzajemné inverzni. Je tedy tato podgrupa
stejnd jako je grupa Zs zbytkovych tfid celych ¢isel modulo 3, resp.
jako grupa tfetich odmocnin z jedni¢ky z jednoho z p¥edchozich
prikladii.
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Vsimnéme si podstatného rozdilu mezi permutacemi a, ba c a
dalSimi tfemi. Ty prvni tfi tvofi tzv. cyklus generovany prvkem b
nebo prvkem c:

b>=c b>=a c?>=b, =2

a samy o sobé jsou tyto tfi prvky komutativni podgrupou. V ni a je
jednotka, a b s ¢ jsou vzajemné inverzni. Je tedy tato podgrupa
stejnd jako je grupa Zs zbytkovych tfid celych ¢isel modulo 3, resp.
jako grupa tfetich odmocnin z jedni¢ky z jednoho z p¥edchozich
prikladii.

Dalsi t¥i prvky jsou samy sobé inverzi a kaZdy z nich je tedy
spoletn& s jednotkou a podgrupou stejnou jako je Zy. Rikdme, %e b
a c jsou prvky ¥adu 3, zatimco prvky d, e a f jsou ¥adu 2.
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Obdobné se chovaji viechny grupy permutaci X ,.

Kazda permutace o rozkladd mnoZinu M na disjunktni sjednoceni
maximalnich invariantnich podmnozin M,, které dostaneme tak, Ze
postupné vybirdme dosud nezpracované prvky x € M a do t¥idy
rozkladu M, p¥idavame viechny akce iteraci o¥(x), k = 1,2,...,
dokud neni o¥(x) = x.
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vné M, a tak jako o na M,.



Grupy permutaci
[oeTe] Tole}

Obdobné se chovaji viechny grupy permutaci X ,.

Kazda permutace o rozkladd mnoZinu M na disjunktni sjednoceni
maximalnich invariantnich podmnozin M,, které dostaneme tak, Ze
postupné vybirdme dosud nezpracované prvky x € M a do t¥idy
rozkladu M, p¥idavame viechny akce iteraci o¥(x), k = 1,2,...,
dokud neni o¥(x) = x.

Kazdou permutaci tak dostdvame jako sloZeni jednodussich
permutaci, tzv. cykld, které se chovaji jako identickd permutace
vné M, a tak jako o na M,.

Pokud p¥itom otislujeme prvky v M, jako potadi (1,2,...,|My]|)
tak aby i odpovidalo ¢/(x), pak je na%e permutace prostym
posunutim o jednu pozici v cyklu (tj. posledni prvek je zobrazen
zpatky na prvni). Odtud ndzev cyklus. Zjevn& pfitom tyto cykly
komutuji, takze je jedno, v jakém pofadi z nich permutaci o
slozime.



Grupy permutaci
0000e0

Nejjednodussi cykly jsou jednoprvkové pevné body permutace o.
Dvouprvkové (x,o(x)), kde o(o(x)) = x se nazyvaji transpozice.
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Dvouprvkové (x,o(x)), kde o(o(x)) = x se nazyvaji transpozice.

Kazdy cyklus zjevné miZeme poskladat z permutaci sousednich
prvki (nechdme probublat prvni prvek nakonec) = kaZdou
permutaci napsat jako sloZeni transpozic sousednich prvki.
Skuteénost, jestli potfebujeme sudy nebo lichy polet permutaci je
na nasich volbach nezavisla.
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Nejjednodussi cykly jsou jednoprvkové pevné body permutace o.
Dvouprvkové (x,o(x)), kde o(o(x)) = x se nazyvaji transpozice.

Kazdy cyklus zjevné miZeme poskladat z permutaci sousednich
prvki (nechdme probublat prvni prvek nakonec) = kaZdou
permutaci napsat jako sloZeni transpozic sousednich prvki.
Skuteénost, jestli potfebujeme sudy nebo lichy polet permutaci je
na nasich volbach nezavisla.

M3ame proto definovano dob¥e zobrazeni sgn : ¥, — Zp = {£1},
tzv. paritu permutace. Dokazali jsme si znovu tvrzeni, kterd jsme
jiz vyuzivali p¥i studiu determinant(:
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KaZda permutace kone¢né mnoZiny je sloZenim cykli. Cyklus délky
{ Ize vyjadFit jako sloZeni ¥ — 1 transpozic. Parita cyklu délky ¢ je
(—1)¢L. Parita sloZeni permutacf je sou&inem parit jednotlivych z
nich, tzn. Ze zobrazeni sgn pFevadi sloZeni permutaci o o T na
soucin sgn o - sgn T v komutativni grupé Zs.
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