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Grupa permutaci

Opakovani

@ Mnozina vSech bijektivnich zobrazeni na kone¢né mnoziné M
tvofi spolu s operaci skladani zobrazeni grupu, které fikame
grupa permutaci.

@ Je-li [M| = n, znaime grupu permutaci symbolem ¥, nebo S,,.

Q Plati, ze |¥,| = n!.

@ Kazdou neidentickou permutaci mizeme napsat jako soucin
nezavislych cyklu.

@ Cyklus délky 2 nazyvame transpozice.

© Kazdou permutaci mizeme napsat jako soucin transpozic
(cyklus délky k miZzeme napsat jako soucin k — 1 transpozic)




Grupa permutaci

Opakovani

Priklad
Uvazme permutace o, p € X7. Rozlozte permutace o, p na soucin
nezavislych cykld. Uréete o, p, p o 0. Rozlozte permutaci o na soucin

transpozic.




Grupa permutaci

Parita permutace

Rekneme, Ze cyklus délky k ma paritu (—1)*~1.

@ Parita slozeni permutaci je souCinem parit jednotlivych
permutaci.

@ Permutace parity 1 se nazyva suda, permutace parity —1 se
nazyva licha

@ RozloZime-li permutaci na soucin transpozic, z jejich poctu ihned
muizeme urcit paritu dané permutace.

@ Permutace o z pfedchoziho pfikladu je licha.



Grupa permutaci

Parita permutace

Paritu permutace mizeme stanovit i jinym zpUsobem.

Definice

Necht je dana permutace = € X,. Necht i,j € {1,2,..., n}. Je-li pro
i < j v permutace «(i) > n(j), fekneme, ze dvojice (w (i), w(j)) tvofi v
permutaci 7 inverzi.

Véta
Permutace = € ¥, je suda pravé tehdy, kdyZ pocet inverzi permutace
m je sudé Cislo.

@ Zadame-li si danou permutaci pomoci ,grafu s Sipkami*,
dostavame pocet invrezi jako pocet kfizeni Sipek.
@ Permutace o z naseho pfikladu ma 5 inverzi.



Grupa permutaci

Umocnovani permutaci, iverzni relace

Mocnina dané permutace a inverzni permutace k dané permutaci se
snadno uréi z rozkladu permutace na nezavislé cykly.

Umocnime-li cyklus délky k na k-tou (1j. sloZime dany cyklus k-krat),
dostaneme identitu.

@ UrCeme si osmou mocninu permutace ¢ z naSeho prikladu.

@ Inverzni relace se stanovi snadno pfimo ze zadani nebo z
rozkladu na nezavislé cykly. Ty totiz staci ,Cist odzadu*.



Grupa symetrif

Shodna zobrazeni nechavajici dany utvar na misté

Jiz na stfedni Skole jste se jisté setkali se skladanim shodnych
zobrazeni. Napfiklad zobrazime-li libovolny Utvar v osové
soumérnosti podle osy o a vysledek opét zobrazime v této osové
soumérnosti, dostaneme plvodni Gtvar. Slozenim dvou osovych
soumernosti s osami rovnobéznymi je posunuti a tak dale.

V mineralogii jste se jisté také setkali s krystalickymi soustavami.
Uvazovali jste zde jednotlivé soustavy a jejich symetrie.




Grupa symetrif

Shodna zobrazeni nechavajici dany utvar na misté

Uvazujme nyni mnoZzinu zobrazeni, ktera nechdvaji dany utvar sém
na sobé. U Ctverce tak dostavame:

@ Identita

© Dvé osové soumérnosti, jejichz osy prochéazeji stredy protéjsich
stran

© Dvé osové soumérnosti takové, Ze Uhlopficky lezi na osach
téchto soumeérnosti

© Otoceni (Rotace) 0 90°, 180°, 270°.

Uvédomme si, Ze sloZenim libovolnych dvou z téchto zobrazeni
dostaneme opét zobrazeni, kieré necha ¢tverec sam na sobé.
Ocislujeme-li si vrcholy ¢tverce Cisly 1,2, 3, 4, dokazeme libovolné
zobrazeni zadat jako permutaci dané Ctyfprvkové mnoziny.
Dostavame tak podmnozinu grupy ¥4. Ta je zfejmé grupoidem,
asociativita je zdédéna z grupy X 4. Nase mnozina obsahuje neutralni
prvek (identitu). Snadno se nahlédne, Ze také ke kazdému zobrazeni
existuje zobrazeni inverzni, které také prevadi Ctverec sam na sebe.
Dostali jsme tak uvnitf grupy ¥4 dalsi grupu (podgrupu grupy 4).



Grupa symetrif

Grupy symetrii

Zobecnime-li nade Gvahy pro libovolny pravidelny n-thelnik,
dostavame grupu symetrii, ktera bude obsahovat n osovych
soumérnosti a n rotaci. Tuto grupu nazyvame dihedralni grupa a
znacime Dy, (v nékterych publikacich se znaci D,).

Urcete, jak vypada grupa symetrii rovnostranného trojihelnika.

Zkuste si sami urcit, jak vypada grupa symetrii pravidelného
Ctyfsténu, grupa symetrii krychle.




Grupy symetrii

Nemusime uvazovat pouze pravidelné n-uhelniky, ale prakticky
libovoIné utvary:




Kongruence

Kongruence

DalSim ptikladem konec¢nych (tentokrat komutativnich) grup jsou
grupy zbytkovych tfid. Nez si vSak fekneme, jak tyto grupy vypadaiji,
musime si fici néco o kongruencich.

Necht a,b € Z, m € N. Rekneme, 2e a= b (mod m), jestlize a, b
davaji stejny zbytek po déleni ¢islem m.




Kongruence

Necht a, b € Z, m € N. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:
Q@ a=b (mod m)
Q@ mi(a—b)
Q JkeZ:a=b+ mk

Necht a,b,c,d € Z, me N,a=b (mod m),c=d (mod m).
Potom plati, ze

Q@ atc=b+d (mod m)
Q@ ac=b-d (mod m)



Kongruence

Kongruence

Véta (Bezoutova)

Necht a, b € 7. Potom existuji cela ¢isla x, y takova, Ze
ax + by = (a, b).

Dlkaz plyne z Euklidova algoritmu.

Véta (Mala Fermatova)

Necht a,m € N, (a,p) = 1. Potom plati, Ze

&' =1(mod p).

Nékolik zptsobu dukazu.



Grupa zbytkovych tid

Zbytkové tridy

Relace kongruence je na mnoziné celych Cisel relaci ekvivalence.
Mizeme tedy uvazit rozklad pfislusny této ekvivalenci. Dostavame
tak mnozinu tfid, kterym fikame zbytkové tfidy modulo m. Nyni
budeme chtit na mnoziné zbytkovych tfid definovat nové operace
sCitani a nasobeni. Polozme

[@]m + [b]m = [a@+ b]m
[@]m - [b]lm = [a- b]m
Uvédomme si, Ze tato definice je korektni.

@ Oznacme mnozinu vSech zbytkovych tfid modulo m symbolem
Zm. V anglické literatufe mizete najit oznaceni Z/mZ. Toto
oznaceni si vysvétlime pozdéji.



Grupa zbytkovych tid

Grupa zbytkovych tfid

(Zm, +) tvofi komutativni grupu.

(Zm, -) tvofi komutativni pologrupu s neutralnim prvkem.




Grupa zbytkovych tid

Grupa invertibilnich prvk

Necht G je pologrupa s neutralnim prvkem. Oznacme G* mnozinu
vSech prvki, které maji v G inverzi.

G* je grupa.




Grupa zbytkovych tid

Eulerova funkce

Pokusme se nyni urcit, ke kterym prvkim existuje v pologrupé (Zpm, -)
inverzni prvek a kolik prvkl bude mit vysledna grupa.

Funkce ¢, ktera pfifadi pfirozenému Cislu m pocet pfirozenych Cisel,
ktera jsou mensSi nebo rovna m a jsou s m nesoudélna, se nazyva
eulerova funkce.

° (1) =

® o(p) =

® o(p C‘)=( —1)p

@ Pro libovolnd m,n € N, (m, n) =1, plati, ze
e(m-n)= (m)-w(n)-

® (P pp) = (pr — 1)y (o — 1R



Grupa zbytkovych tid

Grupa zbytkovych tfid

Necht a, b jsou cela Cisla, m pfirozené. Potom existuje celé Cislo x
takové, Ze ax = b (mod m) pravé tehdy, kdyz (a, m)|b.

Dusledek
Grupa (Zp,, -) ma o(m) prvka.

@ Urcete, kolik prvki ma grupa (Zy , ), (Zzy, ).

@ Urcete inverzi k prvku [5]17 v grupé (235, -).



Podgrupy

Necht (G, ) je grupa, O # H C G. Je-li (H,*) grupa, fikame, ze H je
podgrupa grupy G.

Véta
Necht (G, x) je grupa, ) # H C G. Potom H je podgrupa grupy G
pravé tehdy, kdyz

Q@ vabeH:a-beH

Q@ vVacH:a'eH

A\



Podgrupy

@ Z je podgrupa grup Z, Q, R, C.

@ Kazda podgrupa Z je tvaru mZ = {ma | a € Z}.

© R je podgrupa grupy R*.

©Q SL,(R) je podgrupa grupy GL(R).

@ D., je podgrupa grupy .

© Mnozina A, vSech sudych permutaci tvoii podgrupu .



Podgrupy

Necht' G je grupa, K, L jeji podgrupy. Potom K N L je podgrupa grupy
K.

Definice
Necht M C G, potom mnozinu

(M) = N H
podgrupy H,MCH

nazyvame podgrupa generovana mnozinou M.




Cyklické grupy

Necht' G je grupa, K, L jeji podgrupy, a € G. Potom
Q@ Kul)={k-l|keK,lel}
Q@ (a={a"|ncz}.

Definice

Rekneme, Ze grupa G je cyklicka, jestlize je generovana néjakym
svym prvkem.




Cyklické grupy

Q@ Z={1)

Q Zn= <[1]m>
Q Ds = (reo-,0)
Q 77 = ([38]7)
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