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Okruhy a télesa

Plan prednéasky

@ Okruhy a tlesa



Okruhy a télesa
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Okruhy

S grupami se potkavame nejcastéji jako s mnoZinami transformaci.
U skalar(i ale vystupovalo hned vice obdobnych struktur zérovei.
Jako standardni p¥iklady m&me na mysli skalary (tj. celd &isla Z,
raciondlni &isla Q, redini &i komplexni &isla R, C) a mnoziny
polynomiti nad takovymi skalary R. Klasickym p¥ikladem
kone¢ného okruhu je pak Zp,.
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Okruhy

S grupami se potkdvame nejéastéji jako s mnozinami transformaci.
U skalar(i ale vystupovalo hned vice obdobnych struktur zérovei.
Jako standardni p¥iklady m&me na mysli skalary (tj. celd &isla Z,
raciondlni &isla Q, redini &i komplexni &isla R, C) a mnoziny
polynomiti nad takovymi skalary R. Klasickym p¥ikladem
kone¢ného okruhu je pak Zp,.

Definice

Komutativni grupa (R, +) s neutrdlnim prvkem 0 € R, spolu
s operaci - se nazyva komutativni okruh (R, +,-), pokud spliiuje
@ (a-b)-c=a-(b-c), pro viechny a,b,c € R (asociativita);
@ a-b=b-a, pro vdechny a,b € R (komutativita);
@ existuje prvek 1 takovy, Ze pro v8echny a€ R platil-a=a
(existence jednicky);

@a-(b+c)=a-b+a-c, proviechny a,b,c € R
(distributivita).
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Definice

Jestlize v komutativnim okruhu R plati ¢ - d = 0 pravé, kdyz je
alespori jeden z prvkl ¢ a d nulovy, pak okruh R nazyvame
oborem integrity.

o Okruhy (Z,+,),(Q,+, ") jsou obory integrity.

@ Okruh Gaussovych celych &isel Z[i] = {a+ bi;a, b € Z} je
oborem integrity.

@ Okruh (Z4,+,-) neni obor integrity, narozdil od (Zs, +, -).
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Definice

Jestlize v komutativnim okruhu R plati ¢ - d = 0 pravé, kdyz je
alespori jeden z prvkl ¢ a d nulovy, pak okruh R nazyvame
oborem integrity.

Priklad
o Okruhy (Z,+,),(Q,+, ") jsou obory integrity.
@ Okruh Gaussovych celych &isel Z[i] = {a+ bi;a, b € Z} je
oborem integrity.
@ Okruh (Z4,+,-) neni obor integrity, narozdil od (Zs, +, -).

Pokud neplati vlastnost komutativity operace -, hovofime
o nekomutativnim okruhu (nebo pouze o okruhu). V daldim se
obvykle omezime pouze na okruhy komutativni.
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Definice

Jestlize v komutativnim okruhu R plati ¢ - d = 0 pravé, kdyz je
alespori jeden z prvkl ¢ a d nulovy, pak okruh R nazyvame
oborem integrity.

P¥iklad
o Okruhy (Z,+,),(Q,+, ") jsou obory integrity.

@ Okruh Gaussovych celych &isel Z[i] = {a+ bi;a, b € Z} je
oborem integrity.

@ Okruh (Z4,+,-) neni obor integrity, narozdil od (Zs, +, -).

Pokud neplati vlastnost komutativity operace -, hovofime

o nekomutativnim okruhu (nebo pouze o okruhu). V daldim se
obvykle omezime pouze na okruhy komutativni.

Operaci + budeme Fikat s€itani a operaci - nasobeni. Navic
budeme vzdy pfedpokladat existenci jedni¢ky 1 pro operaci
nasobeni, neutralnimu prvku pro séitani ¥fikame nula.
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Zakladni vlastnosti operaci v okruhu

V kaZzdém komutativnim okruhu R s jedni¢kou plati ndsledujici
vztahy (které ndm jist& p¥ipadaji samozfejmé u skalard)

Q@ 0-c=c-0=0 pro viechny c € R,
—c=(-1)-c=c-(—1) pro vdechny c € R,
—(c-d)=(—c)-d=c-(—d) pro viechny c,d € R,

a-(b—c)=a-b—a-c,

GOG
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Délitelnost v okruhu

Obecné ¥ikdme, Ze a € R déli ¢ € R, jestliZe existuje b tak, Ze
a- b= c. Skute€nost Ze ¢ € R je dé&litelné a € R zapisujeme ac.
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Délitelnost v okruhu

Obecné ¥ikdme, Ze a € R déli ¢ € R, jestliZe existuje b tak, Ze
a- b= c. Skute€nost Ze ¢ € R je dé&litelné a € R zapisujeme ac.
Dodatecnou vlastnosti oboru integrity oproti obecnému okruhu je
neexistence netrivialnich délitelt nuly. OkamZité odtud také
vyplyva jednoznaénost déliteli:
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Délitelnost v okruhu

Obecné ¥ikdme, Ze a € R déli ¢ € R, jestliZe existuje b tak, Ze
a- b= c. Skute€nost Ze ¢ € R je dé&litelné a € R zapisujeme ac.
Dodatecnou vlastnosti oboru integrity oproti obecnému okruhu je
neexistence netrivialnich délitelt nuly. OkamZité odtud také
vyplyva jednoznaénost déliteli:

Plati-li v oboru integrity a= b-c a b # 0, pak c je jednozna&né
ddno volbou a, b.
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Délitelnost v okruhu

Obecné ¥ikdme, Ze a € R déli ¢ € R, jestliZe existuje b tak, Ze
a- b= c. Skute€nost Ze ¢ € R je dé&litelné a € R zapisujeme ac.
Dodatecnou vlastnosti oboru integrity oproti obecnému okruhu je
neexistence netrivialnich délitelt nuly. OkamZité odtud také
vyplyva jednoznaénost déliteli:

Véta

Plati-li v oboru integrity a= b-c a b # 0, pak c je jednozna&né
ddno volbou a, b.

Diikaz.
Pro a = bc = bc’ totiz plati 0 = b- (c — ¢’) a b # 0, proto
c=c. O

| \

A
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Délitelé jednicky, tj. invertibilni prvky v R, se nazyvaji jednotky.
Jednotky v komutativnim okruhu vzdy tvofi komutativni grupu.
Netrividlni (komutativni) okruh, ve kterém jsou viechny nenulové
prvky invertibilni, se nazyva (komutativni) téleso.



Okruhy a télesa
0000®0000000

Délitelé jednicky, tj. invertibilni prvky v R, se nazyvaji jednotky.
Jednotky v komutativnim okruhu vzdy tvofi komutativni grupu.
Netrividlni (komutativni) okruh, ve kterém jsou viechny nenulové
prvky invertibilni, se nazyva (komutativni) téleso.

V Ceské literatufe se nékdy v pfipadé komutativniho télesa miZete
setkat s pojmenovanim pole (z angl. field).



Okruhy a télesa
00000e000000

Typickym p¥ikladem komutativnich téles jsou &iselné obory Q, R,
C. Dale pak v8echny okruhy zbytkovych t¥id Z, s prvotiselnym p.
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Typickym p¥ikladem komutativnich téles jsou &iselné obory Q, R,
C. Dale pak v8echny okruhy zbytkovych t¥id Z, s prvotiselnym p.
Zakladnim p¥ikladem nekomutativniho okruhu s jedni¢kou je
mnoZina Mat,(R) v8ech &tvercovych matic nad okruhem R s k
tadky a sloupci. Jak jsme vidéli ddvno, neni to ani obor integrity.
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Typickym p¥ikladem komutativnich téles jsou &iselné obory Q, R,
C. Dale pak v8echny okruhy zbytkovych t¥id Z, s prvotiselnym p.
Zakladnim p¥ikladem nekomutativniho okruhu s jedni¢kou je
mnoZina Mat,(R) v8ech &tvercovych matic nad okruhem R s k
tadky a sloupci. Jak jsme vidéli ddvno, neni to ani obor integrity.
Jako ptiklad nekomutativniho okruhu, kde existuji inverze

k nenulovym prvkiim (tzv. okruh s d&lenim) uved me okruh
kvaternion(i

H={a+b-i+c-j+d-k; a,b,c,decR},

se s¢itdnim po sloZkdch a nasobenim odvozenym ze zdkladnich
relaci

P=pP=k=-1, ij=—ji=k, jk=—ki=1i, ki=—ik=].
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Obor integrity vs. téleso

KaZdy konecny obor integrity je téleso. \

Dokazuje se prostfednictvim homomorfismu f : R — R, f(x) = ax
(je to injekce, proto surjekce, proto je R t&leso (rozmyslete!). [
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Obor integrity vs. téleso

KaZdy konecny obor integrity je téleso.

Dokazuje se prostfednictvim homomorfismu f : R — R, f(x) = ax
(je to injekce, proto surjekce, proto je R t&leso (rozmyslete!). [

A co obracen&? Samozifejmé je kaZdé téleso oborem integrity.
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Obor integrity vs. téleso

KaZdy konecny obor integrity je téleso.

Dokazuje se prostfednictvim homomorfismu f : R — R, f(x) = ax
(je to injekce, proto surjekce, proto je R t&leso (rozmyslete!). [

A co obracen&? Samozifejmé je kaZdé téleso oborem integrity.

Ztejmé je napt. Z obor integrity, ktery nenfi téleso.
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Polynomy

Polynomem rozumime jakykoliv koneény vyraz, ktery lze poskliddat
ze zndmych konstantnich prvkd R a jedné nezndmé proménné
pomoci operaci s¢itani a nasobeni:
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Polynomy

Polynomem rozumime jakykoliv koneény vyraz, ktery lze poskliddat
ze zndmych konstantnich prvk( R a jedné nezndmé proménné
pomoci operaci s¢itani a nasobeni:

Definice

Necht R je jakykoliv (dale vzdy) komutativni okruh skaldrd.
Polynomem nad R rozumime koneény vyraz

k
f(x) = Z aix’
i=0
kde a; € R, i =0,1,...,k, jsou tzv. koeficienty polynomu. Je-li

ax # 0, ¥fikdme, Ze f(x) ma stupeii k, piseme st f = k. Nulovy
polynom nemd stupeni, polynomy stupné nula jsou prdvé nenulové
prvky v R, kterym ¥ikdme konstantni polynomy.
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Polynomy

Polynomem rozumime jakykoliv koneény vyraz, ktery lze poskliddat
ze zndmych konstantnich prvk( R a jedné nezndmé proménné
pomoci operaci s¢itani a nasobeni:

Definice

Necht R je jakykoliv (dale vzdy) komutativni okruh skaldrd.
Polynomem nad R rozumime koneény vyraz

k
f(x) = Z aix’
i=0
kde a; € R, i =0,1,...,k, jsou tzv. koeficienty polynomu. Je-li

ax # 0, ¥fikdme, Ze f(x) ma stupeii k, piseme st f = k. Nulovy
polynom nemd stupeni, polynomy stupné nula jsou prdvé nenulové
prvky v R, kterym ¥ikdme konstantni polynomy.

Polynomy f(x) a g(x) jsou stejné, jestlize maji stejné koeficienty.
MnoZinu viech polynomi nad okruhem R budeme znatit R[x].
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Kazdy polynom zaddava zobrazeni f : R — R, jehoZz hodnota

vznikne dosazenim hodnoty ¢ za nezdvislou proménnou x, tj.

f(c) = a0+ aic+ -+ arck.

Vsimnéme si, ze konstantni polynomy odpovidaji pravé
konstantnim zobrazenim.
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Kazdy polynom zaddava zobrazeni f : R — R, jehoZz hodnota
vznikne dosazenim hodnoty ¢ za nezdvislou proménnou x, tj.

f(c) = a0+ aic+ -+ arck.

Vsimnéme si, ze konstantni polynomy odpovidaji pravé
konstantnim zobrazenim.

Kofen polynomu f(x) je takovy prvek ¢ € R, pro ktery je
f(c)=0€eR.
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Kazdy polynom zaddava zobrazeni f : R — R, jehoZ hodnota
vznikne dosazenim hodnoty ¢ za nezdvislou proménnou x, tj.

f(c) = a0+ aic+ -+ arck.

Vsimnéme si, ze konstantni polynomy odpovidaji pravé
konstantnim zobrazenim.

Kofen polynomu f(x) je takovy prvek ¢ € R, pro ktery je
f(c)=0€eR.

Obecné se miZe stat, Ze rizné polynomy definuji stejnd zobrazeni.
Nap¥. polynom x? + x € Zy[x] zad4va identicky nulové zobrazeni.
Obecnéji, pro kazdy koneny okruh R = {ag, a1, ..., ax} zadavd
polynom f(x) = (x — ap)(x — a1) ... (x — ax) identicky nulové
zobrazeni. Zaroveni ale plati tvrzeni, které dokaZeme zanedlouho:

JestliZe je R nekone&ny okruh, pak dva polynomy f(x) a g(x) nad
R jsou stejné pravé tehdy, kdyZ jsou stejna pFislusnd zobrazeni f a
g.
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Dva polynomy f(x) = ", aix’ a g(x) = ., bix’ umime pF¥irozen&
také séitat i nasobit:
(f +8)(x) = (a0 + bo) + (a1 + by)x + - + (ak + by)x"
(f - g)(x) = (aobo) + - -+ + (aoby + +- - - + agho)x" + ...
kde uvaZujeme nulové koeficienty vSude, kde v plivodnim vyrazu

pro polynomy nenulové koeficienty nejsou a u s¢itani necht je k
maximalni ze stupiii ¥ a g.
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Tato definice vskutku odpovida pFislusnym operacim séitani a
nasobeni hodnot zobrazeni f, g : R — R, diky vlastnostem skalarii
v ptvodnim okruhu R.



Tato definice vskutku odpovidd pFislusnym operacim séitani a
nasobeni hodnot zobrazeni f, g : R — R, diky vlastnostem skalari
v ptvodnim okruhu R.

P¥imo z definice vyplyva, Ze mnoZina polynomi R[x] nad
komutativnim okruhem s jedni¢kou je op&t komutativnim okruhem
s jednitkou, p¥itemz jedni¢kou v R[x] je op&t jednitka 1 v okruhu
R vnimana jako polynom stupné nula.

Okruh polynomii nad oborem integrity je opét obor integrity.




Tato definice vskutku odpovidd pFislusnym operacim séitani a
nasobeni hodnot zobrazeni f, g : R — R, diky vlastnostem skalari
v ptvodnim okruhu R.

P¥imo z definice vyplyva, Ze mnoZina polynomi R[x] nad
komutativnim okruhem s jedni¢kou je op&t komutativnim okruhem
s jednitkou, p¥itemz jedni¢kou v R[x] je op&t jednitka 1 v okruhu
R vnimana jako polynom stupné nula.

Okruh polynomii nad oborem integrity je opét obor integrity.

Mdme ukdzat, Ze v R[x] mohou byt netrividlni délitelé nuly pouze
tehdy, jestlize jsou uZ v R. To je ale zfejmé z definice ndsobeni
polynomi. Jsou-li f(x) a g(x) polynomy stupn& k a ¢ jako vy3e,

pak koeficient u x¥*¢ v soutinu f(x) - g(x) je sou&in ay - by a ten

musi byt nenulovy, pokud nejsou délitelé nuly v R. [
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Formalni mocninné Fady

V Matematice Il jsme pracovali s formalnimi mocninnymi fadami a
neformalné jsme prohlasili, Ze s nimi miZeme provadét analogické
operace jako s polynomy. Nyni toto tvrzeni miiZeme zasadit do
formalniho algebraického kontextu:
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Formalni mocninné Fady

V Matematice Il jsme pracovali s formalnimi mocninnymi fadami a
neformalné jsme prohlasili, Ze s nimi miZeme provadét analogické
operace jako s polynomy. Nyni toto tvrzeni miiZeme zasadit do
formalniho algebraického kontextu:

Necht R je okruh skalarii. Formadini mocninou Fadou nad R
rozumime (obecn& nekonetny) formalni vyraz f(x) = > 72, aix’,
kde a; € R, i=0,1,..., jsou tzv. koeficienty Fady.
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Formalni mocninné Fady

V Matematice Il jsme pracovali s formalnimi mocninnymi fadami a
neformalné jsme prohlasili, Ze s nimi miZeme provadét analogické
operace jako s polynomy. Nyni toto tvrzeni miiZeme zasadit do
formalniho algebraického kontextu:

Necht R je okruh skalarii. Formadini mocninou Fadou nad R
rozumime (obecn& nekonetny) formalni vyraz f(x) = > 72, aix’,
kde a; € R, i=0,1,..., jsou tzv. koeficienty Fady.

Snadno se ukaZe, Ze s dfive definovanymi operacemi s&itani a
nasobeni tvofi formalni mocniné ¥ady okruh, ktery znatime R[[x]]
(a jehoZ je R[x] podokruhem). Sami si zkuste rozmyslet, které
prvky tohoto okruhu jsou invertibilni.
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@ Dzlitelnost a nerozlozitelnost



Délitelnost a nerozloZitelnost
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Smé&fujeme nyni ke zobecné&ni rozkladii polynomi nad &iselnymi
obory a k tomu nejprve potfebujeme ujasnit, co je délitelnost

v zakladnim okruhu R samotném. UvaZujme proto néjaky pevné&
zvoleny obor integrity R!, t¥eba celd &isla Z nebo okruh Zp

s prvodiselnym p. V R definujeme délitelnost analogicky jako to
zndme ze Z: bla <= dc€R:a=b-c.

1Obor integrity proto, aby bylo jednozna&né d&leni!
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Smé&fujeme nyni ke zobecné&ni rozkladii polynomi nad &iselnymi
obory a k tomu nejprve potfebujeme ujasnit, co je délitelnost

v zakladnim okruhu R samotném. UvaZujme proto néjaky pevné&
zvoleny obor integrity R!, t¥eba celd &isla Z nebo okruh Zp

s prvodiselnym p. V R definujeme délitelnost analogicky jako to
zndme ze Z: bla <= dc€R:a=b-c.

Pak plati:
@ je-li a|b a zaroveil b|c pak také alc;
@ a|b a zaroveh a|c pak také a|(ab + (c) pro vdechny «, 5 € R;
@ 2|0 pro viechny a € R (je totiz a- 0 = 0);

o kazdy prvek a € R je délitelny v8emi jednotkami e € R a jejich
nasobky a- e (jak pfimo plyne z existence e™1)

1Obor integrity proto, aby bylo jednozna&né d&leni!
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Rekneme, e prvek a € R je nerozlozitelny (ireducibilni), jestlize

@ je nenulovy a neni jednotkou (tj. a1 1),
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Rekneme, e prvek a € R je nerozlozitelny (ireducibilni), jestlize
@ je nenulovy a neni jednotkou (tj. a1 1),
@ je dé&litelny pouze jednotkami e € R a &isly a - e (tzv. &isla
asociovand s a — tj. takova b € R, Ze a|b a b|a).
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Rekneme, e prvek a € R je nerozlozitelny (ireducibilni), jestlize
@ je nenulovy a neni jednotkou (tj. a1 1),
@ je dé&litelny pouze jednotkami e € R a &isly a - e (tzv. &isla
asociovand s a — tj. takova b € R, Ze a|b a b|a).
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Rekneme, e prvek a € R je nerozlozitelny (ireducibilni), jestlize

@ je nenulovy a neni jednotkou (tj. a1 1),

@ je dé&litelny pouze jednotkami e € R a &isly a - e (tzv. &isla
asociovand s a — tj. takovd b € R, Ze a|b a bja).

Rekneme, 7e okruh R je obor integrity s jednoznagnym
rozkladem, jestliZe plati:

@ pro kazdy nenulovy prvek a € R, ktery neni jednotkou, existuji
nerozloZitelné ay,...,a, € R takové, Ze a=a;-a>...a,

@ jsou-li prvky a1,...,a, a by, ..., bs nerozloZitelné, nejsou mezi
nimi Zadné jednotky a ajay...a, = biby... bs, pak je r =s a
ve vhodném preusporddani plati a; = e;b; pro vhodné
jednotky e;.
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Ptiklad
@ Z,R[x] jsou obory integrity s jednozna&nym rozkladem
(ireducibilni prvky v Z jsou prvoéisla a &isla k nim opa¢na).
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@ Z,R[x] jsou obory integrity s jednozna&nym rozkladem
(ireducibilni prvky v Z jsou prvoéisla a &isla k nim opa¢na).

@ KaZdé téleso je obor integrity s jednoznagnym rozkladem (kde
kazdy nenulovy prvek je jednotka).
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@ Z,R[x] jsou obory integrity s jednozna&nym rozkladem
(ireducibilni prvky v Z jsou prvoéisla a &isla k nim opa¢na).

@ KaZdé téleso je obor integrity s jednoznagnym rozkladem (kde
kazdy nenulovy prvek je jednotka).

© Napt. v okruhu R[\/—5] = {a + b\/—5; a, b € R} existuji dva
rtizné rozklady &isla 6 na nerozlozitelné prvky:

6=2-3=(1-+-5)(1++v-b).?

?To, ze uvedené prvky jsou ireducibilni a Ze nejsou asociované, je ale t¥eba
trochu "odpracovat”.




Délitelnost a nerozloZitelnost
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Zakladnim nastrojem pro diskusi dé&litelnosti, spole¢nych déliteld
apod. v okruhu celych &isel Z je procedura déleni se zbytkem a
Eukliddv algoritmus pro hledani nejvétsich spoleénych déliteld.
Tyto postupy nyni zobecnime.



Délitelnost a nerozloZitelnost
oooe

Zakladnim nastrojem pro diskusi dé&litelnosti, spole¢nych déliteld
apod. v okruhu celych &isel Z je procedura déleni se zbytkem a
Eukliddv algoritmus pro hledani nejvétsich spoleénych déliteld.
Tyto postupy nyni zobecnime.

Lemma (Vé&ta o dé&leni se zbytkem pro polynomy)

Necht R je komutativni okruh bez dé&liteli nuly a f, g € R[x]
polynomy, g # 0. Pak existuje a € R, a # 0, a polynomy q a r
spliiujici af = qg + r, kde r = 0 nebo st r < stg. Je-li navic R
téleso nebo je aspori vedouci koeficient polynomu g roven jedné,
potom Ize volit a =1 a polynomy q a r jsou v tomto pFipadé
uréeny jednoznacné.
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Poznamka

Toto tvrzeni je mozné aplikovat i obecngji (viz Euklidovské
okruhy), je ale tfeba sprdvné& definovat, jak budeme porovndvat
prvky.
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